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Vorrede. 


Bekanntlich  ißt  die  unbestimmte  Analytik  ein  neuere^ 
Zweig  der  ihatiiematischen  Wissenschaften,  welcher  erst 
gegen  das  Ende  des  vorigen  Jahrhimderts  seine  Begrün- 
dung gefonden  hat.  Obgleich  in  früherer  Zeit,  namentlich 
im  Alterthume  von  Diophant  und  alsdann  nach  eineir 
langen  Pause  erst  wieder  in  den  letzten  Jahrhunderten  von 
Sachet,  Fermat,  Pell  und  Anderen,  einzelne  hierher 
gehörige  Aufgaben  gelös't  waren;  so  bildeten  dieselben 
doch  durchaus  kein  systematisches  Ganzes ,  welches  durch 
einheiäiche  Prinzipien  und  allgemeine  Methoden  zusammen^ 
gehalten  und  dadurch  einer  natürlichen  Entwickelung  föhig 
gemacht  wäre.  Erst  Euler  legte  durch  seine  zahlreichen 
neuen  Entdeckungen  und  durch  das  dt^nit  verbundene 
Streben  nach  allgemeinen  Regeln  den  Grund  zu  dem  neuen 
Gebäude,  und  Lagrange  war  der  Erste,-  welcher  dasselbe 
als  ein  geordnetes  System  in  den  Zusätzen  ;su  seiner 
Übersetzung  von  Euler's  Algebra  aufrichtete.  Diese 
Zusätze  existiren  in  der  d^rutschen  Übersetzung  von  Kauss- 
1er  aus  dem  Jahre  1796  als  ein  für  sich  bestehendes  Werk* 
Hierin  gibt  Lagrange  ausser  der  von  Eul er- erfundenen 
Methode  eine  neue  auf  die  Theorie  der  Kettenbrüche  ge- 
stützte und  früher  schon  vonBaChet  angedeutete  Methode 
zur  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten 
^  Grade;  ausserdem  lehrt  er  die  unbestimmten  Glei(Atmgen 
■^  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  auflösen, 
t:3^  wobei  et  die  Gleichungen  nach  drei  Belassen  unterscheidet: 
;^  Bolchä  mit  p4)ii^itivery  negativer  und  quadratischer 
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Determinante.  Jede  Klasse  wird  nach  einer  besonderen 
Methode  behandelt;  die  Methoden  für  die  ersten  beiden 
Klassen  stützen  sich  auf  die  Kettenbrüche,  die  för  die  dritte 
Klasse  jedoch  nicht. 

So  gross  hiemach  Lagrange 's  Verdienst  um  die  un- 
bestimmte Analytik,  namentlich  wegen  der  Ausdehnung 
seiner  Untersuchungen  ^{  die  Gleichungen  vom  zweiten 
Grade  ist;  so  lässt  seine  Auflösung  doch  noch  Manches  in 
Hinsicht  auf  Allgemeinheit,  Eleganz  und  Kürze  zu  wün- 
schen übrig.  Denn  theils  kann  diese  Auflösung,  wie  schon 
bemerkt,  nicht  in  allen  Fällen  nach  Ein  und  derselben 
Regel  be^rkt  werden  ^  sondern  erfördert  je  natk  den  Utt^ 
•täaden  bald  die  Eiii«^  bald  die  aäd^re  von  drei  gan«  y^tr 
sehied^ben.  Methoden;  da4  Auflösungsyerfahreii  enthält  also 
^iüb  Spaltung  d^r  Prinüii^ieu,  welche  um  so  mehr  befremdet^ 
als  aie  bei  der  Behandlung  der  bet^timmten  Gleichungen 
nicht  Torkomltttb  Ausserdem  besilst  diese  Auflösung  der 
«nbediiminlen  quadratitcb^n  Gleichungen  nieht  den  wün« 
sdb^n^wärtben  Grid  von  Elegants  und  erweis't  sich  etwas 
»ehwer&Uig;  bei  ihrer  Augüählmng,  besonders  ^  trenü  man 
darauf  au»geht^  die  Reihen  dät  rdögliohen  W^tthe  der  Un- 
bekünnteil  ijiniarhAlb  gowisser  Werthe  tollst  an  di^  sn 
erti^iiehif  was  in  den  tneiateil  FäUeü  ein  Bedürftnss  ist 

Feifner  lös't  Lagraäge  in  der  erwlduiten  Schrift  die 
homogei^en  Gleiehungta  Vom  zweiten  Grade  mit  drei 
Uubekännteti  auf.  Dkse  Auflösung  ist  eben&lls  neu  und 
geisireick,  jedoch  mit  Shnliehen  Mängeln  fui^  den  praktischefa 
Gebrauch  bd^ftet,  wiä  dii  Toi^bergehende« 

Atif  diese  Arbeit  Von  Lagrange  gestützt,  gab  Le^ 
gendre  im  Jabr^  1799  seine  Ei§ai9  $ur  la  tke^rid  det  nom^ 
hre$  beifiktts.  In  diesem  Werke  finden  sich  fcir  die  Aufld-» 
suageib  d^r  unbestimmten  Gleichongen  yom  ersten  und 
aWeiteil  Girade  die  Methoden  von  Lagrange  reprodazirt  und 
nur  durch  Tcrsehiedeiie  Zusätase  und  Ansfilhrungen  uretter 
WtwielEdti  Weshalb  iuch  im  WesentUobet  davon  das  FrüheM 
Mhgeil  lässtf 

AUftserdem  aber  hat  L  e  gendr  e  in  dem  letzieren  Wetke 

UlktWPlUäiMBg^tt  anif  ein    eigenlbüwUehea  Gebiet  des 


2ahknlelire  gekftei,  m  welchem  vomefamtieh  die  Oeseiase 
der  ganeeiL  Zahleii  ttntarsncht  werden  und  weMies  nach 
ihm  die  Theorie  der  Z tihlen  genannt  ist  Diese  Theorie 
ersdieint  in  Legendre'c  Werke  noch  als  eine  Sammlung 
isolirter  8ät£e  ohne  methodischen  Zusammenhalt  Es  waren 
diso  noch  die  allgemeinen  PrimBipien  zu  erfinden ,  wodurch 
jeae  xerstrettten  Wahrheilen  2U  einem  natürlichen  Systeme 
vereinigt  und  weiter  ausgebildet  weiden,  konnten« 

Diese  Prinzipien  wa^en  allerdings  schon  erfunden, 
wurden  aber  erst  im  Jahre  1801  durch  das  höchst  originelle 
Werk  von  Gauss ,  DUfumUones  arHhmetieae^  bekannt  ge* 
maeht  Hierin  entwickelt  der  berühmte  Verfasser,  gesttttst 
auf  die  von  ihm  erfundene  Lehre  von  der  Kongruen:^ 
der  Zahlen^  nieht  bloss  in  viel  vollkommenerem  Grade 
diejenigen  Wahrheiten,  welche  den  eigentlichen  Gegenstand 
der  Theerie  der  Zahlen  ausmachen,  sondern  wendet 
j^e  Lehre  vorasugsweise  auf  die  Umformung  der  Formeln 
an  j  wovon  in  letzter  Instant  die  Auflösung  der  unbestimmt 
ten  Gleichungen  vom  «weiten  Grade  abhängt.  Die  Durch- 
füharung  des  letzteren  Gegenstandes,  nämlich  die  Umformung 
und  Auflösung  der  unbestimmten  quadratischen  Gleickungeu, 
ist  schön  und  bewunderungswürdig  wegen  des  Ideenreich* 
äiums  und  der  vielen  daraus  sich  ergebenden  interessanten 
Wahrheiten;  es  ist  auch  nicht  zu  bezweifeln ^  dass  zu  ge«- 
wissen  Zwecken  die  Gauss'schen  Transformationsmethoden 
das  vorzüglichste  Uülfsmittel  darbieten:  allein  zu  dem  be- 
sonderen Zwecke  der  Auflösung  jener  Gleichungen 
ersehednt  der  Rechenaufwand,  welchen  sie  erfordern,  als  zu 
erheblich,  um  den  Anforderungen  der  Praxis  vollständig 
zu  entsprechen« 

Die  Methode  von  Gauss,  soweit  sie  sich  auf  die  all- 
gemeinen quadratischen  Gleichungen  mit  zwei  und  die 
homogenen  quadratischen  Gleichungen  mit  drei  Unbe- 
kannten bezieht,  ist  von  einem  allgemeineren  Standpunkte 
aufge&sst,  eds  die  von  Lagrange,  aber  deshalb  auch 
kom|dizirtey  und  schwieriger.  Jener  allgemeinere  Stand- 
punkt verstatlet  der  Methode  von  Gauss  ein  weiteres  Vor- 
dvingea  in  diesem  Gebiete,  und  zunädxst  in  die  Theerle 
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der  allgemeinen  quadratuichea  Gleiehiingen  utit  drei 
Unbekannten.  Die  Auflösung  der  Letzteren  ist  jedoch  von 
Gauss  nur  angebahnt ,  noch  nicht  bewirkt. 

Seit  dem  Erscheinen  der  genannten  Werke  von  La- 
grange,  Legendre  und  Gauss  istr  die  Litteratur  der 
Lehrbücher  über  den  fraglichen  Gegenstand  äusserst  dürftig 
geblieben.  Mit  Ausnahme  eines,  kleineu  Werkes  von  HIa* 
ding  über  die  Anfangsgründe  der  höheren  Arith- 
metik,  durch  welches  der  Leser  mit  den  Grundpiinzipien 
der  zuerst  genannten'  drei  Werke  in  gedrängter  Kurse  be- 
kannt gemacht  wird,  dürfte  die  neuere  Litteratur  ein  be^ 
merkenswerthes  Kompendium  der  fraglichen  Lebren  überall 
nicht  aufzuweisen  haben.  Ja^  das  mathematiache  Wör* 
terbuch  von  Kluge  1  liefert  sogar  unter  dem  Artikel  der 
unbestimmten  Analytik ,  soweit  derselbe  sich  auf  die  Glei* 
chungen  vom  zweiten  Grade  bezieht,  einen  fast  -wörtlichen^ 
aber  dabei  doch  so  unvollständigen  Auszug  aus  dem  oben 
erwähnten  ältesten  Werke  von  Lagrange ,  dass  danach 
die  Auflösung  der  Gleichung  Är*-f-2iay-}*^*'^Ä»  wenn 
die  Determinante  positiv  und  kein  Quadrat  ist^  im  Allge- 
meinen gar  nicht  bewirkt  werden  kann«  Wenn  man 
hin  und  wieder  durch  das  in  jenem  Artikel  angedeutete 
Verfahren  wirklich  eine  Reihe  von  Auflösungen  erhält;  so 
beruhet  Dies  auf  einer  zufalligen ,  nicht  einmal  näher  cha* 
rakterisirten  Beschaffenheit  der  Koeffizienten  der  gegebenen 
Gleichung:  gleichwol  darf  man  auch  in  einem  soldien  spe- 
ziellen Falle  nicht  erwarten,  dass  die  angezeigte  Methode 
alle  möglichen,  sondern  nur  eine  gewisse  Beihe  voÄ  Auf- 
lösungen ergebe. 

Allerdings  haben  viele  der  ausgezeichnetsten  neueren 
Mathematiker^  insbesondere Se eher,  Lejeune-Diriohlet 
Jacobi,  Eisenstein,  Kummer,  Grelle,  Arndt,  Her- 
mite,  Libri  und  Andere,  der  unbestimmten  Analytik  eine 
bedeutende  Aufmerksamkeit  geschenkt;  aber  vorzugsweise 
sind  ihre  Bemühimgen  darauf  gerichtet  gewesen,  in  einzd- 
neu  Abhandlungen  gewisse  Tbeile  der  Theorie  von  Gauss 
weiter  auszubilden  und  die  höheren  Probleme  der  unbe- 
stimmten Analytik  zu  lösen.    Unter  solchen  Umständen  wo. 


wemg  Anstrengungen  gemacht  sind,  lun  durch  Vereinfachung^ 
der  Grundoperationen  die  Schwierigkeiten  des  Kalküls  zu 
beseitigen  und  durch  Bearbeitung  von  Lehrbüchern  den 
Gegenstand  populär  zu  machen,  ist  der  Zugang  zu  diesem 
wichtigen  und  interessanten  Theile  der  Mathematik  dem 
grösseren  Publikum,  welches  einer  mathematischen  Bildung 
bedarf,  bis  jetzt  völlig  verschlossen  geblieben,  und  Dies 
um  so  mehr,  da  die  meisten  Lehrbücher  der  allgemeineia 
Arithmetik  von  den  unbestimmten  Aufgaben  noch  nicht 
einmal  die  Elemente  enthalten. 

Es  ist  daher  die  Tendenz  des  vorliegenden  Werkes, 
den  fraglichen  Lehren  einen  weiteren  Leserkreis  zu  gewin- 
nen, mit  Ausschluss  der  transzendenteren  Theile,  welche 
das  gewöhnliche  Bedürfifiiss  weit  überragen  und  in  der  That 
jetzt  durchaus  noch  nicht  in  sich  abgeschlossen  sind,  dea 
Grundstoff  der  Wissenschaft  in  einer  leicht  fasslichen,  für 
die  praktische  Anwendung  besonders  eingerichteten  Weise 
zu  behandeln,  für  die  komplizirteren  Methoden  bequeme 
Regeln  zu  entwickeln  und  die  Ausführung  durch  eine  ge- 
nügende Zahl  angemessener  Beispiele,  welche  sich  in  den 
bisherigen  Schriften  nur  sehr  spärlich  finden,  obgleich  sie 
zur  Illustrirung  dieses  Kalküls  äusserst  nöthig  sind,  zu  er- 
läutern. Dabei  hat  sich  die  Gelegenheit  dargeboten,  man- 
<äes  Neue  mitzutheilen  imd  für  manche  Gesetze  eigenthüm- 
liehe  Gesichtspunkte  zu  gewinnen,  sodass  das  Ganze  auch 
für  das  höhere  mathematische  Publikum  nicht  ohne  Interesse 
sein  dürfte.  Im  Speziellen  ist  über  den  Inhalt  Folgendes 
zu  bemerken. 

Der  erste  Abschnitt  enthält  die  Theorie  der  end- 
lichen Kettenbrüche.  Diese  Theorie  ist  schon  an  sich 
und  wegen  ihrer  anderweiten  vielfachen  Anwendungen  iu 
der  JVIathematik  wichtig  und  findet  sich  fast  in  allen  Lehr- 
büchern der  Arithinetik  ungenügend  entwickelt.  Hier  bildet 
sie  ausserdem  die  Basis  für  die  unbestimmte  Analytik 
und  enthält  manche  Eigenthümlichkeit  und  Erweiterung 
gegen  die  bisherigen  Darstellungen. 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  die  Auflösung  der 
ujibestimmteu  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit 


beliebig  vielen  UnbekAnnten«  §.  28  lehrt  das  OrtmdTdi^ 
£ithren  von  Euler  und  §•  30  da«  von  Lagrange.  Dm 
Letztere  ist  jedoch  in  mehrfacher  Hinsicht  verallgemeinertw 
Für  den  allgemeinsten  Fall  von  mehreren  Gleichungen  mit 
mehreren  Unbekannten  ist  in  §.  39  ein  einfaches  und  alle 
Spezialitäten  umfassendes  Verfahren  mitgetheilt 

Der  dritte  Abschnitt  enthält  die  sehr  wichtige  und 
bis  jetzt  nur  unvollständig  bearbeitete  Theorie  der  Un* 
gleich heiten  vom  ersten  Grade,  welche  für  die  unbe- 
stimmte Analytik  wegen  der  Bestimmung  der  Grunzen  det 
Willkürlichen  nach  gegebenen  Bedingungen  von  besonderer 
Bedeutung  ist,  ausserdem  aber,  wie  in  §.  56  ff.  gezeigt  ist^ 
die  Elemente  zur  Auflösung  einer  eigenthfbnlichen  Klasse 
von  Aufgaben  enthält.  Diese  Theorie  ist  in  §.  42  ff.  und 
in  §.  50  ff«  nach  zwei  verschiedenen  Methoden  entwidtelt 

Der  vierte  Abschnitt  enthält  die  Theorie  der  un-* 
endlicEen  periodischen  Eettenbrüche,  wie  sie  aua 
der  Entwickelung  der   quadratischen  IrrationalgrÖMe  you 

der  Form  ^     hervorgehen.    Diese  Lehren  haben  schon 

an  sich  ein  bedeutendes  Interesse;  hier  liefern  sie  aber  nodi 
den  Schlüssel  zu  einem  äusserst  praktischen  und  allge-* 
mein  gültigen  Verfahren  behuf  Auflösung  der  unbe-^ 
stimmten  Gleichungen  vom  zweiten  Grade.  Zu  dem  Ende 
wird    das    der   Entwickelung    der    irrationalen    Grösse 

r*        in  einen  Kettenbruch  zu  Grunde  liegende  Prinzip 

in  §.  87  ff.  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wo  die  Deter- 
minante D  ein  Quadrat  ist,  femer  in  §.93  ff«  auf  den 
Fall,  wo  D  gleich  null  ist,  tmd  endlich  in  §.  94  ff.  auf  den 
Fall,  wo  D  negativ  ist. 

Der  fünfte  Abschnitt  enthält  die  Auflösung  der 
unbestimmten  Gleichungen  vom  zweiten  Grade 
mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen  und  die 
wichtigsten  Betrachtungen  über  quadratische  Formen. 

Die  Auflösungsmethode  der  Gleichungen  von  der  Form 
03^'^ --{^ bay -^ cy*  =^k  in  §.  100  ist  völlig  allgemein  ttnd  von 
dem  Werthe  der  Determinante  gani»  uiiabbäBgig4 
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Dieselbe  nnterficheidet  sich  daher  w^sentlkh  von  daa  Mo«* 
tboden  von  Lagrange  tmd  von  G^auiss.  Dads  dies^ib^ 
zugleich  bedeutend  einfecher  und  viel  leichter  aaszuftihre« 
ist,  besonder»,  wenn  man  die  verschiedenen  Reihen  der 
Werthe  von  x  und  y  innerhalb  gewisser  Gränzen  voll- 
ständig tm,  ermitteln  hat,  dürfte  mit  Evidenz  au(i  den 
zahlreicfaen  Beispiel^i  der  folgenden  Paragraphen  hervor^ 
gehen. 

Für  den  Fall,  wo  die  Determinante  gleich  null  isty 
umschliesst  das  vorstehende  Verfahren  zugleich  die  Auf- 
lörsung  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade, 
was  in  §.114  näher  erläutert  ii^t. 

Da  sich  die  Fälle,  wo  die  Determinante  ein  Quadrat, 
oder  null,  oder  negativ  ist,  zuweilen  leichter  nach  an- 
deren Methoden  behandeln  lassen;  so  sind  die  de^fallsigen 
Regeln  in  §v  121  und  122  besonders  mitgetheilt. 

Die  in  §*  100  entwickelte  Auflösungsmethode  f&r  den 
allgemeineren  Fall,  wo  die  Determinante  positiv  und 
kein  Quadrat,  die  Anzahl  der  Werthe  von  x  und  y  also 
stet»  unendlich  ist,  beruhet  auf  einem  gewissen  Rekur- 
sionsprinzipe.  In'  §.  123  sind  aber  auch  independente 
Formeln  fär  af  und  y  mitgetibeilt. 

Kaeb  §^  124  lässt  sich  die  für  die  Oauss'sche  Theorie 
so  wichtige,  fiit  unsere  Zwecke  aber  weniger  erhebliche 
Tränsformation  und  Reduktion  der  quadratischen 
Formen  mit  mechanischer  Leichtigkeit  ausführen,  auch  die 
Äquivalenz  derselben  ohne  Mühe  konstatiren,  wie  denn 
überhaupt  dieser  Paragraph  die  Elemente  zu  einer  selbst- 
ständigext  Entwickelung  der  Theorie  der  quadratischen  For- 
men darbietet 

§.125  ff.  lehren  die  allgemeinen  quadratischen  Glei- 
chungen mit  zwei  Unbekannten  von  der  Form  ax^-^hxy 
-j-oy»  +  ^-4*^*tai  rekursorisch  auflösen  und  §.  127  gibt 
die  indepen deuten  Formeln  auch  fUr  diese  Gattxmg  von 
Gleichungen* 

Der  sechste  Abschnitt  en&sdt  die  Kongruenz 
der  Zahlen  und  da»  damit  Veinnrandte,  was  den  eigent- 
liebte  Gvgidnttadd  d^  Thec^rie  der  Zahlen  ausmacht, 


iimerhalb  derjenigen  Gränzen,  welche  der  Bestimmniig  den 
Buches  zu  entsprechen  schienen.  Man  vrirä  auch  lii«r 
manches  Neue  und  Eigenthtunliche  ^  namentlich  aber  mög- 
lichste Einfachheit  der  Beweise  und  Entwickelungen  an^ 
treffen. 

Der  siebente  Abschnitt  enthält  die  Auflösung  der 
homogenen  quadratischen  Gleichungen  mit  drei 
Unbekannten  in  ganzen  Zahlen  und  die  der  all- 
gemeinen Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  in 
rationalen  Zahlen. 

Die  Methode  in  §.161  zur  Auflösung  der  Gleichung 
von  der  Form  a?*=6y*-|-c**,  auf  welche  in  §.  172  die  der 
allgemeineren  Gleichung  ax*'\'by^'\-cz*'^dwy-^e<tz^fyz=0 
zurückgeführt  wird,  gründet  sich  auf  das  von  Lagrange 
angegebene  Verfahren  ^  ist  jedoch  bedeutend  einfacher  und 
systematischer  als  das  letztere,  was  in  §•  166  an  einem  auch 
von  Lagrange  berechneten  Beispiele  evident  gemacht  ist. 
In  §.167  ist  das  Auf  lösungsverfahren  in  wissenschaftlicher 
Beziehung  noch  weiter  vervollkommnet,  wenngleich  bei  der 
praktischen  Behandlung  von  dieser  Modifikation  abgesehen 
werden  kann. 

Der  achte  Abschnitt  ist  der  Auflösung- der  homo-* 
genen  quadratischen  Gleichungen  mit  beliebig 
vielen  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen  und  der 
allgemeinen  Gleichungen  mit  beliebig  vielen  Un- 
bekannten in  rationalen  Zahlen  gewidmet. 

Wenngleich  durch  diesen  Abschnitt  das  Problem  nicht 
in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  gelös't  worden  j  so  ist  da- 
durch das  Gebiet  der  unbestimmten  Analytik  doch  erweitert. 
Dies  ist  durch  ganz  elementare,  den  früheren  Methoden 
analoge  Mittel  geschehen,  welche  bei  gehöriger  Ausbildung 
gewiss  geeignet  sein  werden,  zum  Zweck  der  Auflösung 
dieser  Gleichungen  die  äusserst  schwierigen  und  mühsamen 
Gauss'schen  Transformationen  zu  ersetzen,  welche  Letzteren 
trotz  der  Anstrengungen  eines  Gauss,  Seeber,  Eisen« 
stein  U.A.  bis  jetzt  noch  nicht  eininal  zui  vollständigen 
Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  mit  drei  Unbe- 
kannten,   deren  linke  Seite  homogen  iBt,  gfi£ährt  habeny 
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ittifl  w^hie  y  auoh  vreim  *  die  dieses :  2Sel .  ex^ch  einmal  ep- 
reidien  soUten,  £ac  die  prafetiaehe  Anwendung  zu  kompÜHirt 
Ueä>ea  mSchten« 

.  Im  Übrigen  läast  sich  leicht  zeigen ,  dass  sich  das  in 
dieser  Scbrifi;  fast  durehgängig  in  Anwendung  gebrachte 
Entwickelungsprinzip  mittelst  der  Kettenbrüehe  mit  dem 
Gauas'schen  Verfahren  zu  grosser  Vereinfachung  des  Letz- 
teren dergestalt  verbinden  lässt,  dass  die  schwierigen  Trans- 
formationen didr  temären  Formen,  der  Übergang  zu  den 
adjungirten  Formen  und  die  Substitutionen,  welche  ein 
Durchlaufen  ganzer  Reihen  äquivalenter  Formen  zum  Zwecke 
haben,  auf  einfache  Kettenbruchseniwiokelungen  und  mechar 
niscltö  Umgestaltung  der  Formeln  zurückgeführt  werden. 
Die  mUiere  Ausführung  der  desfallsigen  Operationen  ist  in 
gegenwärtiger  Schrift  unterblieben,  weil  sich  dieselbe  hien- 
durch  zu  weit  von  ihrer  nächsten  Bestimmung  entfernt 
hätte,  und  der  höhere  Mathematiker,  welcher  hierauf  ein- 
zugehen beabsichtigen  sollte,  die  desfallsigen  Beziehungen 
leicht  selbst  ermitteln  wird. 

Der  neunte  Abschnitt  enthält  die  endlichen  Ket- 
tenbrüche, die  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
cbungen  vom  ersten  Grade  und  verwandte  Gegenstände, 
welche  in  den  ersten  drei  Abschnitten  imter  der  Voraus- 
setzung reeller  Zahlen  behandelt  worden,  unter  der  allge- 
meinsten Voraussetzung  iLompIcxer  Zahlen. 

Der  Inhalt  dieses  Abschnittes  wird,  wennauch  nicht 
immer  auf  Neuheit^  doch  durchgehends^auf  Eigenthümlich- 
keit  der  Entwickeiung  Anspruch  machen  können,  indem  ich 
die  in  diesem  und  dem  folgenden  Abschnitte  enthaltenen 
Sätze  über  die  komplexen  Zahlen  schon  zu  einer  Zeit  auf- 
gefimden  hatte,  als  mir  die  ersten  Untersuchungen  über 
diesen  Gegenstand  von  Gauss  in  dessen  Theoria  residuarum 
hiquadratic&tvmy  sowie  die  vonLejeune-Dirichlet,  Eisen- 
stein U.A.  in  dem  Crelle'schen  Journale  noch  ganz  unbe- 
kannt waren. 

Die  Entwickelung  eines  rationalen  Bruches  mit  kom- 
plexem Zähler  und  Nenner  in  einen  Kettenbruch  §.  196 
und  die  Beziehungen  zwischen  den  Näherungswerthen 


^mds  «olche&  KjMtabtvuhM  §«  197  ff.  &hxi  «u  whlt  keMk- 
touHwertken  QmetkAetL  Diese  CbietBe  ^werden  aber  beson^ 
ders  durch  ihre  geometrische  BedeutQiig  inteiweant. 
Die  Beziehung  zwischen  <ler  konidexen  ZaUform  mftd  der 
Oeometrie  ist  die  Basis  eiuer  besondereBi  analytischen  B»- 
handbingsweise  der  Geometrie  geworden,  welche  ich  in  einem 
kürzlich  erschienenen  Buche  imter  dem  Namen  Sitnatione- 
kalkui  ausfuhrlich  entwickelt  und  praktisch  verwend- 
bar gemacht  habe«  Die  Prinzipien  des  SituationskalkulB 
spielen  auch  in  den  letzten  beid^i  Abschnitten  der  gegen^ 
wärtigen  Schrift  eine  wichtige  Bolle ,  da  sie  die  bei  rein 
arithmetischer  AufiGassnng  oftmals  hödiist  verwickelten  Oe- 
aetze  durch  geometrische  Darstellung  ungemein  anschanlioli 
machen  und  ausserdem  zeigen ,  wie  sich  die  meistene  ntnr 
auf  stetige  ßrössenbildnngen  aagewendte  Oeometiie  mit 
grossem  Vortheile  auch  zu  Entdeclnmgen  auf  dem  Gebiete 
der  diskreten  ganzen ZeUen  verweiKLen  l&sst,  was  bisher 
gewiss  nur  selten  und  oiine  erheblidien  ErMg  VCMH«^ 
sein  möchte. 

Der  zehnte  Abschnitt  vers^lgemeinert  fth*  kom- 
plexe  Zahlen  diejenigen  Untersuchungen,  welche  den  G^ 
genstand  des  vierten^  bis  achten  Absehnittes  auemachen  luad 
worin  die  Formen  vom  zweiten  Grade  die  Hauptrdfle 
spielen.  Demnach  sind  d^in  die  unendlichen  perio- 
dischen  Kettenbrüche^  die  unbestimmten  quadra* 
tischen  Gleichungen  und  Sie  wichtigsten  Sfttze  der 
Kongruenz  der  Zahlen  in  der  schon  bei  dem  vorher- 
gehenden Abschnitte  bemerkten  ealbststftndigen  Entwicke« 
lungsweise  behandelt  worden. 

Schliesslich  wird  bemerkt ,  data  es  fiir  angemessen  ge« 
halten  ist^  aus  den  ersten  fünf  Abschnitte^  ^  welche  dca 
elementareren  Theil  umfassen  imd  innerhalb  der  gew^hn- 
lidicn  Gräiizen  des  Lehrplans  hökerer  UntemehtBanstalt^n 
liegen^  eine  besondere  und  £ür  sich  verkauf  lidie  Abtheäung 
dieses  Werkes  zu  bilden. 

Braunschweig  im  September  IS&3. 

H«  Seheffler. 
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Grundformen  mit  begränzt  Veränderlichen.  8.  102.  —  §.  53.  Multiplikation 
der  Grundformen  mit  begränzt  Veränderlichen.  8.  102.  —  §.  54.  Division 
der  Grundformen  mit  begränzt  Veränderlichen.  8.  105.  —  §.  55.  Anwen- 
dung der  Gleichungen  mit  begränzt  Veränderlichen  auf  die  Bestimmung 
der  Gränzen  für  die  Willkürlichen  der  unbestimmten  Gleichungen.  8. 109. 
—  §.  56.  Anwendung  der  Gleichungen  mit  begränzt  Veränderlichen  auf 
die  Lösung  verschiedener  anderer  arithmetischen  Aufgaben,  deren  Ele- 
mente zwischen  gegebenen  Gränzen  unbestimmt  gelassen  sind.  8.  115. 


XV 


Tlerter  Absclmitt. 

Unendliche  periodisclie  Kettenbrüche. 

§.  57.  Allgemeine  Bemerkungen  über  unendliche  Kettenbrüchp*  8. 120. 

—  §.  58.  Beduktion.  eines  periodischen  Kettenbruchs.  S.  It^. 

Entwickelung    irrationaler   reeller  Quadratwurzeln    in 

Kettenbrücl^e, 

§.  50.  EntwidEolung  der  Wurzel  einer  quadratischen  Gleichung  in 
einen  Kettenbruch  mit  grössten  Subquotienten  nach  dem  AdditionsprinKipe. 
S.  127.  —  §.  60.  Beispiele.  S.  133.  —  §.  61.  Beziehungen  zwischen  den 
Grössen  Po,  Qu 9  On  und  Nachweis  der  Periodizität  derselben.  S.  137.  — 
§.  62.  Anfang  der  Periode.  S.  142.  —  §.  63.  Schluss  der  Periode.  S.  146. 

—  §.  64.  Symmetrie  der  Periode.  8.  147.  —  §.  65.  Maxima  und  Minima 
in  der  Periode.  8.  151.  —  §.  66.  Entwickelung  der  Grösse  K  in  einen 
Kettenbruch  in  allgemeinen  Zeichen  für  besondere  Fälle.  S.  152.  —  §.  67> 
Beziehungen  zwischen  zwei  Einzel werthen  der  Grössen  P,  0  und  sämmt- 
liehen  in  der  Entwickelungsreihe  vorhergehenden  Grössen  dieser  Art.  8. 156. 

—  §.  68.  Beziehungen  zwischen  den  Grössen  P,  0  und  den  Zählern  und 
Nennern  M,  N  der  Näherungsbrüche.  8.  158.  —  §.  69.  Entwickelang  der 
Grösse  K  in  einen  Kettenbruch  nach  dem  Additionsprinzipe  mit  Quotienten, 
welche  den  rationalen  Theil  der  Grössen  Xq^  j?|,  X^.,.  am  vollständigsten 
erschöpfen.  8.  162.  —  §.  70.  Entwickelung  der  Grösse  iC  in  einen  Ketten- 
bruch nach   dem  Additionsprinzipe  mit  wulkürlichen  Quotienten.   8.  165. 

—  §.  71.  Beziehungen  zwischen  ür=  £5+^  und  —  *=  ^+^r  8. 171. 

—  §.  72.  Einfluss  des  Werthes  von  Po  auf  die  JSntwickelung  von  K.  8. 174, 

—  §.  73.  Kombination  zweier  Entwickelungen  K  und  Ä*,  welche  gleiche 
Perioden  besitzen.  8.  178.  --  §.74.  Bedeutung  der  Formeln  des  §.  68  für 
me  unbestimmten  Gleichungen  vom  zweiten  Grade.  8. 184.  —  §.  75.  Zahlen- 
reihe, welche  im  Stande  ist,  die  bei  der  Entwickelung  der  Quadratwurzel- 
Ausdrucke  in  Kettenbrüche  vorkommenden  Operationen  zu  ersetzen.  8.  188. 

—  §.  76.  Erste  Methode  der  Aufsuchung  aller  Reihen  der  durch  q  theil- 
baren  Zahlen  J  durch  Bestimmung  des  Gliedes  mit  kleinstem  Zeiger  in 
jeder  Beihe.  8.  193.  —  §.  77.  Zweite  und  meistens  einfachere  Methode 
der  Aufsuchung  aller  Reihen  der  durch,  q  tbeiJbaren  Zahlen  J  durch  Be- 
stimmung des  zweiten  Faktors  r.  8.  195.  —  §.  78.  Abkürzung  der  vor- 
stehenden Rechnung  für  sehr  grosse  Werthe  von  q.  8.  198.  —  §.  79.  Ver- 
einfachung für  den  Fall,  dass  Faktoren  der  Zahl  q  bekannt  sind.   8.  201. 

—  §.  80.  FaU,  wo  q  «ine  Primzahl  ist  8.  203.  —  §.  81.  Spezielle  Fälle. 
S.  204.  —  §.  82.  Rekursionsformel  fßr  die  Näherungswerthe  Ein  und  des- 
selben Kettenbruchs,  welche  um  die  Länge  der  Periode  von  einander  ab- 
stehen. 8.  206.  —  §.  83.  Rekursionsformel  für  die  Werthe  von  Ketten- 
brüchen, welche  entstehen,  wenn  zwischen  zwei  bestimmten  Quotienten 
eines  gegebenen  Ket'tenbruchs  Ein  und  dieselbe  Periode  mehrmals  ein- 
geschaltet wird.  8.  209.  *-  §.  84.  Rekursionsformel  für  sämmtliche  Kom- 
binationen sweier  periodischer  Kettenbrücke*  8. 212.  —  §.  85.  Rekuraions- 
formel  fui  die  in  einem  bestimmten  gegenseitigen  Abstände  liegenden 
CHieder  der  soeben  betrachteten  Beihe.  8.  216,  —  §•  86.  Beste  der  Grössen 

M  und  k  8.  220. 


« 

Fall,  wo   die  Determinante   ein   vollkommenes   Quadr 

verschieden  von  null«  ist 


aty 


§.  87.   Entwickelvng  der  Grösse  ir= 


worin  die  Determi- 


nante Dr=a*  ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  in  einen  Kettenbmch.  S.  2?6. 

—  §.  88.  Vielfacliheit  des  Scklnsses  der  vorstehenden  Entwickelnng^.  S.  230. 

—  §.  89.  Bedingungen,  nnter  welchen  swei  Eatwickelnngen  mit  derselben 
quadratischen  Determinante  auf  Ein  und  denselben  Schluss  gebracht  wer- 
den können.  S.  233.  —  §,  90.  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen.  S.  236. 

—  §.  91.  EntWickelung  von  if =J_?^f .  S.  238.  —  §.  92.  Zahlenreüje, 

welche  im  l^nde  ist,  die  bei  der  Entvrickelnng  dar  GhrÖtee  K  mit  qua- 
dmtifteher  Detefminante  vorkoausienden  Operationen  su  eraetaen.   8«  241. 


Fall,  wo   die  Determinante  gleich  null  ist 
§.  93.  Eigenthfimlichkeit  des  Faüe»,  wo  die  Determinante  Ih=stO  ist.  6. 243. 

Fally  wo  die  Determinante  negativ  ist 

§.  94.  Entwickelung .  einer  imaginären  Quadratwurzel  in  einen  Ketten- 
bmch. S.  245.  —  §.  95.  Gesetze  der  Periodizität  der  obigen  Entwickelung^. 
S.  247.  —  §.  90^  Absolutes  Minimum  von  Q  und  Periode  in  kleinsten 
Zahlen.  S.  24^.  —  §.  97.  Entwickelung  der  Grosso  K  mit  Quotienten, 
welche  den  reellen  Tlieil  der  Grössen  Xq,  x^  x^.  , ,  am  vollständigsten 
erschöpfen.  S.  254.  —  §.  98.  Zahlenreihe,  welche  im  Stande  ist,  die  bei 
der  Entwickelung  der  Grösse  K  mit  negativer  Determinante  vorkommenden 
Operationen  zu  ersetaen.  S.  255. 

Entwickelung  der  Wutzel  einer  quadratischen  Gleichung 
in  einen  Kettenbruch  nach  dem  Subtraktionsprinzipe. 

§.  99.  t>ie  wiehtigsten  Formeln  für  diese  Entwickelung.  S.  256.  — 
Nachtrag  zu  §.  72.  8.  258. 


Vftiift^r  Aftftclinfit. 

Auflösung  der  imbestimmten  Gleichungen  vom  zweiten  Grade 
mit  zwei  Unbekannten  in  ganzen  Zahlen. 

Gleichungen,    welche    ausser   dem  bekannten  Gliede   nur 
Glieder  von   zwei  Dimensionen    enthalten. 

§.  100.  Allgemeine  Auflösung  dieser  GHeicfaungen  in  ganzen  Zahien. 
8.  260.  —  §.  101  bis  106.  Beispide  mit  positiver  nicht  quadratischer  De* 
terminaute.  8.  269.  ^  §.  107  bis  113.  Beispiele  mit  quadratischer  De- 
tarminante.  8.  280.  —  §.  114.  Bei^iel  mit  der  Determinante  null.  8.  294. 
— •  §.  115  bis  117.  Beispiele  mit  negativer  Determinante.  8,  299.  —  §.  llg! 
Minima  der  quadratischen  Formen.  S.  305.  —  §.  119.  Reduktion  einer 
quadratischen  Gleichung  auf  eine  andere,  deren  rechte  Seite  den  Wertfi  i 
hat.  S.  309.   — •   §•  120.  Zerlegung  einer  Zahl  in  ihre  Primfaktoren  und 


xysf 

Ermittelung  der  4|aa^ratif  eben  Faktores  einer  Zahl.   &.  91 2.   -^   §.  121« 

Besondere  Auflösung  der  unbestimmten  Grielchungen  Tom  zweiten  Grade, 
wenn  die  Determinante  ein  Quadrat  ist*.  S.  317.  —  §.  122.  Beson- 
dere Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  Tom  zweiten  Grade/ 
wenn  die  Determinante  negativ  ist«  S.  321.  —  §.  123.  Independentc  For- 
meln für  die  Auflösungen  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  zweiten 
Grade  mit  positiver  nicht  quadratischer  Determinante.  S.  323.  —  §.  124. 
Transformation,  Aequivalenz  und  Reduktion  der  quadratischen  For- 
men. 3.  326. 

Allgemeine    Gleichungen    des    zweiten   Grades    mit    zwei 
ÜRbekaanfea,  wenn   die  Determinante  verschieden  von 

null  ist. 

§.  125.  Generelle  Auflösung  dieser  Gleichungen  in  ganzen  Zahlen. 
8.  336.  —  §.  126.  Beispiel  mit  positiver  nicht  quadratischer  Determinante. 
S.  340.  —  §.  127.  Independeate  Formeln  ftr  die  Auflösungen  der  vor- 
stehenden Gleichungen  mit  positiver  nicht  quadratischer  Determinante. 
S.  350.  —  §.  128.  Besondere  Behandlung  des  Falles^  wo  die  Determinante 
ein  Quadrat,  verschieden  von  null,  ist  S.  351.  —  §.  129.  Besondere  Be- 
handlung des  Falles,  wo  die  Determinante  negativ  ist.  S.  354. 

Allgemeine  Gleichungen   des   zweiten  Grades  mit  zwei  Un- 
bekannteU;   wenn  die  Determinante  gleich  null  ist. 

§.  130.  Auflösung  der  einfachsten  Fälle  mit  der  Determinante  null. 
S.  355.  —  §.  131.  Auflösung  des  allgemeinen  Falles  mit  der  Determinante 
null.  S.  357.  —  §.  132.  Fall,  wo  das  Glied  in  xy  fehtt.  S.  361,  —  §.  133, 
Fall,  wo  «a-|-M=o  ist.  8.  362.  —  §.  184.  Bemerkungen  behuf  thun- 
licfaster  Vereinfaclliung  der  zur  Auflösung  einer  quadratischen  Gleichung 
mit  zwei  Unbekannten  dienenden  l^echnung.  8.  363, 


9eeli0ter  AMclmUt« 

Die  Kongruenz  der  Zahlen. 

§.  135.  CJmndbegriffe  und  Grundformeln  der  Kongruenz  der  Zahlen, 
8.  367.  —  §.  136.  Die  Beste  der  sukzessiven  Vielfachen  einer  gegebenen 
Zahl.  8.  373.  —  §.  137.  Kongruenzen  vom  ersten  Grade  mit  Einer  Un- 
bekannten. 8.  377.  —  §.  138.  Zahlen,  welche  in  einer  gegebenen  enthalten 
sind;  welche  relativ  prim  zu  ihr  sind;  und  welche  ein  gemeinschaftliches 
Maass  mit  ihr  besitzen.  8.  380.  —  §.  139.  Der  Fermatsche  Lehrsatz.  8.384. 
—  §.  140.  Verallgemeinerung  des  Fermatsohen  Lehrsatzes  für  den  Fall, 
dass  der  Model  keine  Primzahl  ist.  8.  386.  —  §.  141.  Anwendung  des  ver- 
allgemeinerten Fermatschen  Lehrsatzes  auf  die  Lösung  der  unbestimmten 
Gleichungen  vom  ersten  Grade.  8.  386.  —  §.  142.  Die  lieste  der  sukzes- 
siven Potenzen  einer  gegebenen  Zahl.  8.  388.  —  §.  143.  Fernerweite  Ge- 
setze der  Beste  der  sukzessiven  Potenzen  einer  Zahl,  und  deien  Bezie- 
hung zu  den  periodischen  Dezimalbrüchen.  8.  394.  —  §.  144.  Der  Wil- 
sonsche  Lehrsatz.  8.  399.  —  §.  145-  Verallgemeinerung  der  früheren  8ätze 
für  den  Fall,  dass  der  Model  keine  Primzahl  ist.  8.  401.  —  §.  146.  All- 
gemeine 8ätze  über  die  Kongruenzen  höherer  Grade.  8.  404.  —  §.  147. 
Die  quadratischen  Beste  und  die  Grundbedingung  ihrer  Existenz,  wenn 
der  Model  eine  Primzahl  ist.  8.  410.  —  §.  148.  Das  Beziprozitätsgesetz, 
8.  413.  —   §.  149.  GaTUs's  Fundamentahsats  für  die  Theorie  der  quadra- 


rai 

Aen  Beste.  B.  434.  —  §.  ISO.  THe  quadratischen  Reste  nach  ei 
letzten  Modeln.  8.  428.  —  §.  IJfl.  BerSckiiobtigiiiig'  der  Faktoren  eines 
idrstischen  Bestes.  8.  436.  —  §.  152.  Auflösung  der  qnadratiachen  Kon- 
lenzen.  —  Anzahl  der  Wnrzeln.  8.  441.  —  f.  153.  Linearo  Form  der 
mfaktoren  von  D—x*.  S.  451.  —  $.  154.  Eigenschaften  der  Zahlen 
1  der  Form  i* —  By*  nnd  deren  Faktoren.  8.  458.  —  6.  153.  Linear© 
rm  der  dnrch  quadratisehe  Formen  dargestellten  Primzahlen.  S.  465.  — 
156.  Anwendung  der  vorstehenden  B'Mxe  anf  die  einfachsten  ^adra- 
:hen  nnd  linearen  Formen  der  Primzahlen.  8.  470.  ~  §.  157.  Die  bi- 
mischen  Kongmeczen  tollerer  Grade  von  der  Form  X'  ^  i.  ^  Primi- 
e  Wurzeln  dieser  Kongruenzen.  S.  472.  —  g,  158.  Die  Indizes  dar 
lilen.  S.  476.  —  §.  139.  Auflösung  der  binomischen  Konerawuen.  Hiit 
Ife  der  Indizes.  S.  478. 


8l«bemt«r  AbMhsHt. 

iflÖBung  1)  der  homogenen  Gleiclmngen  vom  zweiten  Grade 

,t   drei  Unbekannten  sowol  in  ganzen,  wie  in  rationalen 

ihlcn  und   2)   der   allgemeinen  Gleichungen  vom  zweiten 

Grade  mit  zwei  Unbekannten  in  rationJolen  Zablen. 

Zahlen. 

§.  160,  Auflösung  der  einfachsten  Gleichungen  dieser  Art.  8,  483.  — 
l«l.  Auflösung  der  Gleichung:  3;»—  6y»=«».  S.  487.  —  §.  162.  Ansah! 

nach  vorigen  Paragraphen  anszufuhreuden  TransformaUonen.  8.  495, 
§.  163.  Kennzeichen  der  Lösbarkeit  der  Qleichnog  x'^by^-^cz.*.  S.497. 

§.  164  bis  16«.  Beispiele.  8.  505.  —  §.  167.  Verallgemeinerang  der 
flösungsmethode  des  §,  161,  so  dasa  darunter  auch  die  Behandlung  der 
lichnngen  dos  §.  160  begriffen  ist.  8.  513,  ~  §.  ISB.  Auflösung  der 
lichung  flj^— fty«=ci«.  8.  615.  —  §.  160.  Beispiel.  8.  516.  —  §,  170. 
flösnng  der  Gleichung  aa^  — 26i:y  — cy'=*i*.  S.  518.  —  §.  171.  Spe- 
Ue  Fälle  der  vorstehend  behandelten  Gleichong.  8-  519.  —  §.  172.  Auf- 
nng  der  allgemeinsten  Form  der  homogenen  Gleichang  mit  drei  Un- 
cannten.  S.  5'iO.  —  §.  173.  Spezielle  Fälle  der  vorstehend  behandelten 
licbnng.  8.  522.  —  §.  174.  Besondere  Auflösung  einer  homogenen  fflei- 
ing,  in  welcher  Eine  Unbekannte  nur  auf  erster  Potenz  vorkommt.  8. 524. 

Homogene   Gleichungen   in   rationalen   Zahlen. 
§.  173.  AuflösnngBverfahren.  8.  525. 


§.  176.  Auflüsnngsverfahren.  8.  525. 


XTX 


Aflgeioeiiie  CHEeiolituigeii  vom  cwelien  Cfvade  mit  drei  tmd 

mekr  UnbekMiiiten. 

Homog^ene  Gleichnn^en  mit  vier  Unbekannten  in  Jansen 

Salile». 

§,  177.  AiUl^nng  der  Oleic^nngr  a'o?*— ß*ySaB€e»+<^»  ^^  weUher 
zwei  OUedev  die  Di£fe*^ia  zweier  Quadrate  bilden.  8.  527.  —  §.  178.  Be^ 
bandlua^  der  Gleicbang  ax^-j-öy^+cz^+di^^^O.  8.  5»  —  §.  17»  bi« 
IS%  Beispiele.  8.  537.  --  §.  183.  Behandlung*  der  allgemeinaten  Form  der 
homogenen  Gleiehupg  mit  einer  Unbekannten.  1^.  544.  -^  §.  184.  8pe«ieUe 
FfiJl^  der  YQrftebend  beli#n4el1ien  C^leiohnng,  8.  545. 

Homogene  Oleichnngen  mit  beHebig  vielen  Unbekannten 

in*  ganzen  Zahlen. 

§.  185.  Behandlung  dereelben  b^nf  Eysftd«ng  einer  AnMgang,  8.5M. 
•^  §.  IM.  Beispiel.  8.  552. 

Allgem^in^  Gleichungen  mit  drei  oder  mehr  Unbekannten  in 

rationalen  Zahlen. 

§.  187.  Behandlung  derselben  behuf  Erzielung  der  Auflösung.  8.  554. 


Komplexe  Zahlen  und  die  diir£i.us  gebildeten  Kettenbrüche 
und  unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade. 

§.188.  Grundbegriffe  über  die  koniplexen  Zahlen.  —  Vollkommene 
Primzahlen.  8.  555.  —  §.  189.  Beziehungen  zwischen  der  Norm  der  Fak- 
toren und  des  daxa^us  entstehenden  Produktes,  so  wie  zwischen  der  Norm 
des  Divide  nds  und  Divisors  und  des  daraus  entstehenden  Quotienten. 
8.  558.  — ^§.  190.  Sub-  und  8ty)erquotienten.  —  Koste.  —  Absolut  kleinste 
Koste.  8.''560.  —  §.  191.  Aufsucnung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Maasses  zweier  Zahlen.  8.  563.  —  §.  192.  Jede  Zahl  ist  nur  durch  ihre 
vollkommenen  Primfaktoren  und  durch  Produkte  daraus  Ijheilbar.  8.  5S5. 
—  §.  193.  Beziehungen  zwischen  ^en  Theilen  der  Faktoren  und  den 
Theilen  des  daraus  gebildeten  Produkts.  8.  566.  —  §.  194.  Charakteristische 
Merkmale  der  vollkommenen  Primzahlen.  8.  570.  —  §.  193.  Praktisches 
Verfahren  behuf  Zerlegung  einer  Zahl  in  ihre  vollkommenen  Primfaktoren. 
8.  574.  —  §.  196.  Kettenbrtiche  mit  komplexen  Quotienten  und  Entwicke- 
lung  eines  komplexen  Bruches  in  einen  Keftenbruch.  8.  576.  —  §.  197. 
Werthverhältniss  der  Kliherungsbrüche  einer  Kettenbruchsentwickelung  mit 
abso  lut  kleinsten  Resten.  8.  578.  —  §.  198.  Vervollständigung  der  Gesetze 
des  vorhergehenden  Paragraphen  für  den  1^11,  dass  Quotienten  von  der 
Form  (  +  i+t)  vorkominen.  —  Geometrisches  Bild  einer  Kettenbruchs- 
entwickiäung  in  komplexen  Zahlen.  8.  583.  —  §.  199.  Auflösung  der  un- 
bestimmten Gleichungen  vom  ersten  Grade  in  komplexen  Zahlen.  8.  598. 


unendliche  Eettenbrüohe,   unbestimmte  Gleichimgeii   vom 
zweiten  Grade  und  Grundlehren    der  Kongruenz  in  kom- 
plexen Zahlen. 

§.  200.  Entwickelang  der  komplexen  Wonel  einer  quadratiflchen 
Gleichung  in  einen  Kettenbmch.  B,  Q02.  —  §.  201.  Periodizität  und 
sonstige  wichtige  Eigenschaften  der  vorstehenden  Kettenbruchsentwicke- 
lung.  —  Minimnm  von  P  und  0.  S.  613.  —  §.  202.  Auflösung  der  un- 
bestimmten Gleichungen  vom  zweiten'  Grade  mit  zwei  Unbekannten  ^  in 
komplexen  ganzen  Zahlen,  wenn  die  linke  Seite  eine  homogene  Form  ist. 

—  Aufsuchung  der  durch  q  theilbaren  Zahlen  von  der  Form  D—p^.  S.  020. 

—  §.  203.  Beispiel  mit  nicht  quadratischer  Determinante.  8.  027.  —  §.  204. 
Beispiel  mit  nicht  quadratischer  Determinante.  S.  629.  —  §.  20«l.  Fall,  wo 
die  Determinante  ein  Quadrat  ist  S.  631.  —  §.  200.  Auflösung  der  all- 
gemeinen Gleichungen  vom  zweiten  Grade  mit  zwei  und  mehr  Unbe- 
kannten in  ganzen,  resp.  rationalen  Zahlen.  8.  633.  —  §.  207.  Die  Grund- 
formehi  der  Kongruenz  komplexer  Zahlen.  8.  634.  —  §.  208.  Der  Fer^ 
matsche  Lehrsatz  für  komplexe  Zahlen.  8.  643.  —  §.  209.  Femerweite 
Beziehungen  zwischen  den  Besten  der  Potenzen  und  der  Vielfachen  einer 
komplexen  ZahL  8.  645.  —  §.  210.  Der  Wilsonsche  Lehrsatz  für  komplexe 
Zahlen.  8.  649.  -^  §.  211.  Kongruenzen  höherer  Grade.  —  Quadratische 
Beste.  8.  651.  —  §.  212.  Zurückführung  der  komplexen  Beste  auf  reelle. 
8.  653.  —  §.  213.  Das  Beziprozitätsgesetz  für  komplexe  Zahlen.  8.  659.  — 
§.  214.  Der  Fundamentalsatz  für  die  Theorie  der  quadratischen  Beste 
für  komplexe  Zahlen.  8.  665.  —  §.  215.  Die  quadratischen  Beste  nach 
zusammengesetzten  Modeln.  8.  668.  —  §.  216.  Ausdehnung  der  übrigen 
Gesetze  des  sechsten  Abschnittes  auf  die  komplexen  Zahlen.  8.  673. 


Druckfehler. 

8eite    17  Zeile    3  von  oben  statt  N«  lies  N 
»681)10})        f)        ))bn6 
D      96      „     13    »    .    »        „    240t£7,  Hes  240,w 
n     HO       ff     13     D         n         n     V)^  lies  W^ 

n    158      9)      7    ))        n      hinter  dem  Worte  bestätigt   lies:     Jede 

zweigliederige  Periode  ist   also  auch 
symmetrisch 
»    206      ff      9    ))        ff      statt  155  lies  150 
ff    231      ff     13  von  unten  statt  Oo  lies  On 
ff    238      ff     13  von  oben  statt  Fluss  lies  8chlus8 
ff     260       ff      7  von  unten  statt  +1,  lies  +1) 
ff    316      ff      5  von  oben  statt  negativ  lies  relativ 
ff    345      ff      2  und  3  von  unten  statt  eingliederige  lies  viergUederige 
ff     350      ff      3  von  unten  statt  Ä«-*,  Ä«-*,  Ä«-«  lies  Ä«-«,  Ä^™-*,  i?«-« 
ff    359      ff     15  von  unten  statt  der  lies  die 
ff     384      ff      5  von  unten  statt  2a  lies  3a 
ff    566      ff      2  von  oben  statt  p=:gi  lies  P'-\^qi 
ff    576      ff     11  von  unten  statt  bi  lies  6t 
ff    622      ff     14  von  unten  statt  2q  lies  7{q 


Erster  Aktcluüti 

Endliche  ILettonbrttclie. 


$.  1.    Atigemeine  MBegHffe. 

Nennen  wir  den   zweigliederigen  Ausdruck  a^j^-r,   dessen 

zweites  Glied  in  Form  eines  Bruches  dargestellt  ist,  eine  ge- 
mischte Zahl  und  c  den  Nenner  derselben;  so  entsteht  ein 
Kettenbruch  oder  kontinuirliclfer  Bruch  dadurch,  dass 
man  den  Nenner  einer  gemischten  Zahl  wiederum  als  gemischte 
Zahl  ersobeinea  lässt  und  dasselbe  Bildungsgeselz  beliebig  viel 
Mal  imaier  auf  d^n  Nenner  der  zuletzt  entstehenden  gemischten 
Zahl  in  Anwendung  bringt.  Ein  Kettenbruch  hat  also  die  all- 
gemeine Form 


«±r 


g  +  «tc. 

Bricht  die8e$  BHdungsgesetz  nach  einer  endlichen  Menge 
von  Wiederholungen  ab,  so  entsteht  ein  endlicher,  im  ent- 
gegengesetzten Falle  ein  unendlicher  Kettenbruch.  Wir  haben 
es  in  diesem  Abschnitte  nur  mit  den  ersteren  zu  thun. 

Die  Zahlen  a,c,e,g,,,  heissen  die  Quotienten  desK^t- 
leabruch$u 

Wir  werden  in  dieser  Schrift  nur  solche  Kettenbrücbe  be-* 
trachten,  in  welchen  die  Zähler  b,d,f,.,  sämratlich  =  1  und 
die  Quotienten  a,c,e,g,,.  sämmtlich  ganze  Zahlen  sind. 

Wenn  alle  Quotienten  positiv  und  mit  Ausnahme  deft 
ersten  a,  welcher  auch  =  0  sein  kann,  >>  0  sind,  und  wenn  aus- 
serdem aie  beiden  Tbeile  aller  Neiuier  nur  durch  Ad^ili^n  rttf* 
btinden  rind;  so  ergibt  sich  ein  gewöhnlicher  oder  gemeiner 

Seheffler^l  «nbettiiaiDte  Analytik.  1 


ErtUr  AUdtmit.    EnüUhe  Kettenbrüdke. 


■dt  welchem  wir  ans  zunächst  beschäftigen  wollen. 
geichen  in  der  F<Nrni 

«1+1 


«,+1 


a^  +  etc. 
cathallcnen  Kettenbmch  werden  wir  kurz  mit 


Hiemach  ist  z.  B. 

3  +  1  =    [3,  5,  7]     ,    1 


=    [0,  5,7] 


5+J_  3+2_ 

7  7 

Der  Erfinder  der  Kettenbrüche  soll  Brounker  sein. 

f.  2.    Mt^MMMt  eilte«  Mettemkruch9  «mf  timem  gemtim^m 

Mrmeh  n#ft  wmten  mmtk  mhtm* 


1 


Der   Werth    eines    jeden     Keltenbrucbs    von    der    Form 


Cj  -["1 ist  >0  und  <^1,  indem  offenbar  der  Werth  x 

«TT  etc.  1 

von  flj  + 1 ]>  1,  also  der  fragliche  Keitenbroch  — -j- — 

a^  +  etc.  *    ' 

r>.0  und  <^  1  ist.     Nur  wenn  «He  späteren  Quotienten  von  a^ 

an  nicht  vorhanden   und  a^  &=  1  wäre,   würde  der  gegeboiie 

l  . 

Kettenbruch  —  =1  sein ,   ein   Fall ,   der  übrigens  nicht  leicht 


a 


1 


vorkommen  kann,    weil   der  Kettenbruch  (^A--T-\n  der  Form 

1 


aQ  =  i  enthalten  ist. 


Hieraus  folgt,   dass  der  Werth  eines  Kettenbrnchs  von  der 
Form   «o+i >«o  «»d  <«o+l 

«1+1 


«2  -|-etc. 
ist.     Demnach    nennt    man    den    obersten    Quotienten  a^    die 
Ganzen  des  Kettenbruchs» 

Die  Verwandlung  eines  Kettenbruchs  in  einen  gemei- 
nen Bruch  oder  die  Reduktion  eines  Kettenbruchs  beruhet 
auf  der  wiederholten  Anwendung  der  Formel 

+      h                ÜC  — T—  h 
_.— ! — ^    Lässt  man  die  Reduction   von    unten   nach 
c            c 

1  b 

oben  fortsdireiten^  so  hat  man   noch   die  Formel  s»  — 

a  a 

T 


§.  3.  Sethtkwn  eine»  Siü&nbrwJu  durch  Hekursion.         3 

'«b#tdbsehid  mit  der  vorgehenden  avzawenden,   uades  ergibt 
sich  x.  B.  för  den  Kettenbrach  Jif  =  3  4*  ]_ folgende 

5  +  1 ■ 

7 
Rechnung:    2+^  =  y  also  Jir=3  +  1  =3+J. 


5+1  5+7^ 

15  15 

7 

femer     5  +  ^»||    riso  Jif=  3 +^  « 3 +1| 

15 

endlich    3  +  -g^"  =  gg^  =  * 

$.  3.    Meduktimt  eirne»  Metienhrueh»  vn  9kem  nueh  mUen 
äur0h  Heinirsltii.  ^  BfäherumgMArüehe* 

I.  Bequemer  und  fruchtbarer  für  spätere  Untersuchungen, 
auch  anwendbar  auf  die  unendfa'chen  Keltenforüche,  ist  da&  Re- 
duktionsverfahren, welches  von  oben  nach  unten  fortschreitet. 
4)er  Gesammtwertb  des  Kettenbrucbs  [a^,  üi,  a2  .  .  .  a-r  ] 
sei  =  üf.  Denken  wir  uns  denselben  nach  und  nach  erst  un- 
ridittelbar  hinter  dem  Quotienten  a^;  dann  hinter  a^  ,  dann^ 
hinter  »2  u.  s.  w.  abgebrochen;  so  sei 

endlich  Kr  =  [oq,  a^,  ^2  '  -  •  ^r  ]  =  -^* 

Nachdem  die  Werthe  von  Kq,  Ki^  K2  -  .  »  Kr  durch  das 
sofort  zu  beschreibende  Verfahren  als  gemeioe  Brüche  darge- 
stellt sein  werden ,  seien  resp.  M^,  Mi,  M^  ,  .  .  M,,.  deren 
ZShler  und  iV^,  JV^,  iV^  .  .  .  iV,  deren  Nenner,  indem  wir  den 
letzten  Zähler  Mt  anch  =  M  und  den  letzten  Nenner  Nr  auch 
»=  N  setzen,  so  dass  man  hat 

^^  ~  iVo  '  ^  ""  JVi  •  •  •  ^'  ~  .JV,  ~  ^  ~  iv- 

Ausserdem  werde  der  Werth  der  hinter  irgend  einem  Quo- 
tienten ffn  folgenden  Grösse,  welche  selbst  ein  Kettenbruch  von 
der  Form  1  ist,    mit    xi,    bezeichnet 

Än  +  l  +  1 


önH-»+  etc. 
Für  n  =  r  hat  man  Xt  «=  0.     Zwei  benachbarte  Werthe  von  x 

stehen  in  der  Bemehoog   ar«  = j . 

V 


Mt^Sittr  J§99CmtUfi»     MBt$&tUm0  JttflRNIVfWfite. 


HkniMh  kan  4cr  Werlh  ym  K  im  totfmia 
cebradit  WetileB 


Q.S.W. 


«1+^1 


«1+1 


«1  +  1 


a,+  l 


II.  Es  ist  klar,  dass  wenn  man  den  Werth  von  /f.  tnÜ  HQl 
der  Qootieoten  A^»  tf|  .  .  .  n.  dargestellt  hat,  man  sofort  den 
Werth  ¥OD  K  erhdlt,  wenn  man  darin  für  o.  den  Werth  o«  +  dr. 
setzt,  aocfa  dass  wenn  man  den  Werth  von  K  mit  Hülfe  der 
(jaolienlen  Ho'  «i  •  •  •  «•  und  der  Grösse  t^  dargestellt  hat, 
man  daraas  den  Werth  von  K^  erhält,  wenn  man  xr.  =>&  0  aetzt, 
endlich  dass  man  ans  dem  letzteren  Werlhe  von  K  einen 
neoen   Werth    für    dieselbe  Grösse    erhält;    wenn    man    darin 

jr.  = ^1 setzt. 

Non  hat  man  znvörderst  JSC  =  a^  -}"  ^o  *  ^^^^  für  ar^  s=  0 


Et,^=ßn  dw  i. 


iVo  1 


',  folglich  Jfo  ^M  #^  uM  iV^  =  1 ,  mit- 


k^A   IT  —  ^    I    1  •  ^o 

Ferner  hat  mao,  veno  io  dem  Utztovea  WwUm  von.  M 
x^  = i ircsetzt  wird, 

alio  für  «,  -0  jr, «-  ^  «  ^^r^'  '••«"'*  ^i**"»!  ^«H-* 

and  lf,^a,No,  milhin  Ä" «  ^^  t  j^^'  • 

Femer  hat   man,  wenn  in  dem  letxtörQn  Werlbe   v«n    M 
1 

-  gesetzt  wird« 


«4  4- ^4 

*.  4- 
K= 


M. 


N,+ 


<»«  4~  ^a  ^  *8-^t  4*  ^»  "^  ^< ^« 

iVp        «2  iv.  4- ^0  +  ^.  «j  ' 


also  fnr  or« 


«2  +  ^2 


«     ^*  =  JV 


g>  ^1  4-  -^^0 


folglich 

■af,4-jf.iF. 


Jirj=ajJf,  4-Jlfo  und  iVj^fljiV,  +iVo»  «lim  f»fe*TTl'    > 

Aj-l-iViar, 


III.  Atts  diesen  Entwickelaii|[en  enttiebiiieB  wir  das  all- 
gemeine Gesetz^  wonach  sich  irgend  ein  späterer  Zähler  Mn 
und  Nenner  Nu  aus  dem  Quotienten  Ho  und  den  beiden  zu- 
nächst vorhergehenden  Zählern  Jlfn.i ,  üfn-s  und  Nennern  iVn.i, 
iVa.!  durch  die  Formeln 

Ulden  lässt,  und  wonach  auch 

0\        ir  _^  -"n  "f"  -'"n-l  ^n 
Nn  -f-  Nn-l  Xn 

ist,  und  beweisen  dasselbe  folgendermaassen. 

Angenommen»  Tür  irgend  einen  Zeiger  oder  Index  n  sei 
die  Richtigkeit  dieses  Gesetzes  dargelhan,  man  habe  al^o 

I        ji  5Ä= -- — — j- .     Setzt  man  hierin  Xn  = i ;     so 

kommt  nach  gehöriger  Reduktion  K=  °^^  ]v°  j  at""^ "T  Ar'  °~' 
also   fiir  ÄTn+i  =  0        An-j-i  s= —jTf — \ — jTz — ,     mithm 

«n+l  iVn    -j-    IS a-l 

und     Ä  =  -jTT-^^ — — jTT — =^  . 

I  Wenn  also  das  obige  Gesetz  für  den  Zeiger  n  gilt;  so  gilt 

e^  auch  für  den  Zeiger  n  -f- 1.     Da   dasselbe  aber  vorhin  für, 
n  =  2  nachgewiesen  ist;  so  hat  es  «ine  allgemeine  Gültigkeit. 

IV.  Die  vorstehenden  Formeln,  na€h  welchen  man  aus 
zwei  benachbarten  Werthen  Kn^t  und  Kn.t  und  dem  Quotienten 
ün  den  nächstfolgenden  Wertb  £o  bereclmen  kann,  sind  Re- 
knrsionsformeln,  und  können  unbedingt  vom  Zeiger  n  =  2 

I  an  in  Anwendung  gebracht  werden.  Da  man  aber  die  Grös- 
sen von  den  vorgehenden  Zeigern  0  und  i  in  folgende 
Formen 

Jlfo  =  «o  =  «o.l  +0       2Vo  =  1*00.0  +  1 
M,^  «1*0 +  1       ^i=*ÄiJVo  =  «iiVo-f  0 

bringen  kann;  so  leuchtet  ein,  dass  das  obige  Gesetz  ^og^r 
schon  von  dem  Zeiger  n  =  0  an  gültig  ist,  wenn  man  des 
Systeqis  wegen  Grössen  von  den  Zeigern  ^^  1  und  —  2  fiiigirt, 
für  welche 

Jlf.,  =0  iV.,  =  1 

M^  =  l  N.i=0 

ist.    Alsdann  hat  man 

üo=  öo  Jtf-i  +  -M.«  Nfi  =  a«  iV.i  +  iV.» 

Mi  =  öl  jifo  4-  ^-i        ^i  =  öi  iVo  4"  ^"i 

Mt  =  ö,  Jlfi    +  JTo  üt  =  fl.  Ni   +  N, 


A  =  •»  JF?     -*-  Jf  1  iV,  a=r  «,    !¥•    -4-  Ä'i 


J^  =  «.  JF»-!-^  -IL*  >.  =  «.  -V^-i  -h  ^»-J 


• 


T.    Hienack  kaoo  aan  die  Bcrechnang  der  TorslAeodeD 
stets  Kkr  fcgyif  aadi  foigeiideM 


Ji 

«. 

JF, 

a; 

2 

0 

1 

— 1 

I 

0 

6 

«» 

•%    Jf-i  "T"  J"— s 

«►  Xi  -r  *^-i 

1 

«t 

•i  *  +  JLi 

«.  a;  +.y_. 

2 

«s 

#,  A   -^Jf, 

•*  iV|  -f-^"^» 

4 

«J 

«t  Jfs  4-*» 

«f  A^j  4--'^'i 

<•  hM  MU  I.  B.  fir  d«  Kettcpbncfc  ^3.  t.  5.  I.  4.  7] 

«       m,  Jf.  .V. 

—2  •  I 

—1  l  « 

•        3  3  1 

12  I  2       .       r       ir        »»«» 

2  5  3»  II     ***"*  =  *^s=^4 

3  I  43  13 

4  4  2lH  63 
3        T  täil  454 


Fär 

iit.  hat 

0,  t.  3,  I,  4, 


amam    Jinclfc«  Bcchaaag.     Z.  B.   fir 


'« 


Jf.  -\. 

2  0  1 

1  1  0 

0        0  0  1 

12  I  2     _.       „       ,        209 


2  5  5  11 

3  1  6  13 

4  4  29  63 

5  7  209  454 


•Uo  jr=ff. 


S,  4.  BezfMumg  zwischen  den  Näherufigshrüchen.  7 

VI.  Dte  Grüssen  JLj,  if_i,  Äo,  *i  .  .  iG-i,  deren  Zähler 
und  Nenner  soeben  bestimmt  sind,  beissen  aus  einem  weiter 
unten  nachzuweisenden  Grunde  die  Näherungswerthe  oder 
Näberungsbriicbe  des  gegebenen  Ketten brncbs.  Man  er- 
kennt ans  den  Gleichungen  (1),  dass  Vom  Zeiger  0  an  jeder 
spätere  ZäUer  oder  Nenner  eines  Näherungsbruches  grösser  ist, 
als  der  vorhergehende. 

Vir.  Aus  denselben  Gleichungen  ergibt  sich  auch  sofort 
folgende  Formel  zur  Bestimmung  der  Quotienten  durch  die 
Zähler  oder  Nenner  der  Näherungsbrüche 

^^   ""^-—lä-,  iv„.. 

$.  4.    AeiVieltaMf  «trfoeJke«  den  MSMem  WM!  jW^mmtk  «tveier 

henncKkurter  HfäkeruHgattüehe. 

Aus  den  im  vorstebenden  Paragraphen  entwickelten  alige- 
meinen Beziehungen  und  den  Wertheti  M.t  =  0,  iVLi  =  1, 
JM_i  ==  1,  N.i  =  0,  Jfo  =  «0,  JVo  =  1  folgt 

Jlf-tJV..— Jlf_,iV_i  =  l.l  — 0.0=1=(-1)-* 

jif,  JV.1  —M.i  jv,  =  «,.0 — r.  1  =  - 1  =  (- 1)-' 

Mi  JV,  —  M,Ni=  (oi  Jtfo  -h  M.,)  No  —  Mo  («j JV,  +  iV..) 

=  —  (J^f,^.»  -  itfi,  iVo)  =  _  (_  1)  =  1  =  (- 1)0 

Mt  Ni  —  'Mi  Nt  =  («.  Ml  +  JM»)  iV,  —  MtiatNiA-  iV,) 
=  -  {MiNo  -  MoNO  =  -  1  =  (_  1)« 

Hieraus  abstrahiren  wir  das  allgemeine  Gesetz 

1)  M.  iVo..  -  Jtf..,  Nn  ==  (-  I)-' 

Denn  angenommen,  diese  Beziehung  sei  richtig  Tür  einen 
l^ewissen  Werth  von  ny  so  hat  man 

=  ^  (ilfaiV,.!  -  Jfn.i  Nn)  =  -  ("  l)""*  =  (-1)". 

Das  fragliche  Gesetz  gilt  also  alsdann  auch  für  n  -f-  1 . 
Nun  ist  seine  Richtigkeit  bereits  für  n  =3  — 1,0,  1,2  nachge- 
wiesen; dasselbe  ist  also  allgemein  gültig. 

Statt  MnNn^i  —  Mn^iNn  ==  (—  1)"-*  kann  man  auch  schreiben 

2)  JMn-i  Nn  —  Mn  iVn-i  =  (—  1)"    und  auch 

3)  Jlf,/V„+i-Jlf„+iJV„  =  (^l)»+* 

Der  absolute  Werth  der  Grössen  auf  der  linken  Seite  dieser 
Gleichungen  ist  also  stets  =  1 .  Derselbe  wechselt  regelmässig 
das  Zeichen,  wenn  der  Index  n  um  Eine  Einheit  wächst.  Der 
Exponent  von  —  1  auf  der  rechten  Seite  ist  stets  gleich  dem 
Zeiger  des  Nenners. iV  in  dem  additiven.  Gliede  auf  der 
linken  Seite. 


Kmer  AiadmiU.     En^idw  KMmirtehe. 
%  5.     yr-T--  MW«  jr«HMr  «te«a  JVUcrMMfvtnMIIea  «Mtf 

Dean  da  Jf.  JV._i  —  Jf._i  ^.  =  ±  1  ist ;  so  kSnnen  twei  Zab- 
i  wie  Jf,  upil  Ä„  welche  Zflhier  and  Nenner  Ein  nnd  des- 
tea  Näbernngst>rnches  K,  sind,  ausser  1  kein  ^meinscbefl- 
bes  Maas»  besiUen,  indem  ja  sonst  die  linke  Seile  dieser 
etcfanng,  folglich  auch  die  rechte  Seile  ^l  durch  jenes  Haass 
EÜfaar  sein  mtesle,  was  asmöglich  ist. 

Deawadi  ergeben  sich  alle  Näkerangsbrücke  and  aocfa  der 
izte  K„  welcher  den  Gesammtverlfa  des  Kettenbnichs  K  dar- 
•IlL,  dnrch  das  Verfahren  in  §.  3  slels  in  der  kürzesten  Form. 

j.  6.      VrcrUeerMltMiM  mtUehe»  dam  MäMerrnnfuhrÜchMi. 

1.  Don^DlvisfOB  derGleichang  M„^iN^~Vtff,  +  i=(—i]* 
H   JV.JV.+i  ergibt  sich 

Da  die  Werthe  von  iV^  and  N^^i  mit  dem  Zeiger  n  wach- 
■d;  so  folgt,  dasB  der  absolute  Werth  der  Differenz  zwischen 
vei  benachbarten  NähernngsbrUcben  K^+i  und  K,  ininier  klei- 
er wird,  je  mehr  n  zunimntl,  und  zwar  ist  der  absolute  Be- 
ag  dieser  Differenz  stets  ein  Brach,  dessen  ZäbW  1  und  dessen 
enner  das  Produkt  A'siV„4i  aus  den  Nennern  jener  beiden 
»herongsbrucbe  ist. 

Das  Zeichen  dieser  Differenz  wechselt  regelmässig  zwiscbcu 
-  and  — ,  und  es  ist  klar,  dass  ein  Naberungsbruch  Ä.+i 
rösser  oder  kleiner,  als  der  vorhergehende  jr„  ist,  je 
Acbdem  sein  Zeiger  ,+i  unpaar  oder  paar  ist 

Demnach  hat  man  ff,  >■  Kg,  K^^  K^,  Jf,  >■  Ä", , 
im*  tör  die  Zeiger  —1  und  ~2  g*lt  diese  Beziehung  Jfj>Ä,;, 
ndem   man  Ä'_i=-g^=00,  Ä'.i=-t-s=0  hat. 

II.  Üoj  jetzt  einen  Näheraogthmch  Ä.  mit  de«  Gesaromt- 
wertbe  K  des  Kettenbnichs  lu  vergleichen,  bafcea  wir  naob 
t  3  und  4 

(  — .l)°iF. 


JT-*,  . 


itoA  auch,  wem»  man  *„«=——-.: _  „141 

«.+'1  +  a:.+- 


'iV„(JV.+,-fJV.aT.";r) 


S.  6.    Wgrgw$riMBi9$  zwUeheti  dm  NAenmg^rüeken,        9 


SrMb^  naii  in   der  Gleichang  (2)  alle  Zeiger  um  1 ,   so 
kommt 

Diese   IMfferenz   K  —  JiT.+ty  verglieben   mit   der    Differenz 
JT— JTn   aus  Gl.  (3),  ergibt 


Da    Na-^i  >►  iVn    uod   a?«4.i  <  1,   also    noch    weil    mehr 

^^~Ü<  1  ist;  so  folgt,  das»  die  Differenz  üf— Äa+i  nach 

ihrem  absoluten  Werthe  kleiner  ist,  als  die  Differenz  K — K^^ 
dass  sie  aber  das  entgegengesetzte  Zeichen  besitzt.  Von 
dem  ersteren  Theile  dieses  Satzes  macht  nur  der  Fall  für  den 
Zeiger  i»  =  —  2  eine  Ausnahme^  indem  hierfür  JVn+i  =^  N^i  =  0 
ond  die  Differenz  K  —  JSCi  =  —  OO  ist,  wöhrend  die  vorherge- 
hende K  —  ÄI2  =  K  ist. 

Hiernach  sind  also  die  Nüherangsbrücfae  von  den  sokzesstt 
höherem  Zeigern  abwechselnd  grösser  und  kleiner,  als  der  Werth 
K  des  Kettenbruchs,  indem  alle  Näherongsbrüche  von  nn paaren 
Zeigern  grösser,  von  paaren  Zeigern  dagegen  kleiner  sind; 
sie  nahem  sich  übrigens  dem  Werlhe  JT  immer  mehr  und  mehr, 
und  hierin  liegt  der  Grund  ihrer  Benennung. 

III.  Was  die  Fehlergränze  oder  den  höchsten  Betrag 
des  Fehlers  betrifft,  welchen  man  begehen  kann,  wenn  man 
den  Nähernngsbroch  Kn  fiir  den  Werth  K  des  ganzen  Ketten- 
brochs  nimmt;  so  ist  nach  Vorstehendem  der  absolute  Betrag  der 
Differenz  K  —  K^ 

*  r        ^         ^       *      odo^      * 

Der  fragliche  Fehler   kann   also   niemals  den   Werth    des 

1  1 

fciiche§  j^^ — ,  vmk  viel  wißi^g^  aber  dw  Werlh  von  -7^  , 

also  ^eo  Werth  etnes  BruchejS,  dessen  Zahler  1  und  dessen 
Nenner  das  Quadrat  des  Nenners  des  fraglichen  NfSiertmgs- 
bruches  ist,  übersteigen. 

IV.  Alle   diese  Eigenschaften    kann   man    leicht    an    den 

Näheruhgs^fAertfaen  des  in  §.3  heftt>ielsweme  entwickelten  Ketten- 

1571 
bruchs   [3,  2,  5,  1,  4,  7]  =  -j^     bestätigen,     worin     man 

*     W 


,10  Enter  Abtckmä.    EmlÜch«  üettmirttcAe. 

Fig.  i.  In   Fig.  1   sind  dMM  Be- 

ziehangen  graphisch  dargMleUl. 
Der  Werlh  K  ist  der  Abstaaij 
der  beiden  l'aralleleo  AB,  CD. 
K.„  K.t,  Ä'.,  /f,,  Aj...  sind 
die  Län^eD  der  auf  AB  io 
den  gleiciinaoiigen  Punkten  er- 
richteten Perpendikel,  deren 
Endpunkte  abwechselnd  auf 
die  linke  and  auf  die  rechte 
Seite  von  CD  Tallen,  der  letz- 
tern Linie  aber  vom  Zeiger 
n  ^  —  1  an  immer  näher  kommen. 

V.     In  der  oben  gefundenen  Beziehung  ^3) 

*--  Ä-  -u  _     (-')'        _ff  , J-Ol     __ 

bangen  die  Gtössen  mit  den  Zeigern  n  —  1  und  n  von  den 
itslea  Quotienten  üf,,  a,, , . .  a^,  dagegen  die  Grösse  a.^t'{-a:.+i 
von  den  darauf  folgenden  Quotienten  Oi-t-i,  0^+2  .  ■  ■  o,  allein 
ab,  und  es  ist  offenbar  a.^.! -|- j^o-t-i^  [di+i,  oh-ii  ■  ■  ■  <h\  der 
Werlh  des  Keltenbruchs,  welcher  die  Ganzen  a^+i  enlbältt  wah- 
rend iP„+i  =  [0,  fln+i,  .  .  -  «r]  der  Werth  jenes  Kettenhmchs 
ohne  die  Ganzen  Ho+i  ist.  Wie  man  also  auch  die  auf  <i,^.i 
folgenden  Quotienten  nach  Grösse  und  Anzahl  verändern  möge, 
m^+t  bleibt  stets  ein  echter  Bruch,  und  es  ist  klar,  daas  die 
.  Veränderung  des  Quotienten  0,4.1  um  eine  einzige  Einheit 
auf  den  Gesammtwcrlh  K  des  Kettenbruchs  einen  grUssersB 
EinfluBs  hat,  als  jede  möglicheVerfinderungder  darauf 
folgenden  Quotienten. 

J.  7.    Xwimchen  Meei  batatMtmrt*  JVMermtfatHMbe  &■  mtM 

Kd+1  ftann   ftHn  JBruch  Hngtttitmttet  w^r^en,  «velirJter  Meh 

»M  ftleiiternt  XahM^n  scftreUei»  HeM«,  ala  der  oh«  den  0r4am- 

ten  JVaJUcn  ftesteiend«  l«tirfer«  JVaihennifsAnwk  tkt+u 

I.     Denn  man  hat 

"•- w.- N.-K:r,      "•*'  -jv.;i-]vrsü; 

Hierin  hat  immer  K^+i  die  grösseren  Zahlen  im  Zfihler  und 
Nenner,  ob  aber  K^  oder  K^+i  der  grössere  Bruch  sei,  hänget 
davon  ab,  ob  n  unpaar  oder  paar  ist.  Wäre  K„  der  kleinere 
Bruch,  so  hätte  man  Jtf,+i  iV,  —  Ä,  iV.+i=l,  also  J(f„+i  JV^ 
=  JVb  iV|.fi-|-l.     Ein  jeder  zwischen  K,  und  S,+i  liegende 


S.  7.    MimeMhmji  »wi$€keH  zwei  NAenmji$trüche.       i! 

Werth  kann  demnach ,   wenn  ^  irgend  einen  ech(en  Bruch  auf 

seiner  kleinsten  Benennung  darstellt,   sodass  q'!>p  und  qmiip 
relativ  prim  ist,   ausgedrückt  werden  durch 

Sollte  es  nun  möglk;li  sein,  dass  sich  der  letztere  Bruch 
mit  kleineren  Zahlen  schreiben  Hesse,  als  Kn-^iy  so  müsste  sieb 
der  Zähler  qMnNn^i-^p  so  weit  gegen  den  Nenner  qN^Nn+i 
anfhehen  lassen,  dass  im  Zähler  eine  Zahl  <Cilfo  +  i  und  im  Nenner 
eine  Zahl  <C.Nn  +  t  znrückbliebe. 

Da  aber  ein  jeder  Faktor  von  q  im  ersten  Theil  qM^Nn+t, 
nicht  aber  im  zweiten  Theite  p  des  fraglichen  Zählers  enthalten 
ist;  so  wird  sich  jener  Brftcb  nidii  durch  einen  Faktor  von  q 
aufheben  lassen.  Es  wird  also  q  im  ßTenner  qNnNn-^i  stehen 
bleiben. 

Da  ein  jeder  Faktor  von  Nn-\-i  im  ersten  Theile  yiVn  JVb  +  i 
des  Zählers  enthalten  ist ;  so  muss,  wenn  der  Bruch  durch  einen 
solchen  Faktor  a  aufhebbar  seih  sollte,  auch  der  zweite  Theil 
p  durch  a  theilbar  sein.  Aoftnonmen,  Dies  sei  der  Fall  und 
a  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  zwischen  iV^^i  und  p;  so 
erhielte  man  durch  Aufhebung  mit  a 

'*•  C¥)  +  CO 


Ob  sich  nun  dieser  Bruch  ferner  noch  durch  einen  Faktor 

von  iV.  aufbeben  lässt,  oder  nicht,  ist  gleichgültig.   £s  wird  im 

N 
Nenner  stets  das  Produkt  y  ■  °  "*"  ^,   worin  a  höchstens  ss:  iVn+i 


a 


sein  kann^  stehen  bleiben.     Da  aber  q'!>py  also -^  >>'^  ist;  so 
muss,  weil  ^  eine  ganze   Zahl,    also  ^1  ist,  —^1,    folglich 


J— —-^'iVn+i  sein.    Der  Neuner  des  fraglichen  Bruches  wird 


iVn+i 


a 

also  jedenfalls  grösser  als   der  Nenner  des  mit  den  grössten 
Zahlen  geschriebenen  Näberungsbrnches  JSTn  +  i  sein. 

Was  den  Zähler  anlangt^   so  muss  derselbe,   selbst  wenn 
sich  der  Bruch  noch   durch  den   ganzen  Werth  von  Nn  heben 


.<¥)+© 


liesse,  mindestens  gleich j^ bleiben. 
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Pa  aber   q  >  Py    so  ist  dieser  Aas^rock  offenbar 

>  (i»f.  Nn^i  +  1)  ;^  oder  weil  if„  iV.+i  +  l  =  J»f,  +  i  iV.  ist, 

^— — ^^^y  mithin  aucb,   weil  a  nicht  grösser  sein  kann  als  p, 

]>  Jfn^.!.    Es  wird  also  aach  der  Zähler  des  fraglichen  Braches 
grösser  sein,  als  der  Zähler  von  Kn^x. 

II.  Ans  Vorstehendem  folgt,  dass  jeder  zwischen  Jif«  and 
ITtt^i  liegende  Bruch  nicht  allein  einen  grösseren  Zähler,  soii- 
flern  aucb  einen  grösseren  Nenner  hat,  als  An+f. 

Von  den  beiden  Näberungsbrücfaen  üf»  und  K^-^i  koauni 
ÜTn+i  dem  Werthe  K  am  nächsten,  beaitst  aber  die  grösseren 
Zahlen.  Ein  jeder  Bruch  nnn,  dessen  Zähler  oder  dessen  Nen- 
ner kleiner  ist,  als  resp.  der  Zähler  oder  Nenner  von  JiT^^-i» 
entfernt  sich  nacbObigeni  weiter.vonüfal^.der  Näbeningsbrueh 
JiTp^l,  jind  wenn  jener  n^ne  Bruch  aaf  der  enigfigengeselzien 
Seite  von  K,  also  auf  derselben  Seite  wie  JT.  liegt ,  so  eotferni 
ßr  sich  sogar  weiter  von  K,  als  üTn,  wenn  er  nicht  gleich  Kn 
selbst  ist. 


I.  Zwischen  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Nähe- 
rongsbrnche  Kn  und  Kn^i  lassen  sich  keine  Brüche  mit  kleine- 
ren Zahlen  einschalten. 

Wol  aber  lassen  sich  zuweilen  zwischen  einen  Näherangs- 
bruch Kn  und  den  zuzpireit  darauf  folgenden  Km-\.i  Brüche 
einschalten,  welche  zwar  grössere  Zahlen,  als  Kn  und  Kn-^i,  aber 
kleinere«  als  Km^s  haben.  Diese  zwischen  Mn  und  Km^t  liegen- 
den Werthe,  welche  entweder  sämmtlich  <i^  oder  sämmtlicb 
^  K  sind,  jenachdem  Kn  und  Kn-^*  beide  <^jroder  beide  '^  K 
sind,  entfernen  sieh  von  dem  Werthe  K  zwar  weiter,  als  Kn+t\ 
jedoch  liegen  dieselben  hinundwieder,  wenigstens  zum  Theil, 
n#ber  an  K,  als  Kn  ^  i«  obgleich  amf  entgegengesetzter  Seile  wie 
Kn-^-v  ^3°  nennt  diese  Werthe,  deren  Anzahl  stets  eine  be- 
frUnzte  ist,  Mittel br nebe.  Dif falben  lassen  sich  folgender- 
maassen  darstdlen. 

Wenn  n  paar,  also  Kn  und  Kn^t  <[ir,  dagegen  ifa^i  ^  JiTj 
so  ist  die  Reihenfolge  der  Nähernngswerthe  Kn,Kn^i,  £.  +  ,  der 
Grü$9ß  nachf  sodass  die  grosseren  ^nf  die  kleinerea  fMgee,  diefe 


oder 


oder 


Nn 


-n»+t 


-Ma  +  t 
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Ist  001*  Qnotietat  «Tn+t  ^  1 ;  so  gibt  es  zwischen  K^  und  ITa+t 
MiUelbrUcbe,  nnd  twar  deren  an+t ;—  1.  Dieselben  haben  fol- 
gende Werthe,  welche  der  Grösse  nach  geordnet  sind, 

(a„+i--l)  iVin-i+iV. 

Däss  die  Zähler  und  ^enii^r  dteser  Miitelbrüche  grösser 
sind,  ^h  die  Zähler  nnd  Nenner  der  beiden  NShetüngsbrüehe 
ÜTb  imd  An^^i,  dngegen  kleiner,  als  die  Zähler  nnd  Nenner  des 
NäherUngsbrucfaes  Ab+s»  leucbtet  ein. 

Weiln  n  unpaar,  also  Jt,  nnd  Ifn+t  ^f^j  dagegen  If.+i  <[Ä'; 
so  erhält  man  gedao  dieselben  Formeln  nnd  Resultale,  mit  Att 
Modifikation,  dass  die  vorstehenden  Reihenfolgen  nicht  vom 
Kleinern  zum  Grössern,   sondern   vom  Grössern   zum  Kleinern 

U.  Bezeichnet  man  einen  zwischen  ÜTn  und  K^  ^  s  liegen- 
den Mittelbrnch  wie  ^^"^^"t^r  mit  /fp^»)  =  Ä ;    so   hat 

man  für  die  Zähler   und  Nenner  zweier    benachbarter  Mittel- 
brüche in  dem  Zwischenranm  von  An  auf  ifn  +  t  die  Beiiehung 

~[pj»r„+i+jtf„][(p+i)iv'„+i+^jt=jjf„+ii^„-.jtf.iv.^^ 

Hieraus  folgt  sofort  wie  in  §.  5  und  7,  dass  Zähler  und 
Nenner  eines  Millelbrubhs  relative  PrimzaUen  sind,  auch  dass 
sich  zwischen  zwei  benachbarte  Mittelbrüche  keine  anderen  Brüche 
einschalten  lassen,  welche  sich  mit  kMneren  ZaMen  schreibeti 
liessen,  als  der  aus  den  grössten  Zahlen  bestebende  Mittelbrucb. 

III.  Was  die  Differenz  zwischen  zwei  unmittelbar  auf-- 
einander  folgenden  Mittelbrüchen  betrifH;  so  hat  man ,  wenn 
man  die  vorstehende  Formel  durch  ATp^^)  i^p+ 1^"^  dividirt, 

i^p4i    ~.ApH  —'ff-;:^-jfir)  —  pf^{^^ 

Diese  Differenz  ist  also  gleich  einem  Bruche,  dessen  Zähler 
(—ly^p  und  dessen  Nenner  das  t^rodiikt  der  Nenner  der  beidep 
Mitlclhrüche  ist. 

IV.  Bis  Diffetens  zwiscfaeil  dttn  Wertlle  i[  dos  f9hwm 
Kettenbruchs  and  dMi  ißm  MMcttrucbe  K/^  ist 


lÜ' 

1 


14               Bmer  Akukm.    RniUdie  Keüenirüehe, 
oder  da  :r,^.i  == 1 ist, 

«-«jrw^ (-i)'.(g«4-»-j^  +  ^-n) 

Der  absolute  Werth  dieser  Differenz  ist  offenbar  stets 

Der  FeUer,  wenn  man  JTp^")  statt  if  setzt»  ist  also  kleiner, 
als  ein  Bruch,  dessen  Zähler  anft-\'l —p  n^i  dessen  Nenner 
das  Quadrat  des  Nenners  des  Mittelbruchs  ist. 


$.  9.    nartieUwmg  4er  muetkrikehe  aU  Werthe 

Meiiemkrüeke. 

I.     Denkt  man  sich  in  dem  Werthe  eines  zwischen  JT.  and 
^a+2  liegenden  Mittelbruchs 

if  (n)  _  P^tf-i-fi  +-*^" 

unter  p  den  Quotienten  eines  Kettenbrucbs,  welcher  an  der 
Stelle  von  ö^+s  steht;  so  stellt  dieser  Mittelbrnch  den  Werth 
des  Kettenbrucbs  [a^y  0^,0^..»  ^n+b  p]  dar. 

So  sind  z.  B.  in  dem  Kettenbrnche  [3,  7,  15,  1,  25]    die 
zwischen  den  Näberungswerthen  Kq  =  3  und 

JTj  =  [3,  7,  15]  ==  ^  liegenden  15  - !  =  14  Mittelbrüche,  da 

jj^^=[3,  7]  =  y  ist,  diese 

1.22  + 3_  25  2.22  +  3  _  47  3.22  +  3^69 

1.7    +3~  8' 2.7    +3       15' 3. 7   +3      22^'' 
13.22  +  3_289  14>13  +  3-_311 
•  •  •  13.7   +1~  92'  14.7    +1~  99 

und  dieselben  sind  resp,  gleich  den  Werthen  der  Kettenbrikche 

[3,  7,  1],  [3,  7,  2],  [§,  7,  3]  .  .  [3,  7,  13],  [3,  7,  14]. 

j^  IL     Hiernach  kann  man  die  MittelbrUche  zwischen  JTa  und 

JTn+s  auch  während  der  Berechnung  von  K  nach  dem  Schema 
§.  3  einschalten  y  nachdem  man  Kn-^i  gebildet  hat,  und  zwar 
nach  folgendem  Schema  Übt  die  zwischen  jKo  und  ff^  des  Ket- 
tenbrucbs [3,  7,  15,  1,  25]  Uegettden  MittelbrtkdM 


% 


S.  iO.  i 

EftApJdl 

Mniy 

ma«$  gemeinen  BnuJu 
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N 

Ob 

p 
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22 
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47 
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3 

69 

22 
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14  311  99 

2  15  333  106 

3  1  355  113 

4  25  9208  2931 

III.  Es  wird  aach  noch  darauf  aafmerksam  gemacht,  das« 
Ton  zwei  benachbarten  Mittelbrüchen  [oq,  «i  .  .  .  an+i«  p] 
Qod  [ooy  ai  .  ,  ,  ai-i-i,  (p  +  1)]  der  spätere,  wenn   man  p  +  1 

=  p  +  i-  schreibt,  in  die  Form  [a^  ai  .  .  .  On^i,  p,  1]  gebracht 

werden  katin,  wonach  beide  Mittelbriiche  als  zwei  benachbarte 
Nähernngsbrtiche  Ein  and  desselben  Kettenbrnchs  erscheinen^ 
dessen  erste  Quotienten  ao,  ai  .  .  ,  an+i,  p,  1  sind. 

IV.  Allgemein  aber  können  alle  Näherungsbrüche  wie 
Miltelbrüche  angesehen  werden,  indem  jede  Reihe  von  Mit- 
telbrüchen mit  Einem  Näherungsbruche  An  beginnt  und  itait 
eiDem  anderen  ifo+s  ^chUessL  Die$e  Anmdiauaiig  ist  auch  dann 
richtig,  wenn  der  Quotient  On+s  =1  ist,  indem  alsdann  K»  und 
ürn+2  die  einzigen  Glieder  der  betreffenden  Reihe  sind. 


§.  10.    JEitlirielrelaftit^  elttea  gemeinen  IBrueke9  m  einen 
MeUenbrueh  mtU  §röt8ien  9ukfuoUemien* 

I.    Wenn  «o  <Me  «rössten  in  den.  Brache  -^  enthahen«. 

Ganzen  oder  der  bei  der  gewöhnlichen  Division  mit  iV  in  JPf 
sich  ergebende  Quotient  und  Rq  der  hierbei  verbleibende 
Rest  ist;  so  hat  man  die  Gleichung 

2)  Jf  =  aoiV  +  Äo 

In  der  Gleichung  (1)  heisse  der  Werth  ^  der  Restbruch 
zur  Unterscheidung  von  dem  Reste  Ao. 


le 
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mg 

Durch  den  Quotienten  oq  ist  der  Werlh  des  firacbes  ^ 
nicht  vollständig  erschöpft  t  es  moss  vielmehr  noch  ein  Reslbrucb 
-^  hinzuaddirt  werden,  wdcher  eiilichieden  positiv  ist,  so- 
dass der  Rest  Rq  mit  dem  Divisor  N  gleiches  Zeichen  hat. 
Der  Keslbrnch  ist  anch  <C  1  und  kann  bü  auf  0  herabsinken, 
der  Rest  Rq  ist  demnach  <<  iV  und  kann  ebenfalls  auf  0  her- 
absinken. 

Nähme  man  für  den  Quotienten  eine  ganze  Zahl  <C  tfo  so; 
so  würde  zwar  der  Restbruch  ebenfalls  positiv  bleiben,  aber 
^  1,  also  der  Rest  ^  N  werden.  Ia  beiden  FäU^n,  wo  also 
der  R est bruch  positiv  ist»  nennen  wir  den  Quotienten  einen 
Subquotienten,  im  ersteren  Falle  den  grössten  Subquo- 
tienten. 

Nähme  man  für  den  Quotienten  die  ganze  Zah(  o^-^*  1  an; 
so  würde  der  Restbrnch  negativ  werden >  iodess  nach  seioen 
absoluten  Werthe  ^  1  sein;  der  Rest  würde  also  das  entge- 
gengesetzte Zeichen  des  Divisors  N  annehmen,  jedoch  nume- 
risch nicht  grösser,  als  derselbe  werden.  Nähme  man  aber  den 
Quotienten  noch  grösser;  so  würde  in  dem  negativen  Restbrndie 
der  numerische  Werth  des  Restes  den  des  Divisors  übersteigeii. 
In  beiden  Fällen,  wo  also  der  Restbruch  negativ  ist,  heisse 
der  Quotient  ein  Superquotient,  und  im  ersteren  Falle  der 
kleinste  Superquotient. 

II.  Vorläufig  werden  wir  uns  n«r  mit  grösslen  Siib- 
qttotienten  zu  tbnn  machen,  wie  sie  bei  der  ge^Ohnlioheft 
Division  der  Zahlen  entstdien.     Wir  betrachten  aofert    fiebeit«- 


einander  zwei  Rrüche  -^  und  ~-. 

...    N         Nf 


wovon  Zähler   und   Nenner 


im  ersten  ^lüv  pim  iltid,  bi  wmAltm  jododi  das  grössle  ge- 
meinschaftliehe Maass  p  haben.  Die  Brüche  ködnen  echt  oder 
unei^t  sein:  wären  sie  eckt;  so  hätte  man  stets  fir  den  ersten 
Quotienten  den  Werlh  0,  was  der  Allgemeinheit  der  nachfol- 
genden Rechnung  keinen  Eintrag  thut.  Dividirt  man  nach,  der 
für  die  Aüfiiuchung  des  grössten  gemeikischaftltchen  Maasses  zwi- 
schen zwei  Zahlen  bekannten  Methode  erst  mit  dem  Nebner  in  den 
Zähler,  dann  mit  dem  verbleibenden  Reste  in  den  voi4ergehen- 
den  Divisor  u.  s.  f.,  indem  man  die  Quotignten  sukzessive    mit 

Äo,  öl ,  ö2  .  •  «r  und  die  Reste  von  -jrtsAlR^RiyR^.,.  Ä^ 
diejenigen    von    ^    dagegen  mit  R^p,    Rip,    R%p  .  ,  ,  R,p, 
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bezeicbnet)   so  ergibt  sich 

Mp=aQ  Np+RqP       RtP<.Np 

NoP = «1  ÄoP +Äi  p       Ä,p  <  Ä,p 

RoP=<h^iP+R2P       RfP<Rtp 
R^p^a^Rtp  +Ä,p       R^pK^Rjtp 


M—a^N+Ro 

Ro<N 

7Y=*aiÄo+Äi 

Rt<Ro 

Äo  =  ö,  Ät  +  Äf 

Ä,<Äi 

Äi=fljÄ,+  Äa 

Ä.<Ä, 

Är-*=«r.f  Ä,.8+Är.,    Ä,.,<Ä,.,    Är.4P-=«r-tÄ,.8P+Ä,.,P    Ä,.,p<Ä,.J> 

Ä,.,=Ä,.,.l    +0  (XI        Ä,.,p=Ä,.,.lp   +0  0<J> 

=a,.l+0  :=0,.lp+O 

In  beiden  Fällen  hat  man 

=  ^<>n jü— =  «0  +  ^  p    1  p  ==  öo  + 


iV  Hi  Äo  "p  Äi  01  -}-  Ri 

Ro  Äo  Äo 

11.  s.  w.;   überhaupt 

M  _Mp  .  , 

III.  Hierdurch  •  ist  der  gegebene  Bruch  in  einen  Ketten* 
brach  entwickelt.  Man  sieht,  dass  das  gemeinschafiliche  Maassp, 
weiches  der  Zähler  und  Nenner  des  gegebenen  Bruches  etwa 
besitzt,  bei  dieser  Entwickelung  verschwindet,  ein  Resultat,  wel- 
ches mit  §.  5  übereinstimmt,  wonach  der  reduzirte  Kettenbrnch 
immer  den  ihm  gleichen  gemeinen  Bruch  auf  kleinster  Be- 
nennung erzeugt. 

Ausserdem  erkennt  man  —  unter  der  Voraussetzung  des 
Prinzips  der  grössten  Subquotienten  —  dass  der  einem 
rationalen  Bruche  gleiche  Ketten  bruch  stets  eine  endliche  Länge 
besitzt,  dass  sich  jeder  Bruch  nur  auf  eine  einzige  Weise  als 
Kettenbruch  darstellen  lässt,  dass  keine  zwei  von  einander  irgend- 
wie abweichende  Keltenbrüche  Ein  und  denselben  Zahlen  werth 
haben  können,  und  dass  der  Quotient  0  nur  bei  echten  Brü- 
chen an  der  obersten  Stelle  als  Oq  vorkommen  kann. 

1571  * 

So  hat  man  z.  B.  für  -^  =  [3,  2,  5,  1,  4,  7] 

•cliein«r't  UAbofÜBBte  Analytik.  2 


IS  Emer  Ai$dmM.    Entäieh»  KMtenbridui. 

454|l57li3 Ho 

'1362' 

209J454|2 «f 

'418' 


36 


209  5 
180' 


a$ 


29  36  1 «. 

29 

7|29  4 a» 

*l|^ «• 

0 


und  für 


263 


[0.  23,  1,  10] 


0 


263  11 

'  0 

111263 
'22 

43 
33 

10 


23 


11 

10 
1 


1 

10 
10 

0 


10 


Ol 


IV.     Gs  wird  schliesslich  noch  bemerkt,  dass  der  letzte 
Qnolient  «„  bei  einer  solchen  Entwiekelang  niomAls  <»=  1   wer- 

don  k»o»,  weil  in  den»  Schlüsse  «i.-t  +  -^ i— i  nicht  »»^,«0«- 


«.-1  + 1 

T 


1 


dorn  0.-1  -f-  7  =^  <<n_i  -f-  1   <lci'  grösste  Sabqaotient   sein    und 

X"" 

1 

deumach  jener  ScUum   di*  Farm  Oa^t  4- <  -j    «unehimn 

würde. 


U.    JPollf  t«o  der  XöhUr  oder  ISenner  4e$  itt<  enli^ekelit« 
den  ArucAe«  uitvolld Anilty  gegeben  Ui. 

].  Wenn  ^er  als  Kettenbrucb  darzustellende  Bruch  nicht 
genau,  sondern  pur  in  den  höchsten  Stellen  dmv  ihm  glichen 
dekadischen  Zahl  gegeben  ist,  wie  z,  B.  wenn  der  Werih  der 


ji .  ii .  Fall,  wo  der  Zähler  oder  Nenner  uneoüst  gegeben  sind.  19 

314159*** 

bekannten   Zahl    jt    als    3,  14159  .  .  .  =  4D(|hflAi)AA  fßl^^hw 

wäre;    so    kann    man   zwar   mit  Bestimmtbeit  behaupten,    dass 

unter    Wegiassung     der     unbestimmten     SieUen    die    genaue 

Zahl  3,  14159   höchstens   um  Eine  Einheit   der    letzten 

1 

Dezimalstelle,    also    höchstens    am    . a/^^/y^.     falsch    sein 

100000 

kann;  allein  ganz  anders  verhält  es  sich  mit  dem  Ketten- 
bruche,   welcher   durch   die   Entwickelnng    der   genauen   Zähl 

314159 
3,  14159  =  TonoAÖ  ®°^®^®^®"   würde.     Derselbe  ist   [3,  7,  15, 

1,  25,  i,  7,  4];  mein  würde  sich  aber  sehr  täuschen,  wenn  man 
glauben  wollte,  in  diesem  Kettenbrache  läge  der  Fehler  gegen 
den  wahren  Werlh  von  n  erst  im  letzten  Quotienten  4. 
Dass  Dies  bei  weitem  nicht  der  Fall  ist,  erkennt  man  sofort, 
w.enn  man  den  genaueren  Werlh  3,  141 5927  in  den  Kettenbruch 
[3,  7,  15,  1,  354,  2,  6,  1,  4,  1,  2]  entwiekelt.  Dieser  stimmt  nur 
hb  zum  vierten  Quotienten  mit  dem  fr&heren  ttberetn,  und 
schea  der  fünfte  Quotient  weicht  nicht  um  weii%e,  sondern 
um  32&  Einheiten  von  dem  früheren  ab.  Da  naa  fiinefiSnbeil 
in  einem  höheren  Quotienten  mehr  gilt,  als  alle  folgenden  aBsam« 
mengonemmeo;  so  leuchtet  ein,  dass  lüe  Darstellobg  der  tatvi- 
ten  Quotienten  25,  1,  7,  4  in  der  ersten  Entwickelnng  eine 
ganz  friiditlose,  ja  In  mancher  Beziehung  schädlictike  Arbeit  ist, 
da  sie  leicht  zu  Irrungen  über  die  Fehlergränze  Veranlassung 
gehen  kenn. 

Hiernach  ist  ee  von  Wichtigkeit,  wemi  Zähler  oder  Nenner 
des  gegebenen  Bruches  oder  Beide  anvollständig  sind,  den  letz«» 
ten  genau  darstellbaren  Quotienten  des  Kettenbraeha, 
vieleher  also  höchstens  um  eine  einsige  Einheit  von  der  Wahr« 
beit  abweichen  kann,  zu  erkennen,  und  bei  diesem  die  Ketten«» 
brachaeotwtckeliing  abzubrechen. 

Hieran  gelangt  man,  wenn  man  die  in  dieser  Entwickelnng 
nöthigen  Divisienen  nach  den  für  das  Rechnen  mit  verkürzten 
Zahlen  bestehenden  Regeln  ausführt,  die  Quotienten  nur  bis 
ZOP  Ordnung  der  Einer  entwickelt,  bei  den  verbleibenden  Re» 
sten  aber,  welche  selbst  verkürzte  Zahlen  sind,  den  gröMtmtfg- 
liehen  Fehler  der  letzten  Eifern  ^mittelt  nnd  bieroneb  4if8« 
letzten  Ziffern  entweder. ganz  ynd  gar  wiß  pnhestimipte  i^^ieh^ 
net,  oder  doch  auf  den  darin  möglicberweise  enthaltenen  Fehler 
bei  der  späteren  Rechnung  Rücksicht  nimmt. 

Entwickelt  man  hiernach  die  Zahl  st  »8,141S9C6.  •  .  in 
einen  Kettenbruch  und  bezeichnet  ganz  anbestimmte  Ziffern  mit 
Sternen,  solMie  Jedoch,  welche  ^(^stens  um  Eine  bis  «wei 
Einheiten  zu  gross  oder  zu  klein  sein  können,  dunch  einen  reM. 

2* 
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daräber  oder  daftniter  gesetzten  Ponkt,  markirt  aach  den  Rang 
der  ZaUen  durch  Einschaltang  eines  D^imalkommas;  so  ergibt 
sieh  folgende  Rechnung 

10000000,131415926,1...  3 
>30000000i 


1415d26,| 


***l 


10000000. 
991148. 


000 


■4 


8852-.,i  •  •     14159126,..    15 


8852 

5307 
4426 


881. 


**««* 


865t2-.**il 
681 


|..,.. 


\ 


Die  Operation  ist  offenbar  bei  dem  Quotienten  a,  s=s  1  ab- 
zubrechen; spätere  Quotienten  lassen  sieh  dnrdians  nicht  mit 
einer  erkennbaren  Genanigkeit  angeben,  und  man  kann  behaup- 
ten, daas  der  wahre  Werth  von  sc  ss  [3,  7,  15, 1 . .  .]  ist,  wcirin 
der  letzte  Quotient  1  nicht  um  eine  voUe  Einheit  zu  klem  sein, 
aaeh  dass  der  Werth  des  Kettenbruchs   [3, 7,  15, 1]    am  \iieht 

1 
mehr  ak  iÄAnnAÄn  ^^^  ^^^  wahren  Werthe  n  differiren  kann. 

II.  Man  kann  übrigens  auch  folgendermaassen  Terfahren. 
Der  klein^möriiche  Werth  einer  unvollständigen  Dezimalzahl 
wie  3. 14159S&6 . . .  wird  erhalten,  wenn  man  in  die  unbestimmten 
Stellen  lauter  Nnllen  setzt,  oder  dieselben  weglässt;  Dies  gibt 
Imi*  3, 1415926.  Der  grössimögliche  Werth  dagegen  ergibt  sich, 
wean  man  in  jene  Stellen  lauter  Neunen  setzt,  oder  bei  Weg- 
lassuDg  derselben  die  letzte  bestimmte  Ziffer  um  Eine  Etaheit  er* 
höhet;  Dies  gibt  hier  3, 1415927.  Zwischen  diesen  beiden  Gr&ozen 
liegi  der  Werth  von  Jt.  Entwickelt  man  beide  Gränzwerthe  in 
Ketteobrüche;  sa,  zeigt  sich  durch  die  Übereinstimmang  der 
Quotienten  vom  Anfange  herab,  wie  weit  die  Quotientea  anbe- 
dingt beizubehalten  sind.     Da  man  findet 

3. 1415926  =  [3,  7, 15, 1,  243, 1, 1, 10, 1, 1,  4] 

3. 1415927  =  [3,  7,  15, 1,  354,  2,  6,    1,  4, 1,  2]  so  ist 
jc  =  3, 1415926  .  .  .  =  [3,  7, 15,  1, . . .] 

Reduzirt  man  den  Kettenbruch  [3,  7, 15, 1]  wiederom  auf 
einen  gemeinen;  so  erhält  man  unter  den  NäheruogsbrüGhen 
mehrere  der  in  der  Praxis  vorkommenden  abgekürzten  Wertbe 
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n 

«n 

jnf|| 

K. 

-2 

0 

1 

-1 

1 

0 

1 


1  7  22 


15        333        106 


1        355        113 


1 
22 

7 
333 
106 
355 
113 


S-  12.    ämä^ptmätmi^  mtämm§9§melM  4«r  JTMIer  mM  JTmnmt 

4ler  Mäherung9krikehe. 

L  Durch  fortgesetzte  Anwendung  des  in  §.  3  erörterten 
Gesetzes  ergibt  sich  für  die  Zähler  und  Nennejr  der  N&berungs- 
bräche,  ausgedrückt  durch  die  Quotienten  des  Kettenbrnebs  r 

Mn  •  iVn 

0  1 

1  0 

do  1 

ÖO  öj -|- 1  Äi 

öo«iö«-|-öo-j"Ä8  aiöj-^-l 

ÖO^lÖt  Ä»  --f"  ÄO  »1  -f-  ÖO  «8  öl  ÖS  Ö8  -|-  öl  -j-  ÖS 

-j-ÖjÄs-j-l 

4     ttk     aoöiasa8Ö4-|r;öoöiat--f~öoöiii«    öiiita8Ö4--f-öiat--f'(iiei4 

-}-aoö8Ö4-[-öiö8a»-(-öo-f-ös-|~o*  -j-«8Ä4-f-l 

u.  s.  w.     Hieraus  und  aus   der  allgemeinen  Rekursionsfonnel 
des  §•  3  lassen  sich  leicht  folgende  Gesetze  ableiten. 

11.  In  den  Zähler  Jfn  treten  die  Quotienten  Ho»  öi,  a« 
...  An  ein  und  man  hat 


n 

ö„ 

-2 

-1 

0 

öo 

1 

öl 

2 

öt 

3 

Ö8 

Jlfn  =  (öo  öl    .   .   . 
+  (öo  öl    .    .   . 

+  (öo  öl   .  .   . 

+  etc. 

.   ön) 

.  ön_i)  -|"  • 
►  ÖB.4)  +  . 
,  ÖB.e)  +  . 

.   ,   -|-   («4  08    .    ♦ 

.   ön) 
.  ön) 
.  Ob) 

Wenn  n  paar  ist 

4-  (öo  öl 

;;  soschliesst  der  Werfh 

* 

öt)  4-  .   .   .  +  (öB.flöa.iÖB 

öf  -J"  Ö4  4^  .   .   •  +  ön 

von  ilfn  so: 

) 

tt 
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Wenn  m  uttpaar  ist;  so  schliesst  fieser  Werth  so: 

-\-  cle. 

-j-  (ll,  fll)  +  .   .    .  -f-  (flo-l  ö») 

+  1 
Der  Werth  Ton  Jf.  zerfällt  in  Kombioationen  aus  je  n,  n-2, 
»-4,  .  .  .  Qootieiiteo.  Wenn  n  paar^  so  enthält  die  letzte  Klasse 
je  Ein  Element:  wenn  n  unpaar;  so  enthält  die  letzte  Klasse 
kein  Element,  sondern  ist  gleich  1.  Eine  jede  Kombination 
beginnt  mit  einem  Quotienten  von  paarem  Zeiger,  und  die 
Zeiger  zweier  benachbarter  Quotienten  in  einer  Kombination 
fassen  eine  paare  Menge  von  Zahlen  zwischen  sich  (oder  be- 
sitzen eine  nnpaare  Differenz)  wie  z.  B.  in  der  Kombination 
üt  Os  iic  tfr  an.  Wenn  man  also  die  in  einer  Kombination  auf- 
■■■iripr  MgMdbH deiner  faakwiHai;  m  ndss  «rf  ebmi  paaren 
stets  ein  nnpaarer  und  aaf  eiiteft  tmpaairen  stets  ein  paarer 
l^ifeo. 

Naidi  dieseni  Gesetae  änd  alle  möglichen  Kombinationen 
aas  «0»  tfi,  iis  ...  «a  zo  biMen.  Die  ZasammensleUitaig  erleich- 
tert sich,  wenn  man  die  Quotienten  in  zwei  Reihen  unter  ein- 
ander schreibt,  oben  die  mit  paaren,  unten  die  mit  unpaaren 
Zeigern: 

00         0»         a^         a^         üi         .         .         » 

Üi  aj  05  07  00  .  .  . 

und  nun  abwechselnd  Einen  Quotienten  aus  der  Einen  und 
einen  spätefeh  Quotienten  aus  det  andeien  Rdhe  nimmt, 
wobei  der  erste  Quotient  stets  ans  ^tet  oberen  Reihe  zn  neh- 
men ist, 

Wmh  der  erste  Quotient  00  ^^  0  ist;  so  ändert  sich  das 
vorstehende  Gesetz  nicht.  Es  fallen  dann  alle  mit  00  anfan- 
gendan  Kombinätioned  aus«  Auoh  ai  kann  nun  ia  keiner  Kom- 
bination erscheiaen. 

III  kl  den  Menaer  JVu  iretM  die  QilOtieflien  01,  09,  0, 
...  0n  ein  und  man  hat 


-  -{-  (äs  04 
.  -{*  (07  08 


■       •      • 


0n) 
^) 

flu) 


iVn  =  (0l0J  .   .   .   0n) 

-}-  (01  08  .  ,  .  0n-O  -{-  . 
-4-  («1  ÖS  •  •  .  «n-i)  +  . 
-f-  (01  0t  .   .  .  Än-e)  -f-  . 

-j-  eic. 

Werni  ^  paar  i^t;   so  sebliesst  der  Werth  van  JVg  ¥0: 

+  etc. 

+  («1Ö2)  +  .  .  .  +  (^-i0ii) 
+  1 
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Wenn  n  anpaar  ist;  so  schliesst  dieser  Werth  so: 
-\-  ete« 

-|-  (^1  «2  Äs)  -f-  .    .    .  -(-  (ffn_j  ffn-I  «n) 

-f-  «1  -|-  «8  4"  ^«  "h  •    •    •  -}"  ^n 

Der  Werth  von  Nn  zerfällt  in  Kombinationen  aus  je  n-\, 
n-3,  71-5  .  .  .  Quotienten.  Wenn  n  paar;  so  enthält  die  letzte 
Klasse  keinen  Quotienten,  sondern  ist  =  1 :  wenn  n  unpaar; 
so  enthält  die  letzte  Klasse  je  Einen  Quotienten.  Eine  jede 
Kombination  beginnt  mit  einem  Quotienten  von  unpaarem 
Zeiger,  und  die  Zeiger  zweier  benachbarter  Quotienten  in  einer 
Kombination  fassen  eine  paare  Menge  von  Zahlen  zwischen 
sich  (oder  besitzen  eine  unpaare  Differenz]  wie  in  der  Kombi- 
nation a«  04  07  010^11.  Es  müssen  also  stets  paare  Zeiger  mit 
unpaaren  abwechseln. 

Behuf  Bildung  aller  dieser  Kombinationen  kann  man  die 
beiden  Reihen 

«1  «3  ^5  ^7  •  • 

£^2  ^4  ®6  ^8 

schreiben  und  wie  bei  dem  Zähler  itfn  verfahren.  Der  Quo- 
tient a^  (d.  i.  die  in  dem  Bruche  K  enthaltenen  Ganzen]  tritt 
niemals  in  die  Werthe  der  Nenner  M  ein. 

IV.  In  den  beiden  Kettenbrüchen  K  =  [ao»  01«  0s  .  .  .]  und 
K'  =  [0,  01,  0j  .  .  .]  welche  in  der  Beziehung  Jr=  0o  -|-  JT  ste- 
hen, trt  also  iVn  =  iVn  ,    und  aus  dem   obigen  Bitdangdgesetze 

folgt    leicht    -Jfn  =  0oiVn  -(-  Mu    =  0oiVn    +  Mn. 

Für  die  beiden  Kettenbrüche  lir=  [00,  0i,  05  .  .   ]   und  Ä" 

1 
=  [01,  01,  08  .  .  .],  welche  in  der  Beziehung  IT  =  00  -f- 1^77  ste- 

heU;  so  dass  auch  üf"  =  ^  ist,  hat  man  iVn  =  JtT'n-i  und  J(fn 

A 

^=  OoM   a-i  — p  A    B«i. 

V,  Wir  werden  in  Zukunft  einen  nach  dem  independen- 
ten  Bildungsgesetze  erzeugten  Werth  von  M^  oder  N^  dadurch 
bezeichnen,  dass  wir  unter  dem  allgemeinen  Buchstaben  0  für 
die  Quotienten  den  in  der  höchsten  Kombinationsklasse  vor- 
kommenden kleinsten  und  grössten  Zeiger,  getrennt  durch  ein 
Komma;  anmerken,  und  hiernach  schreiben : 


24 


Enter  AUckmtt.    EndHehe  Kettenhilche. 

Ml  =  Äo,  1  JVi  =  aj 


VI.  Das  vorstehende  independente  Bildungsgesetz  gibt  Ge- 
legenheit zu  Untersuchungen  über   die  Länge    des   aus    dem 

gewöhnlichen  Brache -^  entstehenden  .Kettenhruchs    und   iiber 

verwandte  Dinge.     Wir  beschränken    uns  hier   auf    einige  An- 
deutungen. 

Als  Kettenbruch  mit  einem  einzigen  Quotienten  ao  kann 
nur  eine  ganze  Zahl  sich  darstellen;  es  muss  alsoiV=l  sein. 

In  einem  Kettenbruch  mit  zwei  Quotienten  ao»  fli  kann 
ein  Bruch  mit  beliebigem  Nenner  iV=ai}>l  entwickelt 
werden,  wenn  der  Zähler  Jlf  =  «o«i  4"  1  =  «oiV-f- 1   ein   be- 


liebiges Vielfaches    des  Nenners  iV,    plus 
3,5 +  1 


1    ist; 


z.  B,  -=- 
5 


In  einen  Kettenbruch  mit  drei  Quotienten  ao,  a^  Ot  kann 
ebenfalls  ein  Bruch  mit  beliebigem  Nenner  iV=aiat-f-l 
entwickelt  werden.     Der  Zähler  Jlf  =  ao«iös  +  «o -F  «t  =  «oiV 

JV—  1 
-|-öj  =  aoiV-j muss  jedoch  irgend  ein  Vielfaches   des 

Nenners  iV,  plus  einem  Faktor  der  Zahl  iV  —  1  sein.     Auch  ist 
es  nothwendig,  dass  dieser  Faktor,  welcher  als  a%  den  letzten 

Quotienten  bildet,   >  1  sei.     Z.  B.  77;  =    '    ^r*      . 

10  lo 

Damit  ein  Kettenbruch  mit^vier  oder  mehr  Quotienten 
erscheine,  kann  der  Nenner  N  nicht  mehr  willkürlich  sein. 
Derselbe  muss  vielmehr  bei  vier  Quotienten  der  Form  aiütas 
-|-  öl  +  «8  entsprechen,  worin  der  letzte  Quotient  as  >  l  sein 
muss.  Da  hiernach  iV— («i -j- «a)  =  öi««ö3  ist;  so  muss  es 
zwei  ganze  Zahlen  äi,  as,  von  denen  die  letzlere  >►  I  ist,  von 
der  Beschaffenheit  geben,  dass  wenn  ihre  Summe  ai  -)-  a^  von 
N  subtrahirt  wird;  der  Rest  durch  das  Produkt  aiUt  jener  bei- 


f.  iS..    Umkekrmg  der  Quoiimitenfoige.  2S 

den  Zahlen  theilbar  bleibt.  Dieser  Bedingung  entspricht  jede 
unpaare  Zahl,  wenn  man  ai  =  \,  as  =  2  setzt,  sowie  jede 
paare  Zahl,  welche  ein  Vielfaches  von  4  ist,  wenn  man  01  =  2, 
(is  =  2  setzt;  nicht  aber  jede  paare  Zahl,  welche  kein  Vielfa- 
ches von  4  ist.  Unter  den  letzteren  ist  z.  B.  14  =  2.1.4-4-2 
-|- 4  zulässig,  nicht  aber  6.  Es  kann  also  keinen  Bruch  vom 
Nenner  6  geben,  welcher  einen  Kettenbruch  mit  4  Quotienten 
lieferte. 

V^enn  es  zwei  Zahlen    di,  a^  von  der  oben   bezeichneten 

Art   gibt;    so    muss   der  Zähler   Jlf  =  ao^iiatas -f- ^oai -rj- aoa« 

j^ ^ 

-{-  astfs  +  1  =  flo  JV -j-  öjfls  4~  l  *^  ^«-^  4" ~    ^'®    durch 

öl 

den  letzten  Ausdruck  dargestellte  Form  haben,  worin  ao  will- 
kürlich bleibt. 

f.  13.    Wtmkdkrmmg  äer  %H»Heniemf^e. 

Wenn  man  die  Reihenfolge  der  Quotienten  in  dem  KetCeu'- 
bruche  K=  [üq,  a^  at  ,  .  .  dn]  umkehrt;  so  entsteht  ein  Ketten- 
bruch, welchen  wir  mit  K'  =[ö'o,  a'i,  a  j  .  .  .  ö'n]  =  [ön,  «n-i, 
an.!  .  .  .  ao]  bezeichnen  wollen.  Man  erkennt  aus  dem  Gesetze 
des  vorhergehenden  Paragraphen  leicht,  dass  sich  der  Werth 
irgend  einer  GrAsse  Mn  oder  JVn  nicht  ändert,  wenn  man  die 
Reihenfolge  aller  Quotienten  ao;  «i  ...  an  umkehrt,  indem  Ho.n 
=  an,o  und  Ät,»  ==«n,i.  ist. 

Demnach  hat  man 

-Mn-l    =  flo,a-l  iVn-i    =  «i.n-l 

Ä       =  «0,11  Nn       =  öl.n 

■Äf  n-l  =  Ä  0,  n-1  *=  Ä  n-i,  0  =  «i,  b  A^  b.-1  =s  ö  i,  n_i  ^  ö  n-1, 1  ^^  Ät,  ix-l 

-t«  B      =Äo,B      =0  8,0    =  ÄO.n  iV  n       =ai,ii      =  ö  n,l         =^  Öo,n-l 

folglich  bestehen  die  Beziehungen 

%Mi  -KT  -Krt  »r  1  TT*  M  n.i  iVn 


-in  ■-! 

— —    J 

LIn 

^T  n-1  — 

■l'n-t 

cUfiU 

«   ■-!  - 

~  N\.,  ~  JV_, 

Jtf' B    ! 

=    ittli 

iV.=. 

•Äf«_l 

jr.= 

ilf  0            Ufa 

So  hat  man 

z. 

B.  für 

k 

K 

=C 

[l> 

3.  2,  1,  5] 

r 

-[5, 

1,  2,  3,  1] 

n 

Ob 

if,        AT. 

n 

Jf'.         iV'. 

-2 

0          1 

-2 

0            1 

-1 

1          0 

-1 

t            0 

0 

i 

1           1 

0 

5 

5            1 

1 

3 

4          3 

1 

1 

6            i 

% 

2 

9          7. 

2 

2 

17            3 

3 

1 

13        10 

.3 

3 

57          10 

4 

5 

74        57 

4 

1 

74          13 
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Maltiplinrt  man  Jf,  mit  JV.  und  Nt  mit  JV.  und  sabtrabirt 
diese  Produkte;  so  ergibt  sieb  anter  Beacbtung  d«r  Formeln 
in$.  4 

(3)  Jfr    iV.  ^   M.    Nr  =  (-1)»    Itr-n-i 

oder  aach  für  r  i=  m  -j-  »» 

(4)  Jlf.+.  iV.  -  Mn  JV„+„  =  (.!)•  n„., 

Hiernacb  ist,  wenn  man  mit  iV^  N^^^  dividirt,  die  Differenz 
zwiseben  irgend  zwei  Nähernngsbriicben 


(5) 


M, 


m+n 


_:5^"  =  ir.+.  -  «.  =  (-!)■ 


n... 


■iV-+.        JV.  "°       ^  -'    N,  JV.+, 

Weiin  man  in  diesen  Formeln  für  n  das  Zeichen  r-m  an 
die  Stdie,  also 

Mt    N,.b    —    Mi-u   Nr    =   (-1)"^   tlm-l 
Kr    -    Kr..   =   (-l)'-£^ 

setzen  will;  so  mnss  man  beachten,  dass  dann 

K    =    [a,^m-j-ly    flr-iii+«  •  •  •    ör]    ist. 

Aus  den  letzten  Formeln  erkennt  man,  wenn  man  be* 
achtet,  dass  Hm-i  umso  grösser  und  iVr_u  umso  kleiner 
ist,  je  grösser  m  ist,  dass  nicht  bloss  der  absolute  Werth  von 
ÜTr  —  iTr.m,  soudem  auch  der  von  Mr  N,^n  —  Mr^n  N,  umso 
grösser  ausfällt,  je  kleiner  bei  konstantem  r  der  frühere  Zei- 
ger r~m  genommen  wird. 


§•  16.  Beaiehung  jiietoefte»  äem  iRMberamf ••  ««ler  MMUieUfHMbem 
umd-derEäehre  vom  Grästtem  tamdMMmBieniMff^nmem  Makiem* 

Wir  machen  noch  auf  folgende  wichtige  Beziehungen  auf- 
merksam. 

I.  Wenn  Kn  irgend  ein  Nähernngsbrnch  von  K  ist, 
und  man  bezeichnet  den  absoluten  Werth  der  Differenz 

(i)  x  =  if. -'jr«^-^ 

mit  X' ;  so  leuchtet  aus  §.  7  ein,  dass  wenn  man  in  vorstehen- 
der Gleichung  f ür  ifn  einen  anderen  Bruch  mit  kleinerem 
Zähler,  oder  Nenner,  oder  Zähler  und  Nenner  setzt,  der  Werth 
X'  jener  Differenz  stets  grösser  wird. 

Diese  Behauptung  behält  nach  §$  8  auob  daiui  noch  volle 
Gültigkeit,  wenn  Kn  ein  Mitte  Ihr  neb  von  K  ist. 

Ferner  behaupten  wir,  dass  wenn  L  weder  ein  Näherangs-, 
noch  ein  Mittel  brach  von  K  ist,  es  immer  einen  Bruch  mit 
kleinerem  Zähler  and  Nenner  gibt,  welcher,  wenn  er  für  L 
gesetzt  wird,  den  Betrag  X'  der  Differenz  L^K  verkleinert. 


S.iß.  Bez.^w,d.NahBnmsf9h.u.d.Lditep.Gr4nt.u.Kleimt.  89 

Um  Dies  einzusehen,  braucht  man  nur  die  Mittelbrüche 
ins  Auge  zu  fassen,  da  nach  §.  9  die  Näherungs bräche 
selbst  ^wie  MiUelbrüche  angesehen  werden  können.  Da  unter  den 
Näherungsbrüchen  slets  die  Grössen  0  =  JLi  und  00  =  ^  =  £.1 
v^rkommeB;  so  mvss  es  stets  zwei  benaehbarte  Hittel- 
brüche Kp^""^  und  ifp+i^")  geben,  zwischen  welchen  der  Werth 
von  L  liegt.  Von  diesen  beiden  Mittelbrüchen  liegt  der  zweite 
näher  als  der  erste  upd  auch  näher  als  L  an.  IT.  Derselbe 
besteht  zwar  aus  grösseren  Zahlen  als  der  erste,  aber  nach  §.  8 
ans  kleineren  Zahlen  als  L.  Demnach  kann  L  durch  ei* 
neu  Bruch  üTp+i^^  ersetzt  weiden,  welchw  aus  kleineren  Zahlen 
besteht  und  die  Differenz  X'  verjnindert. 

li.    Will  man  also  in  der  Gleichung 

•(2)         •  X=-2--^ 

y        b 

worin  t  gegeben  ist,    den  Bruch—  so  bestimmen,  dass  der  ab- 

solute  Betrag  X'  von  X  sich  immer  vermehrt,  wenn  man  x  oder 
y  oder  Beide  vermindert;  so  sind  die  nach  §.  9  leicht  darzu- 
stellenden Mittelbrüohe  von-y-  (mit  Einschluss  der  Näherungs- 

brüche)  die  gesuchten  Werthe  von  —  und  sonst   keine. 

III.  Multipliziren  wir  JQtzt  den  Werth  von  X  in  Gl.  (1)  mit 
JVn  und  schreiben  wir 

(a)      F=iv„(Ä-„-jio=jv.  (^^_^)  =  jif.  _  *jv. 

oder  auch 

(4)  NY  =  NM,  -  MNn 

so  lässt  sich  behaupten,  dass  wenn  man  für  Mn  oder  Nn  oder 
für  Beide  kleinere  Zahlen  setzt,  der  absolute  Werth  Y'  von  Y 
in  Gl. (3),  also  auch  der  von  JVF'  in  Gl. (4)  sich  vergrössert 
oder  wenigstens   derselbe  bleibt. 

Dieser  Satz  gilt  jedoch  nur  von  den  Näherungsbrüchen 

-jTT^  und  nicht  von   den  Mittelbrüchen,  indem  sich,  wenn 

j^  ein  Miltelbruch  oder  ein  beliebiger  anderer  Bruch  ist,  für 

Mn  oder  JV.  oder  für  Beide  stets  kleinere  Werthe  setzen 
lassen,  wodurch  auch  T  kleiner  wird. 

Wir  bitweisen  den  letzteren  Theil  dieser  Behauptung  zuerst 
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yp —  MQ;  so  Hege-y^  zwischen  den  beiden  benachbarten  Mittel- 

brfielien  KJ^*^  and  Kj^^i^'') .    Der  letzlere  dieser   beMen   Mttfel- 

p 
bro«Ae  hat  nicht  aliein  kleinere  Zahlen  aI^tj«   sosdam  liegt 

/^ 
anch  näher  an  K.    Nimmt  man  also  dessen  Zähler  statt  P  und 

dessen  Nenner  statt  Q]  so  vermindert  sich  -^ j^,  und  gleich- 
zeitig vermindert  sich  Q  oder  bleibt  ungeiDdert.  Es  f  er m lin- 
dert.«ich  also  entschieden  der  Werth  von  JVF. 

P 
Wäre -^  ein   Mitte  Ihr  ach   iirp^°^    welcher   zwifchep   den 

beiden  Näherungsbrüchen  Kn  und  Jifn+s  eingeschaltet  ist^  so  be^ 
sitzt  bekanntlich  der  Näherungsbruch  /Tn+i  kleinere  Zahlen, 
als  jener  Mittelbrach,  liegt  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  von 
K  (§.  8).  Setzt  man  nun  Zähler  nnd  Nenner  des  aus  klei- 
neren Zahlen  bestehenden  Näher ongsbrucbs  ifji+i  für  den  Zähler 

p 
und  Nenner    des  Mittelbruchs  jr;   so    verniindei't    sich   der 

WerlK  von  NP—  MQ,  denn  man  hat  (ohne  Rticksicht  auf  das 
Zeichen) 

NMn^i  -  MNn+i  <:NP-^MQ  oder 


"-(tt;-f)<K|-£)'-" 


'»+1    V  -AT—  -^  Vr  /  < 

i\V+i  (üTn+i  -  lf)<  JVp(-)  (irp(°)  -  JBT). 

Die  Richtigkeit  der  letzten  Formel  leuchtet  ein,  wenn  man 
darin  nach  §.  6  den  absoluten  Werth  von 


Äa+l  -^  K 


^n+l 


und  nach  §.  8  den  absoluten  Werth  von 


X  -^papn^i 


setzt.    Penn  jetzt  braucht  npr  ge?«igt  zu  werden,  dass 

^n+l  <  l   —  jpa?n+l    oder    (p  4"  O^n+i  <  t 

oder  weil  iTn+i  = ^-j — * —  ist  ,*  dass 

1>  +  i  <  «n+2  +  Ä?p+j   oder  p  <^  fln+f  —  t  -f»  »n+t 

oder  da  j9  nur  eine  ganze  Za))l  und  a^,i-|.2  nicht  grösser  ^Is  t 
sein  kann,  dass  p  <^  On+i  sei.  Biese  letztere  Bedingung  ist 
aber  fpr  jed^n  zwi^cb^  K^  nnd  Kn^t  Imw^u  Sfiti^IhriMAi 
wirklich  erfüllt,  ^  ' 


§.  i7.  KeamtkrliKkB  mit  paüUcen  und  negtUinm  Quotienten.  3i 

Hiernach  bleiben  nur  noch  die  eigentlichen  Näherungs- 

bräche  von  -^  zu  betrachten.    Von  jedem  derselben    wie  -rj^ 

iV  i^n 

lässt  sich  behaupten,   dass  wenn  man  statt  M^  oder  JYq  oder 

für  Beide  kleinere  Zahlen  Py  Q  selzt,  der  Werlh  von  Y  und 

auch  der  v<mi  NT  sic\  vergrössere. 

Denn  angenommen  P,  Q  lieferte  einen  kleineren  Werth 

p 
für  NY\     Ist  nun  -rr  nicht  genau  ein  früherer  Näheruxigsbruch 

^""^  von  j^;   so    lässt  sich   nach  Obigem    P,  Q    noch    weiter 

verkleinern,  sodass  NY  noch  kleiner  wird,  als  zuvor.  Dieser 
Schluss  kann  so  lang«  fortgesetzt  werden,  bis  man   auf  irgend 

einen  früheren  Näherimgsbrucb  v.°""  stösst.     Hierin  liegt  aber 

ein  Widerspruch  gegen  das  letzte  Ergebniss  des  vorhergehen- 
den Paragraphen,  indem  für  einen  solchen  früheren  Näherungs- 
bruch der  absolute  Betrag  von 

NMf^ra  --  Jlf  JVi^m  »wbt  <,  «ooderQ^  >  JVif.  —  if  JV« 

ist.  Demnach  kann  ^m  «ioer  Verkleinerang  dkr  Zablen 
Mb,  Ni  nur  eine  Vergr^^sserung  oder  ein  Konstantbfei^ 
ben  von  Y  und  NY  hervorgehen. 

IV.     Will  man  also  in  der  Gleichuns 

oder  auch  in  der  Gleichung 

(6)     "   bY^U^ay 

worin  •  ui^i  b  gegeben  sind,  die  ganzen  Zahlen  or  und  y  so 
bafttimmeii,  dass  mit  einer  Verkleinerung  der  Eineu  oder 
der  anderen  oder  Beider  eine  Vergrd^serung  oder  wenig-* 
stens  ein  Konatani^l eilten  des  absoluten  Werthes  Y'  von  Y 

verbanden  ist;  so  sind  die  Näherungsbrüche  von-r-diege- 
suchten  W^rth«  von—  und  sonst  keine. 

I  n.    tUUembrik^he  «lif  j^^H^en  und  negativen  ^uoiientem 

Lassen  wir  yntai  nnter  ^w  Quotienten  eines  Kettenbrncbs 
aaoii  negative  Zahlen»  sowie  die  Zahl  null  isn;  so  behalien 
•ffbiibar  die  Formeln  und  Gesetze  der  §§•  2  bis  5  und  12  bis  15 
(mit  Ausaabote  d«  SKblftSMntses  in  §.  15)  vollkommene  Gültigkeit* 

te  hat  nan  i.  B.  für  üTtt  [1,  3,  -2,  4,  0,  5]  folgende  Re- 
duktion 
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■     H 

a. 

M, 

iV. 

-2 

0 

1 

-1 

1 

0 

0 

l 

1 

1 

1 
2 

3 
-2 

4 
-7 

3 
-5 

,      _      -59      59 
•»••'-.42*42 

3 

4 

-24 

-17 

4 

0 

-7 

-5 

5 

5 

-59 

-42 

and  tut  K= 

:[-3, 

2,-1] 

• 

n 

0. 

Mn 

N. 

-2 

• 

0 

1 

-1 
0 

-3 

1 

-3 

0 
1 

also  Ezs^^-2 

1 

2 

-5 

2 

2 

-1 

2 

-1 

Wesentlich  ist,  dass  auch  bei  ganz  beliebigen  QaoHeoten 
Zähler  und  Nenner  eines  Näherangsbrocbes  stets  relativ  prim 
sind.  Im  Übrigen  sind  hier  die  Feblergränzen  im  AUge* 
meinen  sehr  ausgedehnt. 

$.  18.    MmiwiekeUiug  elitea  «eaieliteit  Amckea  Itt  Hmem 
Metienkrueh  wM  telllMrMeJbeit  %wMma%m. 

I.  Kettenbrüche  dieser  Art  ergeben  sich,  wenn  man 
bei  dem  Divisionsverfahren  behnf  Verwandlung  eines  gemei- 
nen Bruches  in  einen  Rettenbruch  von  dem  Prinzipe  der 
grössten  Subquotienten  (§.  10)  in  der  Weise  abweicht, 
dass  man  an  dieser  oder  jener  Stelle  einen  kleineren  oder 
grösseren  Quotienten  willköriich  annimmt.  Wollte  man  ia  die- 
ser willkürlichen  Weise  utNinterbrochen  fortfahren;  so  würde 
die  Entwickelung  endlos  sein.  Es  leuchtet  jedoch  ein,  dass  man 
an  jeder  Steile  der  Rechnung  zu  dem  Prinzipe  der  grössten 
Subquotienten  zurückkehren,  und  danach  Jede  noch  so  willkür- 
lich angefangene  Entwickelung  eines  Bruches  K  zam  Schiasse 
bringen  kann. 

Hierbei  bemerken  wir,  dass  wenn  von  Divisor  und  Dividend 
Einer  oder  Beid^  das  negative  Zeichen  haben,  wir  immer  anter 
einem  Subquotienten  einen  solchen  verstehen,  für  welchen 
der  Restbruch  positiv,  dagegen  unter  einem  Snperqao- 
ii'enten  einen  solchen,  für  welchen  der  Restbrach  neigativ 
wird,  ganz  nach  §.  10.  Wenn  demnach  M  and  JV  positiv  aind, 
ferner  x  und  y  z=i  \  -^  x  zwei  positive  Grössen  <;  i  bezeich- 
nen and 
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für  grösste  Sabq.  für  Jdeinsle  Sapei'q. 

ist^  so  hat  man 

für  grösste  Sabq.  fnr  kleiDsle  Superq. 

—  jV  ==*—(«  + ^)  +  y  —j^^-a  —  x 

13 
Im  nacbstekenden  Beispiele  für  Ä"  =  -j-  ist  die  Entwickelung' 

bis  zum  Quotienten  a»  =  —  3  willkürlich,  später  aber  streng  nach 
dem  Prinzipe  der  grössten  Sobgaotienten  geführt. 

13|2 
8' 

4|1 

A 

-1 15  -3  =  fl, 
'3 

1  2l2 
V 
0 

II.  Wenn  man  in  einer  solchen  Entwickelang  nur  Ein  Mal 
(etwa  bei  an)  von  dem  Prinzipe  der  grössten  Sabquotienten  ab- 
weicht; so  wird,  wenn  man  statt  des  grössten  Sabquotienten  a^  den 
Werth  fln  —  p  nimmt,  worin  p  irgend  eine  positive  Zahl  bezeichnen 
soll,  an+i  =  0  and  alle  folgenden  Quotienten  ^  0  werden :  wenn 
man  dagegen  statt  a^  den  Werth  ün-^rP  wnmi;  so  wird  an+i 
negativ,  also  <]  0,  und  alle  folgenden  Quotienten  ]]>  0  werden. 

Uli  Bei  Zulassung  negativer  Quotienten  kann  man  bewirken, 

A      C      ß 

dass  mehrere  beliebig  gegebene  Brüche  ir*  "jf  'j*  •  *  (oder  auch 

ganze  Zahlen,  welche  Brüche  mit  dem  Nenner  1  sind)  als  Nä- 
herungswerthe  Ein  und  desselben  Kettenbrachs  erscheinen.    Um 

Dies  zu  bewirken,  entwickelt  man  zuerst  den  Bruch  -j-  nach  dem 

Prinzipe  der  grössten  Subquotienten.     Darauf  geht  man  an  die 

c  o 

Entwickelung  von-^,  nimmt  aber  die  Quotienten  von -r- als  will* 

kürlichen  Anfang  der  Entwickelung  v(ft  -r,  und  fuhrt  darauf  die 

letztere  Entwickelung  nach  dem  Prinzipe  der  grössten  Subquo-^ 

e 
tienten  zum  Schlüsse«    Hierauf  entwickelt  man  ^,  schickt  dabei 

Sch«iner**  «BbttUmBt«  ÄMlytik.  3 
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mtMUckS  MUii69WrBCmß. 


inoiieiUea   der  ebco   erwähnten  Entwickelang  von  -j 

d 

▼oraaSy  a.  s.  w. 


•u  4a  EcOie  nach  die  Zahlen  ä»  7,  -^  als    Nä- 
eÖKs  Keitcnbniclia  erscheinen;   so  hat  man 

IT*)  5  10 

^  12.       .■  • 

T  t  I  15,1 
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Der  gesuchte  Kettenbrach  ist  also 

/r=[a,  1,  2,  -1,  1,  2,  6,  -1,  1,  5,  1,  4] 
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IV.  .Wir  machen  noch  auf  folgende  Beziehung  aafmedksani. 
Wenn    man     auf    den    letzten    Quotienten    des    Ketienbruohs 
[ooy  üi,..  ün]  erst  den  Quotienten  0  und  dann  die  vorstehenden' 
Quotienten  in  umgekehrter  Ordnung  und  mit  entgegengesetzten 
Zeichen  folgn»  lässt,  also  den  Kettenbruch 

bildet;  so  werden  sich  bei  dieser  Fortsetzung  des  gegebenen 
Ketienbruch«  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherong$bräch9  des- 
selben  in   umgekehrter  Reihenfolge  wiederholen. 

So  hat  man  z.  B.  für  den  Kettenbruch  [2,  1,  3,  0,  *3,  -1,  -2j, 
welcher  nach  Vorstehendem  die  Fortsetzung  dies  Kettenbruchs 
[2,  1,  3]  bildet, 


8 

On 

JM.        iV. 

-2 

0          1 

-1 

1          0 
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2          1                             . 
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3          1 
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Allgemein  erkennt 

man, 

dass 

[Oo,  ...    ön,    0, 

-On.  . 

.  .-«B-rl   =    [«0»  •  •  .    «»«-r-«] 

ist,   auch  dass  der  Gesammtwerlh  eines  Ketlenbruchs  nnverfin- 

dert  bleibt,    wenn  man  an 

denselben  nocb'  eine  Qaotienten- 

folge  wie 

- 

Mihänfl. 

§.  19.    JEniwiekeiung  eine»  negoH^en  HrucheB  In  einen  Met-^ 
tenhruch  mit  gr^ssten  Subquotienten. 

1.  Wenn  man  einen  negativen  Bruch  nach  dem  eben  ge- 
nannten Prinzipe  in  einen  Ketlenbruch  verwandelt;  so  ist  die 
Rechnung  an  keiner  Stelle  willkürlich.  Es  leuchtet  ein,  dass 
der  erste  Quotient  ao  entschieden  negativ,  alle  folgenden  aber 

51 
positiv  *>0  werden  müssen.    Z.  B.  K= — 7^^ 
'  •  '^.  W 

201-511-3  ,  Bl      r  «  o  4  Ol 

912012  n        fln  Mu  Nn 

[I8I  -2  Ol 

21914  -1  1  0 

Isl  0       ^3         *3  \ 

^IW'  2         4        -23  9 

^  3  2        -51  20 
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Da  der  Qaotient  flo=— rflindie  Nenner  N  nicht  ein- 
tritt; so  ist  klar,  dass  dieselben  stets  positiv  ausfallen  werden. 
Was  jedoch  die  Zähler  anlangt;  so  hat  man  Mo^=  ao=^ — ^9 
Mi  =  ao  ai-}-  1  =  —  (ööi  —  1).  Hieraas  ist  klar,  dass  alle 
Zähler  negativ  sein  werden,  und  dass  sich  n#  der  einzige 
Ml  für  den  besonderen  Fall  ao  =  —  1 9  ^i  =  1  bis  auf  null 
erheben  kann. 

II.  Man  kann  übrigens  nnbeschadet  aller  bisheri- 
gen Gesetze  die  Zeichen  der  Zähler  nnd  Nenner  aller  NShe- 
rangsbrüche  in  die  entgegengesetzten  verwandeln,  wodurch  im 
vorstehenden  Falle  die  Zähler  positiv  nnd  die  Nenner 
negativ  werden  würden.  Wenn  man  diese  Beziehung  gleich 
von  vorn  berein  beabsichtigte;  so  braucht  man  nur  die  Zeichen 
der  Zähler  und  Nenner  der   beiden  fingirten   Näherungsbri&che 

if_t  =  -^und  üLi  =-7v  omzukehren,  also  JLi  6=  -—  und  ÜLi  = 


1 


Q^ , .     ^^ 


0 


zu  schreiben.     Dies  wärde  in 

dem  obigen  Beispiele  geben 

n 

o. 

M.   '.     N, 

-2 

0          -1 

-1 

-l            0 
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-3 

3          -1 
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5          -2 
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23          -9 
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2 

51        -20 

Diese  Subslilotion 

von  - 

1  stau  1   für  JV.t  and  M.t  kana 

man  auch  dann  anwenden,  wenn  Zähler  und  Nenner  des  ent- 
wickelten Bruches  beide  negativ  sind,  um  hierdurch  eben  solche 
Näherungsbrüche    zu    erhalten.      Z.  B.    als    Entwickelun^    von 


K  = 


-5 


=  [3,  5] 
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§.  20.     Kntwiekelung  eine»  Bruche»  im  einen  MeHenh»-w^h 

mii  kleineien  Mt^^erfu^Henten. 

I.  Wenn  man  bei  der  Kettenbruchsentwickelung  das  Prin- 
zip der  kleinsten  Snperquotienten  zu  Grunde  legt;  so  leuchtet 
ein^  dass  alsdann  die  Rechnung  ebenso  wie  bei  dem  Prinzipe 
der  grössten  Subquotienten  vollkommen  bestimmt  ist.  Wenn 
Zähler  und  Nenner  des  zu  entwickelnden  Bruches  gleiche  Zeichen 
haben;  so  werden  die  Quotienten  negativ,  mit  Ausnahme  des 
ersten  «o,  welcher  positiv  und  >0  wird:  wenn  dieselben  je- 
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dodi  angleiche  Zeichen  haben;  so  werden  alle  Quotienten 
negativ,  indem  der  erste  «o  höchstens  bis  nail  ansteigen  kann. 
Da  der  absolute  Werth  jedes  Restes  kleiner  ist,  als  der  vor- 
hergehende Divisor;  so  leuchtet  ein,  dass  die  Rechnung  stets 
nur  eine  endliche  Länge  besitzen  kann.    Z.  B. 


^=T^  =  n^-3,  -1,  -3] 
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II.  Man  erkennt.  leicht,  dass  die  kleinsten  Superquotienten 
eines  negativen  Bruches  — K  die  negativen  Werthe  der 
grössten  Sobquotienten  des  positiven  Braches  JTsind. 

Allgemein  erhellet,  dass  wenn  K=[ao,  Oi,  Ot...]  und  hei 
Cmkehrnng  der  Zeichen  aller  Quotienten  K'  ^^  [-«o,  -at,  -Ot. . .] 
=  [a  0,  a't,  a'i...]  ist,  nach  dem  independenten  Gesetze  des  §.  12 

Jf»   =  «0,«  iVa   =01,, 

JT,  =  a'o,n  =  (- 1)"+'  ««,.  N\  =  o ,..  =  (-1)"«.,.  also 

if',= (-!)■'+»*,         ,iv.=r(-i)»iv^.         r.  =  -ir. 

ist  Es  werden  daher  alle  ZäUer  and  Nenner  der  Nähernngsbrttche 
Ton  K'  die  absolaten  Werthe  der  entsprechenden  Grössen  ans 
K  haben ,  jedoch  abwechselnd  mit  denselben  und  entgegenge- 
setzten Zeichen.  Ans  diesem  Umstände  erkennt  man,  dass  fttr 
iw  Nähemägshrfiche  eines  Kettenbraches  mit  lauter  nega- 
tiven  Quotienten  auch  die  fn  §.  6  und  7  Über  Fehl,ei^ 


. 


I  'I 


i 
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gräozen  and  relative  Kleinheit  der  Zahlen  fdr  Ketten- 
brvdie  mit  laater  positiven  Quotienten  entwick^Ueo  Ge*- 
setze  Gültigkeit  haben. 

f.  21.   WSaamMieim$uf  ektes  brachen  in  einen  Ketienbrueh  fltif 

mmmi^rUet^  gHf99ien  Sübquotienien. 

•UM- 

I.  Wenn  in  jr=  -rr      M  und  N  gleiche  Zeichen  haben, 

al5o  JT  positiv  ist;  so   sind   die  grössten  Subquotienten 

sämmtlich  positiv,  und   wenn  M  und  N  ungleiche  Zeichen 

haben,  also  JT  negativ  ist;   so  sind   die  kleinsten  Super- 

quotienten  sämmtlich  negativ.     Es  ist  also   in  den  Fällen, 

wo  die  Gültigkeit   aller  Fundamentalgesetze,    namentlich  der- 

i  jenigen    über    die    Fehlergränzen    und    die    relative    Kleinheil 

I  der  Zahlen,  wiinschenswerth  erscheint^  ralhsam,    die    positiven 

•  ßrüche  mit  grössten  Subquotienteti,  und   die    negativen  Brüche 

i  mit  kleinsten  Superquotientjen  zu  entwickeln. 

I  Nun  ist  klar,  dass  wenn  bei  irgend  einer  Division  der  Di- 

[  visor  und  der  Dividend  gleiche  Zeichen  haben,  der  grösste  Sub- 

quotient  auch  immer  diesen  Namen  verdient,  selbst  wenn   man 

nur  den  numerischen  Werth  des  Divisors  und  Dividends  ins 

Auge  fasst,    und  dass  wenii  der  Divisor  und  der  Dividend  an- 

!  gleiche  Zeichen  haben,   der  kleinste  Superquotient   bei   blosser 

'  Berücksichtigung  des   numerischen  Zablwertbes   des  Divisors 

und  Dividends,  ebenfalls  der  grösste  Subquotient  ist. 
^    '  Demnach  braucht  man,   um  den  obigen  Zweck    zu    errei^ 

\  chen,  gleichviel,  ob  K  positiv  oder  negativ  ist,  immer 

nur  die  numerisch  grössten  Subquotienten  auszuwerfen, 
indem  man  jedoch  unter  allen  Umständen  das  Zeichen  nach 
t  den  bekannten  Regeln  der  Division  bestimmt« 

Diese  Tbatsache  ist  von  Wichtigkeit,  weil  sie  den  Gedanken 
während  der  Rechnung  von  der  lästigen  Berücksichtigung  viel- 
facher Modalitäten  befreit, 

II.  Schliesslich  wird   noch    erinnert,    dass    der    reduzirte 

fi^ettenbruch  oder  der  letzte  Näherungsbruch   desselben^   wenn 

4-  M 
man  iV_2  =  1  und  M^i  »»=  1  genommen  hat,  sowol  für  ^t—Tt  als 


H!::'- 


~  N 


^  auch  für  — ä  stets  in  der  Form  J-irr,  dagegen  für  ^^^t_  u^l 

auch  für  j— ^  bald  in  der  Form  -i^,  bald  in  der  Form  ^-^ 

erscheint.  Will  man  die  nicht  erscheinende  Form  erzeugen; 
so  braucht  man  nadb  geschehener  Reductioq  nw  die^%ei(shen  dar 
Zähler  ond  Nenner  ^ller  Näberungswerthe  unaukehr««. 
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So  hat  man  z.  B. 

für  — 
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$.  22.    Entwiekelung  eines  BrueheB  in  einen  Mettenbrueh  mII 

nnmeriteh  kMnsien  Hewien. 

I.     E/s  leuchtet  ein,  dass  wenn  in  der  Formel 

a  den  grössten  Sub-  und  b  den  kleinsten  Superquotienten   von 

M 

-j^  bexeiehnet,  für  die  numerischen  Werthe  der  beiden  Reste 

R  und  S  nothwendig  £ine  der  drei  nachfolgenden  Beziehungen 
staUfinden  muss 


(2)    • 

B<^N, 

S>^N 

(3) 
(4) 

'    B     In, 

s<\n 

Man  kann  also  den  Quotienten  stets  so  wählen  (entweder 
als  grössten  Sub-  oder  als  kleinsten  Superquotienten),  dass  der 

numerische  Werth  des  Restes  ^  77  iV  ist. 

Eine  Entwicklung  dieser  Art  ist  besonders  darum  von  In- 
teresse, weil  in  derselben  die  nach  und  nach  auftretenden  Reste 
im  Allgemeinen  die  am  stärksten  konvergirende  Reihe  bil- 
den, also  in  den  meisten  Fällen  den  Kettenbruch  von  kleinstmög- 
Hcher  Länge  ergeben.  Durch  dieses  Verfahren  wird  denn  auch 
die  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen  Maassee  zwischen 
zwei  Zahten  M,  N  in  der  Regd  die  geringste  Reehnang  erfordern. 

38 
So  hat  man  z.  B.,  um  denj^nch  ^j  ^^  einen  Kettenbruch 

•     zu  verwandelil,  oder  um  das   grösste  gemeinschaftliebe  Maass 
vea  38  und  14  zu  ermitteln. 


EMmOrüeke. 


'bei  namerisch  kleinsten  Restea : 
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Im  iweiten  Falle  sind  also  nar  drei  Divisionen  and  Quo- 
fieoteo  zo  bilden,  während  man  im  ersten  Falle  derea  vier 
darzustellen  liat 

Es  lassen  sich  leicht  die  Gränzen  angeben,  welche  der  1., 
2^  3.,  .  .  .  Rest,  sowie  auch  der  1.,  2.,  3.,  .  .  .  Qaotient  bei  der 
vorstehenden  Kettenbruchsentwickelang,  nameriscb  genominen, 
jiicbt  obersleigen  können.  Man  hat  nämlich,  wenn  man  fol- 
gende Bezeichnung 

(5)  M=aoN-\'Ru  iV=aiÄi  +  Ä„  Äi  =  a,Ä,  +  Ä3  etc. 
zu  Grande  legt,  und  On  der  letzte  Quotient,  also  Rn  der  letzte 
Divisor  and  hn^i  ^=  0  ist, 
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-  Es  ist  klar^  dass  A.  jedenfalls  dann  der  letzte  Divisor  sein 
wird,  wenn  sein  Betrag  ■<  2,  also  «=  l  ist.  Demnadi  muss 
vermöge  dßs  vQrstdhenden  Beziehnng  (6) 

(7)  ^^^  ^  *^*'  ^'^'  ^  ^ 

smn,  wobei  jed6ch  «  >  0  vorausgesetzt  wird.     Hierin  bezeich- 
net «  -f-'  1  die  Anzahl  der  Quotienten  «o,  «i  .  .  .  o,  des  Ketten- 
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bruchs,   welcher  =  -^  ist.     Man  erkennt  also,  dass    die  Ket- 

tenbrochsentwickelong  mit  namerisch  kleinsten  Resten  von  einem 
Bruche,  dessen  Nenner 

N  ^        4  ist,  höchstens  2  Quotienten 

-8 

16 

32 

64 

128 

2S6 

512 

1024 

q.  s.  w.  besitzen  kann. 

IIL  Es  ist  noch  zu  beachten ,  dßss  weil  vom  Divisor  Ri 
an  jeder  Divisor  ^  dem  halben  Dividende  ist,  ein  jeder  Quo- 
tient von  Ol  an  ^~2  sein  mass. 

Aus  dieser  Beziehung  und  den   bekannten  Formeln  Mn=^ 

«■  ilm-l  + -^tf-«   ""<*    iVn=anJVB^l  +  iVn.t   folgt,     ddSS   SOWOl   dlO 

Zähler,  wie  die  Nenner  der  aufeinander  folgenden  Näbernngsr- 
brüehe  numerisch  stets  grösser  werden,  wenigstens  dass  nie- 
mals ein  späterer  Zähler  oder  Nenner  kleiner  seia  kann,  als 
ein  früherer.  Denn  wenn  dieses  Gesetz  bis  zum  Zeiger  n  —  1 
gilt,  wenn  also  numerisch  Jllfn-i  ^  dr  iUn^s  ist;  so  gilt  es  auch 
für  den  nächstfolgenden  Zeiger,  weil  nun  2  Mn-t  ^  ifn.!  ::i:  Mi^t, 
also  noch  weit  «her  a^  Jfa-i  ^  itfn-i  i  •"'»-«  ^^^^  «bÄ-i  ^  -Mn-j 
>  Jlfn-i  d.  i.  Mn  ^  iUfn-i  ist.  Jcnes  Gesetz  kann  aber  leicht  für 
die  Zeiger  0  und  1  dargethan  werden;  es  gilt  mithin  allgemein. 
Aus   diesem   fortwährenden   Wachsthume  der  Zähler  und 

Nenner  der  Näherungsbrüche  folgt  auch,  dass  die  Werlha   der 

l 
Grössen  -j^  mit  wachsendem  Zeiger  n    immer    kleiner   werden. 

Demnach  erkennt  man  aus  den  Formeln    des   §.  6,   dass    der 

Unterschied  zwischen  je    zwei    benachbarten  Näherungsbrüchen 

oder  zwischen  einem  Näherungsbrudie  und  dem  Gesammiwerthe 

'  des  ganzen  Keltenbrnchs  immer  mehr  abnimmt,   je  höher  die 

Zeiger  der  Näherungsbrüche  genommen  werden. 

» 

§.  23.    MeUeubrüche  nach  4em  SuBirmkHm$Mprinmipe. 

I.  Gleichviel,  ob  die  Quotienten  ao,  ax  .  .  .  eines  Ketten- 
bruchs positiv  oder  negativ  waren  ^  immer  haben  wir  bisher 
vorausgesetzt,  dass  die  Glieder  des  Kettenbruchs  durch  Addi- 
tion verbunden  seien.  Jetzt  wollen  wir  zur  Betrachtung  sol- 
cher übergehen,  in  welchen  die  Glieder  durchgängig  durch 
Subtraktion  verknüpft  sind,. wie  in 


« 


01  —  1 


0,-^1 


as  —  etc.  ' 

wobei  cbeofalls  die  Quotienten  ffo^ai;  ^i  .  .  .  positiv  und  ne- 
gativ sein  können.  Wäre  der  erste  Quotient  ao  =  0;  so  stände 
vor  dem  eigentlichen  Keltenbrache  ddä  pichen  — ,  wie  bei 

-1^ 

01  —  1 


at  —  etc. 

Wenn  es  darauf  ankommt,  diese  beiden  Arten  zu  unter- 
scheiden; so  werden  wir  die  erstere  Kettenbrüche  nach 
dem  Additionsprinzipe  nennen  und  mit  jr(-4-)  *=>e  [ao/ ^i; 
Ö5  .  .  .]  (-|-)  bezeichnen:  dagegen  wiBrden  wh*  die  letztere 
Kettenbrüehe  nach  dem  Sabtraktionsprinzipe  neoneti 
und  mit  K{—)  =  [ao,  «i,  «i  .  .  .]  (— )  bezeichnen. 

Reden  wir  jetzt  ausschliesslich  von  der  letzteren  Art.  Bei 
einer  leicht  verständlichen  Übertragung  der  früheren  Bezeuch- 
nungsweise  auf  die  gegenwärtigen  Zahlfonnen  findet  man  in  einer 
der  Entwiekeiung  des  §.  3  ähnlichen  Weise  folgendes  Reknr- 
sionsgesetz  fär  die  Zähler  und  Nenner  der  Näfaerungsbröche 

(1)  Mn  =  an  Mn-i  —  itfn-2  Na  =  «n  iVn-i   —  N^-t 

Ausserdem  hat  man 

/2N  wr  -^»  —  ^B-i  ^n 


worin  Xn  = 


1 


1 


iVn.ij:, 


«n-h»  —  .^«+1         .  «»+1 


1 


<ia+» —  etc.  ist. 


II.     Damit  diese  Gesetze  schon  für  den  Zeiger  n  =i=  0  Gül- 
tigkeit erlangen,  mus«  man  )uer  dii^  Grössen 

Jtf.,  =  0  iV.,  =  —  1 

fiagiren.  Alsdann  kann  man  die  Reduktion  eiAes  Kettenbruchs 
nach  einem  dem  früheren  ähnlichen  Schema  ausführen.  So 
hat  man  z.  B. 


für  ir  (-)  =  [3,  5,  1,  4]  (-) 


fürif(-)  =  [0,5,l,4]{— ) 


-2 

0 

-1 

-1 

• 

1 

0 

0 

d 

3 

1 

1 

•'S 

14 

5 

2 

;  1 

11 

4 

3 

4 

30 

14 

-2 

-I 
0 
1 
2 
3 


0 
5 
1 
4 


0 

1 

0 

-1 
-t 

-8 


-1 
0 
1 

5 

4 

11 


S.  26,    Eniwieheiung  naek  dem  Sv^aüUionsprinztpe.       4S 

1 
multiplizirt,  = j  geschrieben  werden  kann.    Hiera^cb 

-a-j 
hat  man  offienbar 

[öff,  fll,  flt,  Bs,  «4,  «6  .  .  .]  (+)  =  [öo,  -öl,  «1,  -Ö8,  ö*,  -«6  .  .  .]    (— ) 

und 

[öt,  fll,  02,  «8^  a*,  «5  .  .  .]  ( )  ==  [äO,  -öl,  ÖS,  -Ö8,  Ö4,  -Ä6  .  .  •]    (+) 

Kehrt  man  also  die  Zeichen  aller  Quotienten  mit  un paa- 
ren Zeigern  mn^  so  geht  der  gegebene  Kettenbrueh  von  der 
Einen  Art  in  einen  ihm  .glei^hieci  von  der  andaren  Art  über. 
So  hat  man  z.  B. 

[2,  4,  -3,  -1,  5]  (+)  =  [2,  -4,  -3,  1,  5]  (-)  - 


n 

«> 

Mn 

JV, 

R 

«B 

Ma 

N. 

-2 

0 

1 

-2 

0 

"i 

-1 

1 

o 

-1 

4 

0 

0 

2 

2 

1 

0 

2 

2 

1 

1 

4 

9 

4 

1 

-4 

-9 

-4 

2 

-3 

-25 

-11 

2 

-3 

25 

11 

3 

-1 

34 

15 

3 

1 

34 

15 

4 

5 

145 

64 

4 

5 

145 

64 

Hieraus  folgt  zugleich,  dass  wenn  in  einem  Kettenbruche 
nach  dem  Subtraktionsprinztpe  die  Zeichen  aller  Quotienten  von 
paaren  Zeigern  gleich  und  die  Zeichen  aller  Quotienten  von 
unpaaren  Zeigern  ebenfalls  gleich,  aber  den  ersteren  entge- 
gengesetzt sind,  derselbe  sich  in  einen  Kettenbruch  nach  dem 
Additionsprinzipe  mit  lauter  Quotienten  von  gleichen  Zeichen 
verwandeln  lässt,  dass  also  nach  §.  20,  II  die  Nähernngswerthe 
des  ersteren  auch  den  für  den  letzteren  in  §.  6  und  7  nachge- 
wiesenen Gesetzen  hinsichtlich  der  Fehlergränzen  und  der 
relativen  Kleinheit  der  Zahlen  Folge  leisten. 

$.  26.   Mmmfiek44tmg  eiltet  jß^mekMn  JtmeJke«  In  iiwgn  Metien' 
drueA  nuth  dem  BubtraktimufirimiHpe. 

I.  Man  schlägt  hier  ein  dem  früheren  ganz  gleiches  Divi-* 
sioDSv^rfahren  ein,  ehe  man  jedoch  mit  einem  verbliebenen 
Reste  in  den  vorhergehenden  Divisor  djvidirt,  hat  man  das 
Zeichen  jenes  Restes  in  das  entgegengesetztezn ver- 
wandeln. 

Im  Übrigen  kann  man  auch  hier  sowol  Sub-,  wie  Super- 

qnotienteli  ndimen.  Die  bemerkenswerthesten  Fälle  sind  folgende. 

M 
1)  Zähler  und  Nenner   des  zu  entwickelnden   Bruches  -j^ 

17       -17 
haben  gleiche  Zeichen,  wie  in  -k  == — ^* 

ö  —  o 


1 


kleiosteo    Superqaotienten 


5174 
'20 


1 


a. 


0 


-2 

-! 

0 

1 

2 


4 
2 
3 


0 
1 
4 

7 
17 


-t 
0 
1 
2 
5 


i    VoB  den  grScstea  Sabqaotienten   ist  der    erste 
m,  positiv,  alle  übrigen  negativ. 


X'^^  ^=l3.-3,-2J(-) 

V 


n 
-2 
-1 
0 
1 
2 


a, 


3 
-8 
-2 


0 
1 
8 
-1« 
IT 


-1 
0 

1 

-3 
5 


l|-2|-2 
-2 

0 

_e)  Lägst  man  einen  grössten  Sabqaoti«atea  Oo»  «i,  a« .  ■ . 
mit  einem  kleinsjten  Saperqnotienten  Oi,  a«,  «t  ■ .  >  ab- 
wechseln; so  werden  die  ersteren  säramüich  positiv  and  die 
letzteren  negativ. 


511713 
'15' 


H  =  [3,  2,  2]  (-) 


-2|5-2 

_£ 
-l|-2f2 

0 


n 

«. 

M, 

iV. 

-2 

0 

-t 

-1 

1 

0 

0 

3 

3 

1 

1 

-2 

-7 

-2 

3 

2 

-17 

-5 

M 


2)  ZäUer  mi  NeaiMr  4m  BniclMS  ^  lidw*   entgegen- 

17       -17        17 
gesetzte  Zeichen,   wie  in j=  — ^  =s  _ 

a)  Alsdann  sind  die  grSssten  Subquotienten  skmmt- 
lieh  negativ. 

51-171-4 
-20' 


-  ^  =  [-4.  -2»  -3]  (-) 


T|-3|-3 
-3' 

0 


n 

a. 

ilf. 

iV. 

-2 

a 

-1 

-1 

■ 

1 

0 

0 

-4 

-4  . 

1 

1 

-2 

7 

-2 

2 

-3 

-17 

5 

§,  26..  VittmokeUng  nach  dem  SukinAtien^frinzipe.        41 

i)  Voa'<leQ  klein slen  Sopei^qQOiienien  ist  der  erste 
«9  negatlTy  alle  äbrfgeü  positiv. 


V,r    L'-l^Mm-) 


n 

a. 

Mo' 

•iv. 

-2 

0 

-1 

-1 

1 

0 

0 

-3 

-3 

1 

1 

3 

-10 

3 

2 

2 

-17 

5 

n 

.«. 

Ä. 

jy« 

-2 

0 

-1, 

-1 

l 

0 

0 

-3 

-3 

1 

1 

2 

-7 

2 

2 

-2 

17 

-5 

21513 
'6* 

Tl2l2 

'2 

1) 

c)  Lässi  man  eineo  kleinsten  Super qaotiente&Oo)  ^ 
«4 «  .  .  mit.eiiiem  grössien  Sabgaotienten  tn,  aty  ag  .  i  « 
abwechseln;  so  werden  die  ersteren  säoimtlich  negativ 
und  die  letzteren  jpositiv. 

IJ-ä     _  !|  =  ,.,,,, -j,  (_, 

21512 

-1|2|-« 
1 

II.  Will  man  Gelegenheit  haben^  auf  die  Entwickelang 
nach  dem  Subtraktionsprinzipe  auch  die  Gesetze  hinsichtlich  der 
Fehlergränzen  und  der  relativen  Kleinheit  der  Zah- 
len in  Anwendung  zu  bringen;  so  folgt  aus  Vorstehendem 
und  aus  §.  25^  dass  man  bei  einem  positiven  Bruche  für 
äo,  as,  04  .  .  .  die  grössten  Subquotienten  und  für  au  as>  a«  .  .  . 
die  kleinsten  Superquotienten ,  dass  man  dagegen  bei  einem 
negativen  Bruche  für  ao,  at,  04  •  •  .  die  kleinsten  Superquo- 
tienten  und  für  a^  az,  a$  ,  ,  .  die  grösssten  Subquotienten  neh- 
men müsse.  Die  Entwickelung  in  diesen  beiden  Fällen  wird 
stets  eine  endliche  sein.  Dies  erhellet  nicht  bloss  daraus, 
dass  eine  Umkehrung  der  Zeichen  resp.  der  Quotienten  von 
unpaaren  oder  von  paaren  Zeigern  dieselben  Quotienten  erzeugt^ 
welche  man  nach  dem  Additionsprinzipe  resp.  bei  grössten  Sub- 
quotienten oder  kleinsten  Superquo tienten  erhalten  würde,  son- 
dern auch  daraus,  dass  jeder  Rest,  absolut  genommen,  immer 
kleiner  ist,  als  der  vorhergehende  Divisor. 

Es  ist  aber  hier,  wie  in  §.  21  Tür  die  Entwickelung  nach 
dem  Additionsprinzipe,  von  besonderer,  ja  von  noch  grösserer 
Wichtigkeit^  dass  in  den  eben  genannten  beiden  Fällen,  welche 
sonst  eine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  während  der  Rech- 
nung erfordern  würden,  die  sieh  ergebenden  Quotienten  stets 
die  numerisch  grössten  Subquotienten  sind. 


48 


EnUr  AktdmUL    Endüdhe  Keltenbrüdke. 


Man  wird  dso,  zor  Erreichang  des  bezeichntfbea  Zweckes, 
sowol  bei  dem  Addiüons-,  als  «ich  bei  dem  Sabiraktionsprin* 
zipe,  gleichviel  ob  mao  es  mit  positiven  oder  mit  negativeo 
Brachen  za  than  hat,  stets  die  namerisch  gr^ssten  Sab- 
qaotienten  aaswerfen,  dabei  aber  das  Zeichen  nach  den 
Regeln  der  Division  verändern,  and  überhaapt  das  eigentliche 
Wesen  resp.  des  Additions-  oder  des  Sabtraktionspriozipes  im 
Aage  behalten. 

III.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  man  aach  bei  dem 
Sabtraktionsprinzipe  die  in  §.  22  beschriebene  Entwickelang 
mit  namerisch  kleinsten  Resten  zor  Anwendoog  bringen 
and  daraas  die  schon  froher  bezeichneten  VorihcUe  erwarten 
kann. 

IV.  Aach  hier  gilt  die  Bemerkung^  dass  wenn  Zähler  and 
Nenner  des  letzten  Nähernngswerthes  das  entgegengesetzte  Zei- 
dien  von  Zähler  and' Nenner  des  entwickelten  Braches  haben 
sollten,  man  die  Zeichen  der  Zähler  and  Nenner  aller  N^emngs- 
koche  amkehren  kann,  am  dadarch  den  redazirten  Kettenbradi 
mit  dem  gegebenen  vollständig  za  identifiziren,  was  bcti  manchen 
Rechnnngen  ein  Erforderniss  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  —  i|  =  [-3,  2,  -2]  (— ) 


eben  sowol: 

a 

Is  ancl 

i: 

n        a„ 

J»f. 

K 

n 

a. 

Ma 

N, 

-2 

0 

-1 

-2 

0 

1 

-1 

1 

0 

-1 

-l 

0 

0        -3 

-3 

l 

0 

-3 

3 

-1 

1           2 

-7 

2 

l 

2 

7 

-2 

2        -2 

17 

-5 

2 

-2 

-17 

5 

Zweiter  Alutcluiitt 

jLiin<lftiiiig^  der  nnliefitfiiimteii 
in  trimzen  XsMen» 


$.  27.    AUffemetite  Begrifft  ««ii  WTBei'Mtmgen. 

.  L  Wenn  dio  AnEabl  gegebener  GleichujQjj^en  kleiner  ist,  alfi 
die  Anzahl  der  darin  vorkommenden  unbekannlen  Grössen;  so 
beisse^  die  Gleicbangen  $cblecsbibin  unbes.timmte.  Verlangt 
man  jedoch^  dass  die  Unbekannten  gan^e  oder  überbaupt  ra- 
•tionale  Zablen  $eien;  so  nennt  man  jene  Gleicbungen  zur 
besseren.  Unterscheidung  wol  d  i  o  pba n  M  s  ch  e»  nach  J>  i  o  pb  a  n- 
tus,  welcher  derartige  Aufgaben  zuerst  gestellt  bat.  ladessen 
ist  es  jetzt  fast  allgemein  üblich»  sieb  auch  im  letzteren  FaUe 
der Bezeidinung  »unbestimmte  Gleichungen«  zu  bedienen 
und  da,  wo  qs  zur  Vermeiduqg  von  Miäsverstäqdoissen  nöthi|^ 
ist,  ausdrücklich  zu  bemerken,  dass  es  sich  um  eine  AuflesMng 
in  ganzen  oder  rationalen  Zahlen  handele.  Die  luier- 
her  gehörigen  Lebren  begreift  man .  unter  dem  Namen  der  un- 
bestimmten  Analytik,  auch  wol  der  diophantei^cben 
Analysis.  Das  Wesen  der  ganzen  Zahl  spielt  hierbei  eine 
Hatti»ti>eHe,  und  demzofolge  wM  ^eser  Ge^pmlAi^  aaoh  4er 
allgemeinen  HUtitersocfaiing  über  die  Gesetze  ^er  ganwen  Zahlen 
einverleibt,  welche  von  JLegendre  den  Kernen  Theorie  der 
Zahlen  erhalten  hat. 

Im  gegeawärtigeo  AbsehniUiie  baban  mir  ßs  nur  v^it  -Glei- 
ebnAf^  vom  eTStlea  Grade  mit  r«^wlep  Koeffizienten  jtx 
theo.  YeyrlaBgie  man  bloss  A^flösangen  in  xatioo.aJen  Zah- 
len 5  00  wwrdM  die  ge^öUvIf eben  A4iflös«9i^smetbodeii  voUfcom- 
noien  aiisreiehen..  JMan  brani^bte,  ^enn  rnGkicbungenmit^-f-^ 
Unbekaanteo  igegeben  wären,  nur  für  4()  JUi^ieliannte  b.eiiej>igie 
raitienal«  WerAe  oder  .ailg^mekie  ZeicbßP,  wßlcbe  der^surtige 
rationale  Grössen  vertreten  sollen,,  zu  snbsütoiren  Mnd  <He 
Gleichungen  für  die  übrigen  m  Unbi^annten  aufzulösen.  Das 
Resultat  muss  nothwendig    auch   für    diese   letzteren  m  Unbe- 

ScbeSler's  «nbestiauit«  Analytik.  4 
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Zweiter  Abschnitt.     Unbeet.  Gl  vom  ersten  Grade. 


kannten  rationale  Werthe  ergeben«  Demnach  lassen  wir  die 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  in 
rationalen  Zahlen  ganz  ausser  Acht,  und  beschäftigen  ans 
nur  mit  deren  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen. 

II.  Zunächst  nehmen  wir  an,  es  sei  eine  einzige  Gleichung 
mit  zwei  Unbekannten,  deren  allgemeinste  Form 

ax  -\-by  =  k 
ifit,  gegeben.  Wären  die  Koeffizienten  a,  h,k  Brüche;  so 
brauchte  man  die  ganze  Gleichung  nur  mit  einem  Generaliienner 
dieser  Brüche  zu  multipliziren ,  nm  lauter  ganze  Rbeflizienten 
VI  erhadten.  Wir  sehaen  alao  i^idi  von  verq  hereki  gante 
Koeffizienten  voraus*  Dieselben  können  übrigens  positiv 
oder  negativ  sein,  wie  denn  auch  im  ANgemetnen  für  die  Un- 
bekannten X  und  y  nur  ganze,  positive  oder  negative  Werthe 
erwartet  werden« 

III.  Hätten  die  drei  Koeffizienten  a,  h,hwk  gemeinschaft- 
liches Maass;  so  könnte  die  ganze  Gleichung  damit  dividirt 
werden.  Wir  nehmen  also  an,  a,  h,  k  haben  kein  gemeinschaft- 
liches Maass. 

Ehe  man  hiernach  zur  Auflösung  schreitet,  bat  man  zu 
untersuchen,  ob  die  beiden  Koeffizienten  a  and  b  der  Unbe- 
kannten für  sich  allein  ein  gemeinschaftliches  Maass  (ausser  1 
oder  —  1)  besitzen.  Ereignete  sich  Dies  5  so  wäre  die  Anfld- 
sung  in  ganzen  Zahlen  unmöglich:  denn  es  Hesse  sich  als- 
dann für  alle  ganzen  Werthe  von  (v  und  y  stets  die  linke  Seite 
der  gegebenen  Gleichung  durch  das  gemeinschaflliche  Maass 
von  a  und  b  ohne  Rest  theilen,  nicht  aber  die  rechte.  Es 
wird  bemerkt;  dass  nur  unter  den  letzteren  Umständen  die 
verlangte  Auflösung  unmöglich  ist,  dass  dieselbe  aber,  wie  aus 
Nachstehendem  erhellet,  stets  möglich  ist,  wenn  a  und  b  rela- 
tive Primzahlen  sind. 

§.  28.    AmfMeunf  Khter  Gieiehrnrng  mU  mwei  UHkH^mmmiem 
durch  Meamderwmg  der  grdwten  Gunaem. 

I.  Nach  Euler  kann  man  die  Auflösung  der  Gleichang 
(1)  ax  -^  by  :=  k 

in  ganzen  Zal^len  folgendermaassen  bewirken.  Man  sdbafit  die 
mit  dem  (absolut)  grösseren  Koeffizienten  behaftete  Unbekannte 
anf  die  rechte  Seite  und  dividirt  durch  den  kleineren  Koeffi- 
zienten^  lös't  also  in  allgemeiner  Form  die  gegebene  (Heichnng 
zuvörderst  für  diejenige  Unbekannte  auf,  welche  mit 
dem  absolut  kleineren  Koeffizienten  behaftet  ist 
Wenn  also  dem  absoluten  Werthe  nach  i  <  a;  so  iös't  mao 
für  y  auf  und  setzt 

k  —  ax       k       a 
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Jetzt  sondert  luan  aas  den  absoluten  Werthen  der  Brüche 

k  a 

X-  und  -j-  die  grössten  Ganzen  ab,  und   schreibt  demnach^  wenn 

k  ,    r  a  .8 

also  der  absolute  Werlh  von  r  und  «  <^.  6  ist, 

«* ff  />• 

y  =  m  —  na?  -] v =  m  —  na?  +  tri 

Jetzt  liegt,  indem  man r =  Wx    setzt,  der  Schkiss 

nahe,  dass  wenn  x  und  y  ganze  Zahlen  sein  sollen,  nothwendig 
auch  Wi  eine  solche  sein  muss,  und  umgekehrt,  dass  wenn  x 
und  Wi  ganze  Zahlen  sind,  auch  y  eine  solche  sein  wird.  Wir 
haben  also  die  Gleichung 

(2)  Ll_L£  =  «,. 

mit  den  beiden  Unbekannten  x  und  Wi  in  ganzen  Zahlen  auf- 
zulösen. 

Zu  diesem  Ende  multiplizirt  man  mit  (  und  lös't,  da  #  <C  & 
ist,  Tür  X  auf;  dies  gibt  erst  r  —  s  x=^bWi  uiid  dann 

r  —  b  Wi r         b 

8  8  8 

Hierauf  sondert  man  wie  vorhin  aus  den  Brüchen  —   und 

8 

—  die  grössten  Ganzen   ab,    was,    wenn  — =  mi -\ ,  —  = 

8  ^  '  '  8  ^88 

ni  -| ,  also  Ti  und  8i  <  8.  ist, 

+   fi  —  *itf?i  , 
£==  mi  —  niWi  +  Wi 
8  ' 

ergibt.     Jetzt  wiederholt  sich  der  frühere  Schluss,  dass   wenn 

X  und  Wi  ganze  Zahlen  sein  sollen,  auch  — ^ — -  =  u?i  eine 

solche  sein  muss,  und  umgekehrt^  dass  wenn  Wi  und  tr«  ganze 
Zahlen  sind,  auch  x  eine  solche  sein  wird.  Demnach  hat  man 
die  neue  Gleichung 

(3) =  Wi  oder  n  —  *i  iti  =  «  ipi 

für  die  beiden  Unbekannten  tri  und  tri  in  ganzen  Zahlen  auf- 
zulösen. 

Zu  diesem  £nde  lös't  man,  da  8i  <^  8  ist,  für  Wi,  nämlich 
immer  für  die  ältere  Unbekannte  auf  und  wiederholt  die 
obige  Operation.    Das  gibt  jetzt  die  Ausdrücke 

4  * 


6%         Zwetim-  Ab$wkniU.     Unkest.  Gl  nom  ersien  Grade. 

r^  —  su>t        ri        9  ,    fs  —  <j  tPj 

Wi  =  = tTs   =  OTj    —    «t  M78   H =- 

=  ms  —  W2  tTs  -f-  W?3 

(4)  : =  tt?8  oder  u  —  «iVt  =  »iITs 

worin  rs  und  8%  <[  «t  ist»  ferner  die  Ausdrücke 

fj  —  «iM?8           Tj            «1                                                    ,      fs —  8iW% 
K7,   =    = tt7s   =    «^3    Wg  tTs    "i 

=  ms   —   Ws  M?3  +  Wk 

(5)  -^ ^-  =  Wk  oder  rs  —  «3 1£?3  =  «2  MJ4  also 

«2 

(6)  t(?3  =  ' 

*3      • 

worin  rs  und  «3  <C  *«  'st,  u,  s.  w. 

11.  i)a  nun  die  absoluten  Werthe  der  Zahlen  a,  6,  «,  ^1» 
8iy  8z  .  ,  ,  ,  eine  abnehmende '  Reihe  büden,  und  a  und  6  kein 
gemeinscbaftliches  Maass  besitzen;  so  muss  eine  Fortsetzung  d^s 
vorstehenden  Verfahrens  endh'ch  auf  eine  Formel  führen,  welehe 
wie  die  GK  (6)  gebildet  ist,  worin  aber  der  absolute  Werib  des 
Nenners  =  1,  also  «3  =  J^  ^>  mithin 

(7)  M?3  =  -j^  (rs  —  «2  Wk) 
ist. 

Diese  Formel  wird  für  jeden  beliebigen  ganzen  Wertb, 
den  man  anstatt  iok  darin  setzen  möge,  erfüllt^  und  aus  dem 
Obigen  ist  zugleich  klar,  dassauch  nur  ganze  Werthe  für 
Wk  gesetzt  werden  dürfen. 

Man  behält  also  Wk  als  willkürliche  Grösse,  welcher 
alle  ganz«  Werthe  der  unendlichen  Reihe  ...  —  2,  —  1,  0^  1,  2... 
beigelegt  werden  können,  in  der  Auflösung  bei,  und  substitnirt 
nun,  indem  man  die  rückwärts  laufende  Reihe  der  Gleichungen 

/    tTs  =  +  (rs  —  8ttDk) 

\  tTs  =  ms  —  mwz  —  Wk 


(8)  l  w, 


tTs 


i    of  =mi  —  «i  tt?i  -|-  M?i 

(  y  =7n  -—  n  X  -f"^i 
vor  Augen  nimmt,  die  Werthe  der  Grössen  w  mit  späteren  Zei- 
gern in  die  Werthe  dieser  Grössen  mit  früheren  Zeigern  und 
zuletzt  in  die  Werthe  von  x  und  y.  Die  hierdurch  für  a;  und 
y  sich  ergebenden  Ausdrücke  enthalten  alsdadn  die  Willkürliche 
Wkj  welche  wir  kürzer  mit  w  bezeichnen  wollen,  und  stellen  in 
der,  F4>vtn 

(9)  X=p-^qw  y=p,  -fy^tt, 

wovon  p,  q,  ft,  qt  aus  lauier  bekannten;  Zahlen  zusamaaenge-- 
setzt  sidd^  die  aUg^meioe  Attflöütog  der  gegebenen  Gleidbwg 
dar. 
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III.  Aus  dem  Vorstefaend^n  erhellet,  dass  es  andere  Auflösun- 
gen, als  solche,  welche  sich  für  u?  ==  ♦ . .  -a,  -2,  -1  ^  ,0,  j ,  2,  3  . . . 
herausstellen,  nicht  geben  kann. 

Wenn  man  aber  erst  eine  einzige  spezielle  Auftösang  für 
X  und  y  berechnet  hat,  was  am  einfachsten  immer  für  w=  0 
geschieht,  indem  man  hierfür  x=p,  y  ===pi  hat;  so  ergeben 
sich  daraus  leicht  alle  übrigen,  indem  man  zu  einem  früheren 
Werthe  von  a;  immer  die  Zahl  q  und  zu  dem  korrespondirenden 
Werlhe  von  y  die  Zahl  qi  entweder  addirt  oder  subtrahirt. 
Denn  es  ist  klär,  dass  wenn  sich  tc  um  + 1  ändert,  a;  sich  um 
+  9  und  y  sich  um  +?!  ändern  muss. 

IV.  Im  Laufe  der  obigen  Rechnung  kann  es  sich  ereignen. 
Eine  der  mit  r  bezeichneten  Grössen  und  damit  alle  fol- 
genden verschwinden  oder  =  0  werden.  Dieser  Umstand  ändert 
an  dem  beschriebenen  Verfahren  Nichts.. 

Es  könnte  sogar  gleich  von  vorn  herein  das  bekannte  Glied 
in  der  gegebenen  Gleichung  fehlen  oder  k  =  0  sein,  indem 
man  dann 

(10)  ax-\-by=0 

hätte.  Auch  dann  verfährt  man  genau  nach  der  gegebenen 
Regel.  Man  bemerkt  jedoch  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die 
gesuchte  Auflösung  sou>rt 

(U)  x  =  bw  y==  —  aw 

ist. 

V.  Hätten  die  beiden  Koeffizienten  a  und  b  einen  gleichen 
absoluten  Werth,  welcher,  da  beide  relativ  prini  SiBin  müssen, 
nur  ==  l  sein  könnte,  oder  hätte  auch  nur  ein  einziger  dieser 
beiden  Koeffizienten  den  absoluten  Werth  1 ,  sodass  also  die 
gegebene  Gleichung 

(12)  ax^y^k 

wäre;  so  würde  man  für  die  mit  dem  Koeffizienten  1  behaftete 
Unbekannte  den  Werth  y  =  Ä  —  ax  erhalten,  worin  die  andere 
Unbekannte  x  sofort  die  Stelle  der  obigen  Willkürlichen  w  ver- 
träte, sodass  die  gesuchte  Auflösung 

(13)  a?=w?        y  =  k  —  aw 
wäre. 

VI.  In  dem  unmöglichen  Falle^  wo  a  und  b  ein  gemein- 
schaftliches Maass  haben,  würden,  wenn  man  die  obige  Rechnung 
in  Anwendung  bringen  wollte,  die  Nenner  der  beiden  Unbekann- 
ten, von  welchen  die  Gleichung  eben  abhängig  ist,  eher  ver- 
schwinden, als  der  Nenner  des  bekannten  Gliedes,  und  Dies 
würde  die  unmögliche  Forderuiig  enthalten ,  dass  ein  Bruch 
(dessen  Nenner  nicht  =1  ist)  gleich  einer  ganzen  Zahl  sei. 


lUMf.  GL  vom  eriten  Grade. 
Ecispiel  1.    Es  sei  gegeben 


37-25X 

^=         13         =2-^  + 

II  — 12jr 


25x+13y=3T 

11  —  I2a? 


11  — 13ict 
12 


13 

=  —  Wl  + 

11   —   Wi 

12 


13 

11   —   ITi 


=  2  —  j?  +  •^'' 


12 

IT 


=   —   tVi   -j-    tt? 


iri  =  11  —  12ir 
folglich  darch  rückwärts  gehende  Substitution 

07=  —  (11  — 12ir)  +  tr=—  11  +  13«? 

y  =  2  —  (—  11  +  13ir)  +  (11  —  I2w]  =  24  —  25  u? 

Dies  gibt  unter  Anderem   folgende  spezielle  Auflösungen 

für  M?  =  .  .  .       -3       -2       -1         0  1       2  3  .  .  . 

a?  =  .  .  .     -50     -37     -24     -11  2     15  28... 

y=:.;.       99        74       49       24  -1-26  -51... 

Nach  rechts  setzt  sich  die  Reihe  der  x  und  y  resp.  durch 
Addition  von  13  und  -25,  nach  links  dagegen  resp.  durch  Sub- 
traktion von  13  und  -25  fort. 

Beispiel  2.     Es  sei  gegeben 

2347  —  15y=  30 
Alsdann  hat  man 


—  30-|-23jr  o  _J_       I    ^^  Ol  i 


U>i 


8x 
15 


=  Wi 


X  ==    — ^  =   Wi  -| —  =  Wi  -^  Wi 


7wi 

8 


=   Wi 


Swt  .    Wi  , 

Wi  ==  -y-  =   Wi   -]-   —=  Wi-\-W 


7 


w 


Wi  =  7  w 
folglich  durch  rückwärts  gehende  Substitution 
Wi  =  7«?  4-     tr  =    8w 
X  =  8«?--  7tt?  =  15M? 
y  =  -2  +  15m?4-    %w  ==  —  2  -f-  23  ti? 


Dies  gibt  unter  Anderem  folgende  spezielle  ApfUHnangen 
für  tt?  =  .  .  .     -3       -2       -1       0       1       2       3  .  .  . 
ar  =s=  .  .  .  -45     -30     -15       0     15     30     45.... 
y  =  .  .  .  -71     -48    -25    -2     21     44.67... 
N^d»  rechts  setzt  sich  die  Reihe  der  w  und  y  resp.  durch 
Addition  von  15  und  23^  nach  links  dagegen  resp.  durch  Sub- 
traktion von  15  und  23  fort. 

Beispiel  3.    Es  sei  gegeben 

13a?--  |7y  =  0 
Hier  hat  man  sofort 

a?  =  17t(?  y  =:  13|o 

also  als  spezielle  Auflösungen  ^ 

für  w  =  .  ♦  .     -3       -2       -1     0       1       2       3  .  .  . 
a?  =  .  .  .  -51     -34     -17     0     17     34     51  .  .  . 
y  =  .  .  .  -39     -26     -13     0     13     26     39,.. 
Beispiel  4.     £s  sei  gegeben 

lOa?  —  y  =  —  7 
Alsdann  ist 

X  =  w  y  =  7-|-10tt? 

also  als  spezielle  Auflösungen 

für  w  =  ...     -3       -2       -1       Q       1       2       3  .  .  . 
a?  =  .  .  .     -3       -2-1       0       1       2       3  .  .  . 
y  ==  .  .  .  -23     -13       -3       7     17     27     37  .  .  . 
Beispiel  5.    Es  sei  die  unmöglidie  Gleichung 

4a?  -j-  6y  =  5 
gegeben.    Bie  obige  Methode  ergibt  folgende  Rechnung 

5  — 6tf      ,  ,  1— 2y        ,  , 

1  —  2y 

4  * 

y  = =  —  2M?i-}-y  =;  —  2M7i  +  tt; 

Dies  führt  also  zu  der  ungereimten  Forderung/  dass  der 
l 

Bruch  Y^l^i^b  einer  ganzen  Zahl  w  sei. 

S.  30.    ÄMfHmmg  4er  Wek^rnng  ax  — bya^t  mit  WUOfe  der 
MLeitenbrÜehe  nach  äetn  AddiHontpriniHpem 

I.  Lagrange  hat  hervorgehoben^  was  bis  dahin  unbe-* 
achtet  geblieben  zu  sein  scheint,  dass  Bach  et  von  Meziriac  der 
Erste  gewesen  sei,  welcher  die  Kettenbrüche  zur  Auflösung  der 
unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  verwendet  habe. 
Wir  werden  hier  die  Entwickelungen  sogleich  unter  einem  all- 
gemeineren Gesichtspunkte  durchführen ,  als  Dies  gewöhnlidi 
geschiebt. 


Akmimai.     Utihe$t.  Gl.  pom  er$ten  Grade. 


in  der  Oleiditing 
(I)  Äjr  —  6y  =  t 

m aBd  i  zwei  positive  <ider  negative,  aber  relativ  prime  Zablen 
sad;  fo  ist  dieselbe  in  ganzen  Zahlen  stets  auflösbar.  Denn 
entwickelt  man  den  aaf  seiner  kleinsten  Benennung  erscheinen- 


Bmcb  -zr  in  einen  Kettenbruch  nach  dem  Additioofipriozipe, 

bexcidinet  den  Zeiger  des   letzten  Quofienten  mit  n,   setzt  also 
■ach  der  Bezeichnnngswelse  des  ersten  Abschnittes 

(3)  M.  =  a  iV.  =  6  ^=^ 

SO  bat  man  nach  ^  4,  wenn  Jllf._i,  N^^i  Zahler  und  Nenner  des 
vorletzten  Näherangsbroches  sind, 

od«*  anch 

Mn.  (—  1)-*  Nn-i  —  iV„ .  (—  1)-^  Jlf„.t  =  1   oder 
a .  {—  1)-*  JV«.i  —    b  .  (—  iH  Jtfn-t  =  1 
Vergleicht  man  di^se  Gleichung  mit  der  gegebenen ;  so  er- 
gibt sich  die  spezielle  Auflösung 


(3) 


0?  =  {—  1)-*  JV„.i 


y  =  (-  i)-^  Mn^i 


Die  hier  verlangte  Kettenbruchsentwickelung  von  -j-  braucht 

nur  nach  dem  Addilionsprinzipe  durchgeführt  zu  sein,  kam»  aber 
beliebige  willkürh'che  Quotienten  enthalten.  Es  ist  jedoch  wich- 
tig, zu  benfterken, .  dass  man  für  x  und  g  die  Auflösung  in  den 
kl  ein  st  möglichen  Zahlen,  erhält,  wenn  man  den  Ketten- 
bruch mit  numerisch  grössten  Subquotienten  entwickelt 
(S.  21). 

In  allen  Fällen  ist  übrigens  dafür  zu  sorgen,  dass  der  Zähler 

und  Nenner  des  letzten  Näherungswerthes  -j^  die  Zahlen  a  und 

b  auch  hinsichtlich  des  ihnen  zukommenden  Zeichens,  voll- 
ständig wiedergebe  (§.  21,  II).  • 

Wenn  man  nach  §.  22  mit  numerisch  kleinsten  Re- 
^en  etitwickeU,  hat  man  iin  Allgemeinen  die  kürzeste  Rech- 
nung  zu  erwarten. 

Beispiel  1.         50ar  —  23y=l 

MafI  hat  Meft  mit  numeriseh  gröislen  8ubfn9li^1itoii 

g  =  [2,  5,   l.ä] 


n 

0i 

M^ 

N, 

-2 

0 

i 

-1 

1 

0 

{ 

2 

Ü 

1 

5 

11 

5 

% 

i 

13 

6 

3 

3 

50 

23 

rt  =  3,n— 1=:2,      (— l)-»=e(_i)«,s^t 

J»fü-i  ==  ^,  =  13,        •  JV...  =  JV,  =^  6 


§.  so.    Auflö$unji  der  (H.  Bx  —  hj  ==  1*  57 

Beispiel  2.     —  8jr4-25y  =  (— 8)a?—  (— 25)y=l 
Man  bat  hier  mit  namerisch  gröbsten  Sabquotienten 

-^  =  [0,  3,  7,  1] 

-2  Ö-    -1 

-l  -1        0     jr  =  (-^t)'»-*  iV..i  =  (— 1)»  JV,  =  ~2^ 

?      3     -1      Is     y=(~l)-^ilf..t=(-t)«J»f.  =  ~.    7 

2    7    -7  -aa 

3      1     -8    -25 

Beispiel  3.     17  a;  -f-  3y  =  17^  —  (— S)y  =  1 
Man  hat  hier  mit  numerisch  grössten  Sabquotienten 

^  =  .[-5,-1,-2] 

2  -2      17     -3 

Beispiel   4.     —  J7ir  —  3y  =  (— 17)a?  —  3y  =  1  . 
Man  hat  hier  mit  numerisch  grössten  Subquotienten 

-!|  =  [-5, -1,  .2] 

:?  10    ar  =  (~l)-^iV..,  =  (-.l)*iV,  =^       1 

? :?  i  _i  y  =  (-i)-*jif..i  =  (-ivj»ft  =  -6 

2  -2   -17        3 

II.  Die  Unbestimmtheit  der  gegebenen  Gleichung  macht  sich 
daran  kennlHeh^  dass  .es  statthaft  ist,  bei  der  Entwickelong  von 

-^  =  ->-  in   einen   Kettenbruch   willkürliche  Quotienten   einzu- 

Jln  0 

fuhren.  £s  würde  jedoch  sehr  umständlich  sein,  durch  Verände- 
rung  dieser  willklirlidien  Qaotienlen  nach  und  nach  verscbiedene 
Auflösungen  zq  eviielen.  In  §.  32  wird  man  sehen,  daat  es  nw 
der  Kenntni$s  einer  einzigen  speziellen  Auflösung  bedarf,  um 
eine  Formel  aufzustellen,  welefae  alle  möglichen  Auflösungen 
der  gegebenen  Gleröhung  darstellt. 

Will  man  übrigens  das  Prinzip  der  Kettenbrüdte  zur  Her- 
vorbringung  dieser  verschiedenen  Auflösungen  verwenden;  so 
ist  es  rathsam,  das  obige  Verfahren  folgendermaassen  zu  mo- 
difiziren. 

Wir  gehen,  indem  wir  auch  jetzt  Mn  =  a,  Nn  =  h  setzen 
und  1^  ■=  T  '>>  'eineB  Siätlenbnich  entwiokelD,  von  der  Formel 

JMn  0 


Ifil 


m 


S8 


Zweiter  AheehmU,     Unbeet.  &.  vom  ereim  Grade. 


a .  (-1)«+*  iV.+i  -  b  .  (-!)•+*  lf„+i  =  1 
aas,  welche  uns*  die  Aaflösang 

(4)  ^  =  (- 1)-+*  iV,+i,        y  =  (-  !)•+*  Jlfn+i 

liefert. 

Iq  diesen   Formeln    bezeichnet  n  den    Zeiger   des   letzten 

Quotienten  des  in   einen  Kettenbroch  verwandelten  Broches-x, 

o 

sodass  man  also  -7-  =  [ho,  ai  .  .  .  ^J  hat    Um  die  Aoflösmigen 

für  X  und  y  zu  erhalten,  welche  die  Fortsetzung  dieses  Ketten* 
bruches  um  Ein  Glied,  nämlich  bis  zum  Zeiger  n-j-l  verlangen, 
kann  man  auf  den  letzten  Quotienten  a^  als  nächsten  Quotien- 
ten aa+i  jede  beliebige  ganze  Zahl  to  (welche  aoch  0 
und  negativ  sein  kann)  folgen  lassen. 

So   hat  man  in  dem  obigen  Beispiele  1,  jenachdem  man 

50 
auf  den   letzten  Quotienten  der  Entwickelung  von  ^  die  Zahl 

-1  oder  0  oder  1  oder  2  etc,  folgen  lässt,  resp.  den  nach- 
stehenden Schluss  der  Rechnung 


n 
3 

3 

4 


An        Mn  Nn 

13  6 

50  23 

-1     -37  -17 


Gt 


0 


Mn 

13 
50 
13 


Nn 

6 

23 

6 


On 


1 


Mn 

13 

50 
63 


Nn 

6 

23 
29 


On 


2 


Mn 

13 

50 
113 


Nn 

6 
23 
52 


also  resp.. 

a?  =  (—  1)»+*  JV.+,  =  JV*  =  —  17 
y  =  (~  1)"+^  Mn+i  =  M,  =  ~  37 


6 
13 


29 
63 


52 
113 


ivi 


f.  31.  Au/Ueung  der  C^leMluit^  ax  —  by  »  i  mH  MMfe 
Metienhrüehe  nach  dem  Sw^trakH^tuprituHpe. 

Die  nach  dem  Subtraktionsprinzipe  gebildeten  Eeltenbrüche 
ergeben  ein  in  mancher  Beziehung  noch  einfadieres,  wenigstens 
bemerkenswerthes  Mittel  zur .  Auflöswig  deir  vorstehenden  Glei- 
drang  an  die  Hand.     Um  hiernach  die  Gleiehang 

(1)  ax  —  iy  s=  1 

zu  lösen,  gehen  wir  von  der  Beziehung  §.  24 

Nn    Mn,i    ~    Mn   N^i  =*   1 

aus,  nehmen  also 

(2)  Jf.  =  5         N.^a        ^  =  4 

iVb        a 

und   entwickeln  den  Bruch  —  nach  dem  Subtraktionsprinzipe  in 

üf 
einen  Kettenbruch.     Der  vorletzte  Näbenmgabrach  -vr^  liefert 


J 


S.  st    ÄufUiung  der  GL  ax  r-  by.=  1.    -  59 

alsdann  sofort  tlie  Aofldsang 

(3)  a?  =  if„-i  y  =  iV„., 

Auch  hier  können  in  die  Eiitwickelung  willkürliche  Quo^ 
tienten  eiblteten.  Will  man  jedoch  die  Auflösung  in  den  kleinst- 
möglichen  Zahlen  haben;  so  muss  man  die  Entwickelmig 
mit  numerisch  grössten  Subquotienten  machen  (§,  26, 11.) 

Übrigens  darf  auch  hier  niemals  versäumt  werden,  dafür  zu 
sorgen,  dass  im  Zähler  und  Nenner  des  letzten  Nähernngsbruches 

^  die  Zahlen  b  und  a  nach  ihrem  Zeicjien  vollständig  wie- 
dererscheinen (§.  26,  IV.) 

Beispiel  1.     5  j? — 17y=l 

Man  hat  hier  mit  numerisch  grössten  Subquotienten 

*|  =  [3,  -2,  2]  (-) 

_  l  _  1  0  ^  ^^  ^^'^  =  Jf  1  5=5  7 

0  3-3,-1  y  =  Nn-l=Ni  =  2 

1-272^ 

2         2        17  5 

Beispiel   2.     5  j?  +  17 y  —  5a?  —  (-17)  y  ==  1 
Man  hat  hier  mit  numerisch  grössten  Subquotienten 

■  Lil=  [.3,  2,  -2]  H    . 
n      au      Mn      Nn  , 

II  .1  S         a;  =  Jtfo-i  =  ilfi  =  7 

0-3        3-1         y=^iV„.,=  iVi  =  -2 

12         7-2  ^ 

2      -2     -17  5  .        - 

Schliesslich  wird  noch  bemerkt,  dass  auch  die  Kettenbrüche 
nach  dem  Subtraktionsprinzipe  die  Anwendung  der  im  vorher- 
gehenden Paragraphen  sub  II.  gelehrten  Methode  behuf  Bestim- 
mung der  unendlich  vielen  Auflösungen  gestatten,  wenn  man 
hier  von  der  Formel  Mn  JVn+i  —  Nn  ifn+i  ==  1  ausgeht,    also 

Mn  =  a,  Nn  =  b  setzt,  ivT"  =  T"  *^    einen    ^ettenbruch    nach 

dem  Subtraktionsprinzipe  verwandelt  und  dann  unter  Hinzufugung 
eines  willkürlichen  Quotienten 

nimmt. 

$.  32.    AufW9ung  äer  Weiehvmg  ax  —  liy  =  k  mU  MMfe 

der  Meiievmrüchem 

Wenn  durch  §.30  oder  31  a?  =  w,  y  '=v  als  eine  spezielle 
Auflösung  der  Gleichung  ax  —  by  =  i  gefunden  ist;  so  ist  offen- 
bar x^s^kUy  y^sskv  eine  spezielle  Auflösung  det  Gleichung 
(1)  «F  — ly  =  t 


2»€itar  JinimüL     ÜMbe$i.  Gl.  vom  ersten  Grade, 


|2> 


and  auch 


allgeaieiDe  Aoflösang dieser  Gleiebong  ist  Jiber«  wem 
eine  willkörlielie  ganze  ZaU  bezeichnet, 

diese  Fomelo  gelten   auch  dann  für  die  allgeaseine   Anf- 
der    gegebeMo   Gleicbong,    selbst  ^venn   darin   fc  »=  1 
aolMe. 

D9S5  die  letzteren  Ausdrucke  der  .gegebenen  Gleichung 
wirUicb  geoügeo,  :lettcbtet  ein,  dass  sie  aber  kuek  alle  siögU- 
cbeo  Aoflösnngen  enthalten,  gebt  aus  Folgendem  hervor. 

Es  seien  Xt,  yi  und  Xty  y^  zwei  spezielle  AufFösangen  der 
gegebenen  Gleichung,  also 

axi  —  byt  =  h 
axt  —  by%  =  k  und  demnach 
a  (a?i  —  xi)  =  i  (y«  —  yO  oder 
jL  /^y«  —  yt"\  ^^f  —  ^i'N 

x.^x^  =  b  {J—^J      y.  -  yi  =  a  Krik~J 

Da  a  und  b  relativ  prim  sind;  so  ist  klar,  dass  in  den 
Brächen  b  (^ ^J  und  a  C -^"T" — 'Jy     welche,  durchaus 

ganze  Zahlen  sein  müssen^  a  in  y«  —  yi  und  b  in  Xt  —  xt  auf- 
gehen muss.  Alsdann  erkennt  man  aber,  dass  die  zweite  Auf- 
lösung xty  ys  stets  der  obigen  Form,  welche  als  die  allgemeine 
bezeichnet  ist,   entspricht. 

Aus  Vorstehendem   erkennt   man,    dass  die   Bekanntschaft 
irgend  einer  speziellen  Auflösung  Xi,  yi  der  gegebenen  Gleichung 
genügt,  um  sofort  die  allgemeine  Auflösung 
(3)  x  =  xt-^bw        y  =  yt  -f  air 

zu  bilden,  worin  w  jede  ganze  Zahl  vertritt. 

In  diesen  Formeln  kann  man  unbeschadet  ihrer  AUge- 
meinfaeitr  wenn  m  eine  beliebige  konstante  Zahl  bezeichnet, 
IT  s=  t»  Hh  !£?'  also 

X  =  (xi"\'  bm)  +  bw'  y  =s  (yi  -j-  am)  +  aw' 

setzen,  worin  nun  w'  die  Willkürliche  ist. 

Setzte  man  jedoch  w^^mw' ;  so  würden  zwar  die  Ausdrucke 
X  =  Xi  -\'  bm  w'         y  =  yi  -{-  am  «?' 

für  jeden  ganzen  Werth  voii  w'  eine  Auflösung  der  gegebenen 
Gleichung  liefern:  allein  diese  Ausdrücke  stellen  nicht  die  all- 
gemeine. Auflösung  ddit.  Denn  bei  der  Yarialion  der  Will- 
kürlichen tc'  um  je  Eine  Einheit  liftig»  der  Reihe  aller  ganzen 
Zahlen  ...-2,-1,0,1,2...  wäcbM  x  immer  um  bm  und  y 
um  am;  es  werden  also  immer  m-1  Auflösungen  ü^rsprungen. 
Aus  Obigem  kann  man  noch  die  Bemerkung  zi^en,  dass 
unter   den  Auflösungen  der  Gleichufig  ay  —  by  s^k  stets  eine 
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unendliche  Menge  solcher  enthalten  sind,  welche  die  Grösse  k 
als  gemeinschaftliches  Maass  besitzen.  Unter  anderen 
gehört  hierza  die  Auflösung  x  =  kuy  y  ==  kv. 

Wenn  &=  0,  also  die  Gleichung  (ks  —  by  =  0  gegeben  ist; 
so  würde  man  die  Kettenbruchsentwickelung  ganz  unterlassen 
können,  da  man  stets  ku  =  0,  kv  =  Oy  also  als  allgemeine  Auf- 
lösung X  =  hwy  y  =^aw  hat. 

Ebenso  erweis't  sich  diese  Entwickelung  für  den  schon  in 
§.  28  erwähnten  Fall,  wo  a  oder  6=^1  ist,  als  überflüssig. 

In  jedem   andern   Falle    bewirkt    man   die  Auflösung   der 

Gletchniig 

aa?  —  by  =  k 

a      '  M 
entweder  nach  folgender  Regel:  mau  entwickelt  -r-  = -mr  n'bch 

dem  Additionsprinzipe  in  einen  Kettenbruch  (bei  welchem 
-%!»  iVn  auch  dem  Zeichen  nach  resp.  =a,  h  werden  müssen) 
und  setzt 

(4)  ar  =  (—  l)«-^  kNu^y  -\-hw  y  =  (—  1)"-'  *J»f„-i  +  aw 

oder  nach  folgender  Regel:  man  entwickelt  —  =  — ^  nachdem 

Subtraktionsprinzipe  in  einen  Kettenbruch  (bei  welchem 
Mu,  N^  auch  dem  Zeichen  nach  resp.  =?fr,  a  werden  müssen) 
und  setzt 

(5)  a?  =  Ä.Mn.j  4"*^  y  3B=ÄiV„.t -f- aiü 

S*  33.    RtiapkeMe. 

Beispiel  I.  llii  wie  viel  Loaisd'oren  zu  5|  Thlr.  und 
Gulden  zu  |  Thlr«  kann  man  a*ne  Summe  von  100  Thlr.  be- 
zahlen? 

Bezeichnet  man  die  Anzahl   der  Louisd'ore  'mit  x  und   die 
der  Gulden  mit  y;  so  muss  man  haben 
^X'\'\y—\^Q  oder     . 
33  ar  -f  *  y  =  33  J?  —  {—  4)  y  =  600 

33 
Entwickelt  man  -^  nach    dem  Additions^nrinzipe    in    einen 

Kettenbrach;  so  kommt  [-8,  -4],  also 
-2  0        1     «:=(_i)«^iiV„.t  — (- l)'iV*  =  l 

''o      -8       -8  ?      t^  =  (-irJ»f».t  =  (-irilfo=--8 

1      -4        33        -4 

a?  =  600 . 1  -f  (—  4)tt?  =  600  —  4  M? 
y  =  600 .  (—  8)  +  33«?  =  —  4800  +  33  tr 
Da  hier  offenbar  negative  Werthe  für  x  oder  y  auszuschlies- 
san  sind;   so  reduzirt  «ick  die  unendliche  Menge   aller   mfigli*- 
dien  i^ufUsoDgcQ  auf  die  folgeaden  fitaf 


4S         Zme^ltr  AttdmÜL    üwieti.  GL  vom  enten  Grade. 

üig^  m  =  144      147      148      149      150 

^  =  li$        12  8         4         0  LoQisd^ore 

f  =  l^       51        84      lt7      150  Gülden 

R^iif^iei   2,     WelAe   Anzahl   lä^t,   nach   Datzendeo   ge- 
t^ut^  '  ^fädL  nd  Bach  HaDdeln  gezählt,  1  Stück  übrig? 

!>>>  ^-^Ksi^^,  .Inzahl  z  moss  offenbar  sowol  der  Form  1 2  X'\'l^ 
wzti  imn'Js^  iiif  Fona  f  ^  jf  -f- 1  entsprechen.    Mao  hat  also 

!2x-f  7  =  15y4-l  oder 
I^jr  —  ISjf=  —  6  und  wenn  man  mit  3  dividirt, 

4x—  5y=  — 2 

hatemwJktiX  mum  -^  nach    dem    Additionsprinzipe    ia     ^nen 

iu^o^m&rwtfc;  so  koflimt  [0,  1,  4],   also 

Z\  ?      i       «  =  (.i)-ijv^,  =  (-i)ijv,  =  _  1 

\    \     \     \      ^  =  (-^)'"'  *-i  =  (-1)'  Ä  =  —  1 

^445 

x  =  '2  f-1)  -l-5w  =  24-5tr 
,  =-2  (-1)  +  4tt?  =  24-4tr 

Vie  gMoehla  Anzahl  ist  also 

z=  \2x  -f7==:15y4-l  =  31  +60«?' 
Mao  wird  hierforj&nar  positive  Werthe  zolassen  wollen, 
gesocbten  Aaflösangen  sind  also 

für  IT  »     0       1         2         3  .  .  . 
Ä  =  31     91     151     211  ..  . 


%.  33a.    Anwendung  auf  die  Meriegwmg  und  lle#iM»al- 
entwiekeiung  gewdhniieher  JBrüehe. 

I.     Wenn  ^  irgend  einen  gewöhnlichen  positiven  oder  ne- 

gativen  Bruch  darstellt,  dessen  Zähler  p  jeden  beliebigen  posi- 
tiven oder  negativen  Werth  haben  kann,  dessen  positiver  Nenner 
q  aber  das  Produkt  irgend  zweier  relativ  primer  Zahlen  a,  b 
ist^  so  lässt  sich  jener  Bruch  immer  als  die  Summe  oder  Diffe- 

renz  zweier  anderen  Brüche  — ,  ^  darstellen,  deren  Nenner  gleich 

den  Faktoren  a,  b  des  Nenners  q  sind. 

Denn  damit  für  ganze  Werthe  von  x  und  y  die  Gleichung 

^^^  ^  a^  b        q       ab 

bestehe,  muss  die  unbestimmte  Gleichung 

(2)  bx  -^  ay  ^s^  p 

in  ganzen  Zahlen  lösbar  sein,   was  unter  der  gemachten   Vor- 
aussetzung, wonach  a  und  b  relativ  prim  sind,  stets  möglich  ist 


]f.  39''.    Zerlegung  gemeiner  Brikke,  63 

p        152 
So  hat  man  i:.'B.  f&r  den  Brock ^s=  ^7^,  wenn- man  des- 

q        315  ^ 

sen  Nenner  315  =  5,63  =  a,6  setzt, 

63a?  +  5y  =  152 

also  57=         5«?  —     1==..,      9         4-1       -6... 

y  =  — 63tt)4- 43  =  ...-79     -20     43     106  .^  . 

Der  Brach  77^  kann  ako  unter  Anderem  in  folgender  Weise 

zerlegt  werden 
152_^_79__4_20_ 1     ,    43  _         6     .    106 

315         5         63  ~  5         63  ~         5  ""    63  ~         5     •      63        ' 

152 
Man  erkennt,  dass  dieser  Bruch  ^r=  nur  als  eine  Differenz, 

nicht  als  eine  SammB  zweier  positiven  Brüche  von  den  Nennern 
5  und  63  dargestellt  werden  kann. 

II.  Es  ist  immer  möglich,  den  Zählet  (C  des  ersten  Bruches 

— ,  worin  ^  zerlegt  ist,  positiv  und  kleiner  als  a  zu  ma- 

chen,  sodass  also  der  Brach  —  positiv  und  echt  wird. 

a  '^ 

Dies  leuchtet  ein,   wenn  man  erwägt,   dass  die  allgemeine 
Auflösung  der  Gl.  (2)  in  der  Form 
(3)  X  =  r  —  aio,        y  =^  «  +  6«? 

erscheiqt,  worin  w  jede  willkürliche  positive  oder  negative  ganze 
Zahl  darstellt,  welche  leicht  so  genommen  werden  kanu,  dass 
X  positiv  und  kleiner  als  a  wird. 

Da  sich  alle  möglfchen  Werthe  von  x  durch  Vielfache  der 
GrössiB  a  von  einander  unterscheiden;  so  ist  klar>  dass  es  nur 
einen  einzigen  Werth  von  x  geben  kann,  welcher  der  vor- 
stehenden Bedingung  gemäss  positiv  und  kleiner  als  a  ist. 

Im  obigen  Beispiele  hat  man  für  diesen  Fall  die  einzige 
Zerlegung 

152  i.  _  ?? 

.  315  ~    5    "~  63 

III.  Wenn  fl,  b,  c,  (f ...  die  Primzahlen  oder  die  Potenzen 
von  Primzahlen  sind,  ih  welche  sich  der  Nenner  q  des  Bruches 

J-  zerlegen  lässt,  so  dass  man  also  q  =  abcd .  .  ,n  hat;  so  kann 
man  den  Bruch  ~  nach  Vorstehendem  zuvörderst  in  die  beiden 

Brüche [-  7— j zerlegen ,   worin  der  erste  —  positiv  und 

echt  ist.    Hierauf  kann  man  den  zweiten  Bruch  ^ — j- ,  gleich- 

bcd,..n   ^ 

viel  oh  derselbe  positiv  oder  negativ  ist^  in  die  beiden  Brüche 


64 
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tt  n  ti 

Oß  %t  '  x 

_p.  J — /  .       zerlegen,  woria  wMderom  der  erile  -r-    »ositiT 

0         ca,,,n  0 


II 


und  echt  ist.     Alsdann  kann  man  den  Brach 


X 


in 


III 


cd..,n 

III 


in  die  bei- 


den ^rüche  — ^  -f- 


t/  X 

-j- — ^  zerlegen,  gieren  ertler  —  positiv  and 


echt  ist.    Darch  Forlsetzang  dieser  Operaiion  zerflttit  der  gege- 

P 
bene  Bruch  ^  in  die  Summe 


(4) 


X 


X 


tti 


q         a     '      b 

worin  alle  Theile  mit  Aosnahme-  des  letzte«  -^  positiv  «od  eeht 
sind.  Ergäbe  sich  aber  durch  das  vorstehende  Verfahren  für 
dep  letzten  Theil  ^  ein  Werth^  welcher  nicht  gleichzeitig  posi- 
tiv und  echt  wäre;  so  kann  man,  wenn  k  eine  positive  ganze 
Zahl  bezeichnet,  dieselbe  immer  so  wl^leo,  dass  in 

(5) 


n         n    ' 


X 


der  Bruch  —  positiv  und  echt  wird. 


Demnach  lässt  sich  der  gegebene  Bruch  stets  in  die  Form 

^  "        II  III 


(6) 


-=FÄ  +  ^  +  ^  + 


X 


X 


+  ...  +  - 


abc...n         ^       '     ö     •     4      •      c 
bringen,  worin  k  eine  ganze  Zahl  ond  jeder  der  folgenden  Brüehe 

positiv  und  echt  ist. 

125  125 

So  ist  z.  B.  im  obigen  Beispiele  rrr  >=  T-fg-     Nachdem 

Ulan  die  schon  vorhin  ermittelte  erste  Zerlegung  y  —  =-^   yor- 

genommen  hat,  ist  ferner  der  Bruch  —  =-t^  in  die  Form  "7"  -}-  -|- 

zu  zerlegen,    also   die   Gleichung  9ar-f-^y==  —  ^^  ^ü  lösen, 
n-         K*  2D         '  4  8 

Dl^S   gibt    -  ;j^    =   y    -    -. 

Demnach  ist 

152  _  ^    ,     £         8^ 

»      5    ~    7      '      9 
IV.    In  den  Disquisitiones  arithmeticae,  art.  317  hat  Gauss 
auf  den  praktischen  Nutzen  aufmerksam  gemacht,  welchen  man 

hei  der  Entwickelung  eines  Braches  ^  in   einen   Dezimalbruch 
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a«tö  der  vorstehendeif  Zerlegung  in  den  Fällen  ziehen  kann,  wo  q 
eine  sehr  grosse  Zahl  ist,  welche  sich  in  bedeif(end  kleinere  Prim- 
faktoren a,  bj  c . .  .   oder  Potenzen  davon    zerlegen  lässt.     Man 

o^      nf*       nr 

braucht  dann  offenbar  nur  die  einzelneo  Brüche  — ,  -7-,  -^ .  .  . 

a     b      c 

in  Dezimalbrüche   zu    verwandeln    und    die  Summe  nach  -(6)  zu 

bilden. 

So  hat  man  z.  B.  für  den  Bruch 

315  *     '      5      '      7      '      9 

4 

4-=  0,8 

y  =  0,571  428  571  428  ... 
-J^=  0,111  111  111  111  ... 

^  =  0,482  539  682  539  ..  . 

§.  34.    AuflÖmng  Einer  Gieichwmg  mtf  drei  Wnbekannien  fikr 
den  Wall^  tro  »u>ei  Moeffiaienten  reiaUt  prim  sind. 

Nachdem  dafür  gesorgt  ist,  dass  in  der  Gleichung 

(1)  ax  -^  by  -\-'  cz  =  k 

die  vier  Koeffizieoten  a,  b,  c,  k  ganze  Zahlen  ohne  ein  gemein- 
schaftliches Maass  sind,  dürfen,  wenn  die  Auflösung  möglich 
sein  soll,  die  drei  Koeffizienten  a,  bj  c  kein  gemeinschaftliches 
Maass  haben.  Wenn  aber  a^  b,  c  relativ  prim  sind;  so  ist  die 
Auflösung  stets  möglich  und  wird  folgendermaassen  bewirkt. 

Wir  unterscheiden  zwei  Fälle,  nämlich  den,  wo  unter  den 
drei  Koeffizienten  a,  b,  c  zwei,  z.  B.  a  und  b  vorkommen,  welche 
relativ  prim  sind,  und  ferner  den,  wo  je  zwei  dieser  Koeffi- 
zienten ein  gemeinschaftliches  Maass  haben. 

Im  ersten  Falle,  wo  also  a  und  b  relativ  prim  sind,  lässt 
man  die  damit  behafteten  Unbekannten  links  stehen  und  trans- 
ponirt  das  dritte  Glied  nach  rechts.     Dies  giebt 

(2)  ax  -\-  by  =^  k  —  cz 

Indem  man  nun  z  wie  eine  bekannte,  aber  völlig  Willkür« 
liehe  ganze  Zahl  behandelt,  kann  man  die  vorstehende  Gleichung 
entweder  nach  der  Methode  des  §.  28  auflösen,  wobei  man 
nach  Belieben  auch  aus  den  mit  z  beliafteten  Gliedern  die 
grössten  Ganzen  anssondern  kann,  oder  auch  nach  der  Me- 
thode des  §.  32^,  wobei  man  dann  schliesslich  berücksichtigt, 
dass  das  bekannte  Glied  anf  der  rechten  Seite  der  gegebenen 
Gleichung,  welches  früher  mit  ft  bezeichnet  war,  jetzt  k  —  cz  ist. 

Doroh  die. Eine,  wie  dttrch  die  andere  Auflösung  wird  man 
für '  X  und  y  A^isdrüolie  erhaHen ,  m  weichen  lieben  der  ersten 

Scbeflfler'a  UDbcstimmte  Analytik.  5 


66       Zweiter  Ab$chmtt.     Unbest  Gl  vom  ersten  Grade. 

WJUkärlicheD  z   noch  eine   andere   v<hi  z   ganz   anabliiüiigifa 
Willkürliche  w  erscheint. 

$.  35.    BeUpieie. 

Beispiel  1.  Wie  viel  Pferde  zu  50  Thlr.,  Kühe  za 
20  Thir.  und  Schafe  zo  3^  Thir.  kann  man  fiir  328|  Thlr. 
kaufen? 

Es  seien  x  Pferde,  y  Kühe,  z  Schafe;  alsdann  hat  man 
50^  +  20y  -]-  3^z  =  328^  oder  nach  MuUiplication   mit  2 

100  ar  +  40y  +  7z  ==  657 

Hier  .dürfen  auf  der  linken  Seite  nicht  die  beiden  Unbe- 
kannten j7  und  y  stehen  bleiben,  weil  ihre  Koeffizienten  ein 
gemeinschaftliches  Maass^  20  haben.  Wol  aber  können  y  und 
z  links  stehen  bleiben.     Dies  gibt 

,  40y  +  7z  =  657  —  100  3: 
worin  nun  x  die  Eine  Willkürliche  ist. 

Lös't  man  diese  Gleichung  für  y  und  z  nach  §.  28   auf; 

so  kommt 

657  —  lOOa?— 40y       no        .  i           ^1    6  — 2a:— 5y 
z  = ^^-  =  93  -  14a?  — 5yH ^ 


6  —  2a?  —  5y 


=  93  —  14a:  —  5y-f  tt?i 


Wi 


y= 


6  — 2a?  —  7i£7i 


=  1  —  M?l 


1  —  2a?  —  2«h 


=  1  —  ITt+IOf 


1  —  2  a?  —  2iri 


=  tt?t 


Wi  = 


1  —  2a?  —  5  M7i 


1 


1  —  Wt 


=  —  a?  —  2  tt?t  -f- 

=  —  X  —  IWt-^-W 


tr. 


w 


U7i  =  1  —  2  m? 

Durch  rückwärts  gehende  Substitution  eriiält  man 
tri  =  —  a?  —  2(1  —  2w)-\'W  =  —  2  —  a?-|-5ic? 
y=l  —  (—2  — a?+5  !£?)  +  (!  —  2ip)=4  +  a?—  1  w 
z  =  93  —  14a?-:  5(4  +  a?  — 7ir)-|-(— 2  — a?4-5t£?) 

=  71  — 20a?-f  40te^ 

Die  Bildung  der  Werthe  einer  von  zwei  Willkürhchen  tp, 
Wi  in  der  Form  p-{- 9^'i~'*^i  abhängigen  Grösse  kann,  wenn 
für^ein  gewisses  w  und  Wx  ein  einziger  Werth  berechnet  ist, 
durch  einfache  Addition  oder  Subtraktion  geschehen. 

Ordnet  man  nämlich  jene  Werthe  in  einer  Tabelle  -  mit 
horizontalen  und  vertikalen  Spalten,  sodass  die  horizontalen 
Spalten  den  Y^ationen  von  w  bei  einem  konstanten  iri    und 
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die  Terlikalen  Spalten  den  Variationen  von  Wt  für  ein  konstan- 
te§  w  entsprechen ;  so  braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  wenn 
tD  um  1  wächat,  die  Werthe  in  den  horizontalen  Spalten  uai 
q  wachsen,  und  wenn  Wi  um  1  wächst,  die  Werthe  in  den  ver- 
tihalen  Spalten  um  r  wachsen. 

Dies  gibt  in  dem  obigen  Beispiele  in  dem  Zwischenräume 
von  0?  =  0  bis  a?  =  5  und  von  ir  =  —  3  bis  w  =  3  folgende 
Auflösungen 

rüry=4-|-^  —  7u? 

:r  ==  0  1  2         3         4         5 

w 


4 


-109 

-129 

-149 

-69 

-89 

-109 

-29 

-49 

-69 

11 

-9 

-29 

51 

31 

11 

91 

71 

51 

131 

111 

91 

25  26  27  28  29  30 

-2  18  19  20  21  22  23 

-1  11  12  13  14  15  16 

0  4  5  6  7  8  9 

1  »3  -2  -i  0  l  2 

2  -10  -9  -8  -7  -6  -5 

3  -17  -16  -15  -14  -13  -12 

für  Ä  =  7l  —  20a?  +  40  to 
X  =         0  1  2  3  4 

w 

-3  -49  -69  -89 

-2  -9  -29  -49 

-l  31  11  -9 

0  71  51  31 

1  111  91  7t 

2  151        131        111 

3  191        171        151 

Da  nach  der  Natur  der  Aufgabe  Xf  y,  z  positiv  sein 
müssen;  so  hat  man  in  dem  genannten  Zwischenräume  folgende 
brauchbare  Auflösungen 

^==r001       123345  Pferde 
tf»:    11      4     12      567012  Kühe 
:s  r=    31    71     11    51    31     11    51    31     11  Schafe 

Beispiel  2.  Einein  vollen  Gulden  zu  16  Ggr.  zahlb&re 
Summe  Geldes  lässt^  wenn  sie  in  Thalern  und  Gutegroschen 
aufgezählt  wird,  1  Pfennig  übrig.     Welchen  Betrag  hat  dieselbe  ? 

Rednzirt  man  den  Werth  aller  dieser  Münzsorten  auf 
Pfennige;  so  hat  man  1  Gl.  =  192  Pf.,  1  Thlr.  =  288  Pf., 
1  Ggr.  =  12  Pf.  Die  gesuchte  Geldsumme  z  müsste  also  so- 
wol  durch  J5=192jr,  als  auch  durch  z  =  288y-|- 12  ä -f- 1 
darstellbar  sein,  und  man  müsste  demnach  192  j;sss  288  y 
-l-  12ä-|-1  oder 

192  a?  — 288  y~  12^  =  1 
haben.    Da  die  vier  Zahlen  192,  288,  12,  1  prim  sind,  die  drei 
Zahlen   192,    288,    12  aber   das  gemeinschaftliche  Maass    12 
haben ;  so  ist  die  Aufgabe  unmöglich. 

Beispiel  3.    Eine  in.Louisd'oren  zu  5  Thlr.  Gold  zahl- 
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bare  Samme  Geldes  lässt,  wenn  sie  in  Thalern  and  Gategra- 
sehen auf  gezählt  wird ,  6  Pfennige  übrig,  wenn  omhi  dabei  be- 
rteksicbtigt ,  dass  das  Gold  9^  Prozent  mehr  -werth  ist,  als 
Korant.     Wie  gross  ist  jene  Summe? 

Alles  auf  Pfennige  gebracht;  so  moss  jene  Sonune,    wenn 

109- 
sie  ==  X  Louisd'oren  ist,  den  Werth  von  5 . 288 .  ^'^^  x  Pfen- 

100 

nigen  haben,  und  wenn  sie  in  Kurant  aus  y  Thalern .  z  Gofe- 

groschen    und    6   Pfennigen   besteht,    muss  sie    auch  =  288jf 

-f-  12  z  -j-  6  Pfennigen  sein.     Man  hat  also 

5.288.^^.  j?  =  288y-fl2Ä  +  6  oder 

131107  — 240y  —  10z  =  5 
Diese  Aufgabe  ist  möglich,    man  darf  aber,    da   240    mit 
1311  das  gemeinschaftliche  Maass  3  und   mit   10  das   gemein- 
schaftliche Maass   10    hat,    nur  x  und  z  Hnks    stehen    lassen. 
Dies  giebt 

1311  jr—  10^  =  5  + 240  y 
worin  nun  y  die  erste  Willkürliche  ist. 

Lös't  man  diese  Gleichung  für  x  und  z   nach  §.  32     auf; 

'^*'  =  [131,  10]  also 

1       |,=  (-l)n-iJV„_,  =  (^l)OiVo=l 
10 


so  hat  man 


10 

n  Un         Mn 

-2  -  0 

-l  1 

0  131 .    131 

1  10    1311 

folglich  als  eine  spezielle  Auflösung  der  Gleichung  131  Im  —  lOt? 
:i=  1  die Wörthe  ti=  1,  i?=131  und  demnach  als  eine  spezielle 
Auflösung  unserer  gegebenen  Gleichung 

xt=      l(5  4-240y)=      5-4-      240  y 

zi  =  131  (5-|-240y)  =  655  +  31440y 

und  demnach  als  allgemern.e  Auflösung  unserer  Gleichung 

.  x=  5-j-  240y4-  10m? 
z  ==  655  4- 3l440y  4- 1311  m; 
In  diesen  Ausdrücken  kann  man  zwar  dem  y  und  u;  jeden 
beliebigen  ganzen  Werth  geben j  allein  für  die  Anwendung  in 
der  Wirklichkeit  dürfen  für  y  nur  positive  Werthe  gesetzt  und 
«^  muss  so  gewählt  werden,  dass  x  und  z  positiv  bleiben.  Da 
inan  ferner  bei  der  Geldzählung  nach  Thalern  und  Gutegroschen 
jeden  Betrag,  der  gleich  oder  grösser  als  ein  Thaler  ist,  nicht 
in  Gutegroschen  aufzählt;  so  wird  man  noch  die  Bedingung 
i^iellen,  dass  .5  <  24  sei.  Diese  Bedingungen  werden  unter 
Anderem  erfüllt  durch  y  =^81,  u?  =  ~  1943.  Dies  entspricht 
der  Auflösung 

07  =  15,  y=  Öl,  z  =  22 
also  der  Geldsumme  von  15  Louisd'oren  =  81  Thlr.  22  Ggr.  6  Pf. 
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$.  36.    AuflS9m»§  Miner  GMehung  mUt  drei  JUnbekamUen  für 

den  JFaU^  da99  die  Moeffixienten  der  Unbekannten  paar- 

weise  ein  gemeiM9chafUiche9  Maa9$  haben* 

I.  Wenn  in  der  vorbin  betrachteten  Gleicbung 

(1)  ax -\-hi -\- cz^=}i 

nachdem  die  vier  Koeffizienten  a,  b,  c,  k  von  ihrem  etwaigen 
gemeinschaftlichen  Maasse  befreiet  sind,  die  drei  Koeffizienten 
a,  bf  c  paarweise  ein  gemeinschaftliches  Maass  behalten;  so 
kann  man  immer  die  Methode  des  §.  28  nach  Vorschrift  des 
vorhergehenden  Paragraphen  in  Anwendung  bringen.,  also  zu- 
vörderst 

(2)  ax  ■-{- by  =  k -- cz 

setzen  und  denselben  Weg  einschlagen,  wie  wenn  eine  Gleichung 
mit  den  beiden  Unbekannlen  x  und  y  aufzulösen  wäre.  Der 
Gang  dieser  Rechnung  wird  jedoch  lehren ,  dass  unter  diesen 
Umständen  z  nicht  völlig  willkürlich  bleibt.  Es  werden  viel- 
mehr gleichzeitig  die  Nenner  von  x  und  y  oder  überhaupt  von 
zwei  der  nach  und  nach  mit  dem  Zeichen  x,  y,  Wu  trs,  Uh  ,  .  , 
auftretenden  Grössen  verschwinden,  und  man  hat  die  Rechnung 
von  dieser  Stelle  an  so  fortzusetzen,  dass  nun  z  Eine  von  den- 
jenigen beiden  Grössen  wird,  für  welche  man  die  fernere  Auf- 
lösung bewirkt. 

II.  Wäre  z.  B. 

6ar-f-  lOy  —  i5z  =  7 
gegeben;  so  hat  man,    wenn   omn  links  x  und  y  stehen   läsfit» 

6a?-hiPy  =  7-f  n  z 

Lös't  man  jetzt  für  x  auf;  so  kommt 

7-f-15j5  — lOy       ,    ,    ^              ,    1-f  3z-4y 
X  Ä  — ^^ — g — ^  =  1  4-  2  Ä  —  y  ^ *— — ^- 

=  1-|-2ä— y-j-tTi 
1  4-3ä  —  4y 

-^6 =''' 

1  4-  3  ;5  —  6  tt?!  ,    l  4-  3  z  —  2  w't 

=  —  M?l  -[-  U?8 

1  +  3ä  —  4trj  ^         ,        .l+'S 

Wi  =  — ' =  —  2  M>j.4-  z  -f-  • — ^- 

Hier  ist  gleichzeitig  der  Nenner  von  Wi  und  w^  verschwun- 
den und  man  hat,  indem  man  nun  u^s  und  z  als  Unbekannte 
bebandelt 

\-\-z 
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Die  rückwärts  gebende  Substitution  liefert,  indem  jetzt  tri 
und  Vi  willkürlich  bleiben; 

a?  =  —  3 — StTf-j-lOtTs 
y=       1— 3M?t  —    SiTs 

Z  =  —  l  +  2  tTa 

III.  Will  man  auf  eine  Gleichung  der  vorstehenden  Art 
das  Prinzip  der  Kettenbrüche  nach  §.  32  in  Anwendung  brin- 
gen 3  so  hat  man  folgendermaassen  zu  verfahren. 

Es  sei*  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  i 
uDd  a  =  mOf  h  =  mß,  also  a  relativ  prim  zu  ß.  Schreibt  man 
jetzt  die  gegebene  Gleichung 

maa?  -f"  *wßy  =  ft  —  cz  oder 

(3)  cU,4.ßy=__-=«( 

so  muss  Offenbar  k  —  cz  durch  m  theilbar,  also  t  eine  ganze 
Zahl  sein. 

Jetzt  löse  man  die  Gleichung  cur  -|-  ßy  = '  pach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  auf,  wobei  t  vorläufig  völlig  willkür- 
lich bleibt.  Diese  Auflösung  ist  stets  möglich,  weil  a  und  ß 
relativ  prim  sind.  Dieselbe  ergibt  für  x  und  y  Ausdrücke, 
welche  von  t  und  einer  Willkürlichen  w  abhängig  sind. 

Hierauf  löse  man  die  Gleichung 

(4)  =  i  oder  m^  +  cä  =?  A 

m 

für  die  beiden  Unbekannten  t  und  z  auf,  was  ebenfalls  stets 
möglich  sein  wird,  weil  die  drei  Zahlen  a,  6,  c  d.  i.  .ma,  mß,  c, 
also  auch  die  beiden  Zahlen  m  und  c  kein  gemeinschaftliches 
Maass  habep.  Diese  Auflösung  ergibt  für  /  und  z  Ausdrücke, 
welche  von  einer  neuen  Willkürlichen  Wi  abhängig  sind. 

Substituirt  man  jetzt  den  letzteren  Werlh  von  t  in  die  obi- 
gen Ausdrücke  für  X  und  y;  so  erhält  man  für  xxxxiAy  Werlhe, 
welche  von  den  beiden  Willkürlichen  w  und  tri  abhängig  sind, 
während  der  Werth  von  z  nur  von  der  Einen  Willkürlichen  Wi 
abhängig  ist. 

IV.  Man  kann  auch  das  Prinzip  der  Kellenbrüche  in  fol- 
gender Weise  zur  Lösung  der  vorstehenden  Gleichung  in  An- 
wendung bringen.     Man  schreibt  dieselbe 

(5)  m  ((u?  -(-  ßy)  -j-  CJ5  =  m^  -f-  cz  =  * 

und  lös*t  zuerst  die  Gleichung  mt'\-cz  =  k  für  t  und  z  auf. 
Alsdann  führt  man  den  für  t  gefundenen  Werth  in  die  Gleichung 

(6)  ax-\-^y  =  t  - 
ein  und  lös't  auch  diese  auf. 

Das  letztere  Verfahren  ist  noch  etwas  einfacher  als  das 
vorhin  beschriebene,  weil  dasselbe  ohne  weitere  Substitutionen 
nofort  die  Werthe  von  z,  Xy  y  ergibt. 
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§.  37.    AmfiSmmff  Mner  Gieiehmng  mM  n  JUnbekmmtien* 

1.  Das  hierbei  za  beobachtende  Verfahren  soll  an  dem 
Falle  erläotert  werden ,  wo  die  gegebene  Gleichung  n  =  5  Un- 
bekannte  Sy  y ,  z,  tf  u  enthält.  Die  Gleichung  kann  immer  in 
die  Form 

(1)  ax'\'lnf'\-cz-\'dt-^eu==^k 

gebracht  werden ,  worin  die  n  -f"  ^  Koeffizienten  a,  b,  c,  d,  e,  k 
ganze  nnd  relativ  prime  Zahlen  sind. 

Besitzen  die  n  Koeffizienten  a,  b,  c,  d,  e  der  Unbekannten 
ein  gemeinschaftliches  Maass ;  so  ist  die  Auflösang  unmöglich; 
iin  entgegengesetzten  Falle  aber  stets  möglich. 

Die  Auflösung  geschieht  am  einfachsten  in  der  Weise,  dass 
man  x  und  y  links  stehen  lasst,  die  übrigen  n  -^  2  Unbekann- 
ten z,  ty  u  aber  transponirt  und  bei  der  ferneren  Rechnung  wie 
bekannte,  aber  willkürliche  Grössen  behandelt.  Die  hier- 
durch entstehende  Gleichung 

(2)  ax'\-by=:k  —  cz  —  dt^eu 

kann  stets  nach  der  Methode  des  §.  28,  und  wenn  a  und  b 
relativ  prim  sind,  auch  sofort  nach  der  Methode  des  §.  32  be- 
wirkt werden,  indem  man  beachtet,  dass  das  früher  mit  k  be- 
zeichnete bekannte  Glied  auf  der  rechten  Seite  jetzt  k  —  cz 
—  dt  —  eu  ist. 

Wenn  a  und  b  relativ  prim  sind,  werden  in  der  Auflösung 
die  n  —  2  Grössen  z,  t,  u  als  Willkürliche  erscheinen ;  ausser- 
dem wird  aber  noch  eine  neue  Willkürliche  Wy  im  Ganzen 
also  deren  n  —  1  auftreten,  für  deren  jede  man  eine  beliebige 
ganze  Zahl  aus  der  Reihe  ...  —  2,  —  1,  0,  1,  2  ..  .  setzen  kann. 

Wenn  a  und  b  ein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  wird 
diese  oder  jene  der  Grössen  z,  t,  u  nicht  völlig  willkürlich 
bleiben.  Für  so  viele  der  Grössen  z,  tj  u  aber,  als  aus  der 
Auflösung  für  x  und  y  verschwinden,  werden  neue  Willkür- 
liche wie  Wu  w% .  . .  darin  auftreten. 

Wollte  man  in  dem  letzteren  Falle,  wo  a  und  b  ein  ge- 
meinschaftliches Maass  besitzen ,  das  Prinzip  der  Kettenbrüche 
in  Anwendung  bringen;  so  müsste  man  in  ähnlicher  Weise  wie 
in  §.  36,  III  oder  IV  gelehrt  ist,  verfahren. 

Aus  Vorstehendem  erkennt  man,  dass  die  Anflösungsme- 
thode  des  §.  28  mehr  Elastizität  besitzt,  als  die  des  |.  32, 
was  ihr  in  mancher  Hinsicht  zur  Empfehlung  gereicht« 

Immer  werden  it  -^  1  Willkürliche  in  die  Auflösung  ein-^ 
treten,  und  man  kann  demnach  allgemein  annehmen,  dass  die 
Auflösung  einer  Gleichuug  mitn  Unbekannten  x^y^z  . . .  die  Form 


(3)  {y  =  jfo-- Jitt?i--5'*wi-- 


tt.    8.    W. 
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baheo  wird.  Der  Fall,  wo  die  Eiae  oder  ander«  der  Unbe- 
kaimleo  jr,  ^,  z .  .  .  selbst,  z.  ß.  or,  die  Holle  einer  Willkürlichen 
spielt,  ist  kieronler  mit  enthalten.  Man  würde  dafür  statt  der 
obersten  Gleichung  einfach  x  =  Wi  haben. 

II.     Ein  Beispiel  wird   das   Vorstehende  näher  erläutern 
Es  sei  far  3  Unbekannte  x,  y,.  z  die  Gleichung 

6;r  —  4y-(-5^==17 
gegeben.     Lässt  man  links  y  und  z  stehen^  sp  ergibt  liich  aus 

—  4y-|-5z=17  —  6a; 
io  bekannter  VVeise  nach  §.  28  die  Auflösuiig 

(5^  =  —  3,-:-     07  4-5  m; 
«^^  \z=       \  —2x-\-iw 

worin  x  und  w  willkürlich  sind. 

Lässt  man  links  x  und  y  stehen;  so  ergibt  &ich  aus 

6a7-j-5Ä=17-|-4y 
in  bekannter  Weise  nach  §.  28  die  Auflösung 
.  (  x  =  2 +  4^-^.5  m; 

worin  y  und  w  willkürlich  sind. 

Ljesse  nian  jedpch  links  x  und  y  stehen,  deren  Koefiizien- 
ten  6  und  — 4  das  gemeinschaftliche  Maass  2  haben;  so  würde 
sich  folgende  Rechnung  ergeben. 

^  X  —  4^=  17—  5ä 

—  174-5^+607  .    ,        I         ,    -l  +  Ä+2ar 

y  = ^"4 — ■ — =- 4+^-f  ^-1 !-__j — _ 

—  1  +z4-2x 

'         4"^ =  ^^ 

1— >5-f-4tt?i  ,1—  J5  , 

0?= —^ =  2iri  -j —  =  2wi-\-w 

Hier  verschwinden  also  gleichzeitig  die  Nenner  der  beiden 
Grössen  x  und  Wi ,  für  welche  die  Gleichung  zuletzt  behandelt 
wurde,  und  man  hat 

2      ~^ 
z=l  —■  2w 
und  nunmehr  durch  rückgängige  Substitution  die  Auflösung 

!z=  i  —2w 
x=W'\-2Wi 
y  =  -4+(i  —  2m?)  4-.(2ttH  '\-w)-^Wi  =  ^  3  -^  u;  -f-  S-tTi 

worin  tv  und  Wi  die  beiden  Willkürlichen  sind. 


§.  38.    Verwandlung  der  WWkikrUefhen* 

I.     Jenachdem  man  eine  Gleichung,  welche  mehr  als  zwei 


S.  BS.  Verwandlung^  dm-  Wm&fUehen.  73 

Unbekannte  eotiiält,  für  diese  oder  für  jene  zwei  ünllekamite 
zuerst  aufzulesen  sucht,  ergaben  sich  Aufiösungcn,  welche  eine 
verschiedene  ZusannieneetziiBg^  aus  beka^nnten  und  willkürlichen 
Grössen  zeigen. 

Ura  nachzuweisen,  dass  zwei  derartige  Ausdrücke  für  Ein 
und  dieselbe  Unbekannte  genau  diesdbe  Reibe  von  Zahlen  dar-* 
stellt,  i«t  eine  Verwandlnng,  Sobstitdtion  oder  Elimination  der 
Willkürlichen  «rforderlicb.  Zu  diesem  Ende  ist  klar,  dass 
wenn  Oo,  a^  a« . .  .  konstante  Zahlen,  ferner  Wiy  Wt,  ips  . .  -  eine 
beliebige  Anzahl  Willkürlioher  und  v  ebenfalls  das  Zeichen  ei- 
ner Willkürlichen  ist,  man  im  Allgemeinen  nur  dann 

setzen  kann,  wenn  unter  den  Koefizienten  ai,  ^2,  «3*..  ir^ 
gend  Einer  vorkammt,  weicher  =  4:  l  igt.  Denn  wäre  z.  B. 
«it  3=  4^  1 ;  so  würde  man,  weichen  Werth  angenhlicklidi  aiick 
«6  4^  Ä»  fTj  -|-  08  tt?s  -j-  •  .  •  besässe,  die  Grösse  «>i  aus  der  Reiihe 
der  positives  uod  negativen  ganzen  Zahlen  stets  so  Wählen  können, 
dass  «0  H-  Wi  *\^  a%  w%  -f-  a«  ir»  -|~  •  •  •  jeden  beliebigen 
ganzen  Werth  v  annähme. 

Man  wird  seltener  Yeranlässong  haben,  für  eine  einzelne 
Willkürliche  v  den  aas  mehreren  Willkürlichen  bestehenden 
Ansdradc  äo  +  Wi  -f*  «2  ^2  4"  •  *  •  zu  setzen  oder  die  Zahl  der 
Willkürlichen  zu  vermehren,  als  umgekehrt  für  den  letzteren, 
Ausdruck  das  einfachere  Zeidien  v  ^zuführen  oder  die  Zahl 
der  Willkürlichen,  wenn  es  angeht,: zu   vermindern. 

Vermehren  lässt  sieh  diese  Anzahl  immer,  indem,  wenn 

öo  i  w^i  -|-  ßa  tTs  -|~  •  •  •  ^"^  ^  gesetzt  wird ,  tt?i ,  trt  . . .  voll- 
kommen willkürlich*  gedacht  werden  können. 

Vermindern  lässt  sich  die  fragliche  Anzahl  jedoch  in 
den  meisten  Fällen  nicht  Denn  man  muss  beachten,  dass  wenn 
V  füi:  a^  :i:  J^i  -}~  Ö2  tr»  -|-  . .  .  gei^tzt  wird,  zwischen  den  Grös- 
sen I?,  Wij  M^t, , . .  die  durch  die  Gleidmng  t?  =  «o + ^i  H~  <*»-^«  -f- . .  • 
ausgedrückte  Beziehung  besteht,  wodurch  nunmehr  die  Grössen 
Vf  Wiy  Wi .  ..  nicht  sämmtlicb  willkfirUch  bleiben,  vielmehr 
voneinander  abhängig  werden.  Unter  diesen  Umständen  würde 
es  unzulässig  sein,  die  Grössen  t?,  wu  «'s . .  .»  wenn  sie  noch  an 
anderen  Stellen  der  zusammengehörigen  Formeln  erscheinen, 
immer  wieder  aufs  Neue  als  Willkürliche  zu  betrachten^  ura 
dieselben  durch  Substitutionen  der  vorstehenden  Art  endlich  bis 
auf  Eine  ganz  aufzureiben.  Man  hat  vielmehr  zu  berücksichti- 
gen, dass  wenn  mdn  t?  «=  «o  +  tt?i  -f-  a«  tra  -j-  .  .  .  setzt,  äoA 
fernerhin  die  Grössen  te?9,  i&s .  . .  willkürlich  bleiben,  von  den 
beiden  ^Grössen  9  und  tri  jedoch  nulr  Eine  wiiikürKch  bleibt, 
während  di^  andere  <}urcfa  di^  letztere  Bedingungsgleichung  von 
der  ersteren  und  von  u?»,  w'z  >  ^ .  abhängig  wird. 

So  kann  man  z.  B«  in  der  Formel  w  ^==2  2>w  -^^  twi  onber 
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denÜidi  w  -{-  Wi  ^=  v  also  s  =  2v  setzen ,  wodurch  die  Zahl 
der  lülllkürlicheo  oni  Eine  vermindert  ist. 

Man  kann  jedoch  dorch  keine  Snbstitnlien  bewirken,  dass 
X  als  eine  einfache  Willkürliche  v  erscheint.  Denn  setite  man 
X.  B.  erst  a?  =  iP-|-i(7-f-2tPi,  and  nan  tc?  -|-  2  Wi  =  t?  also 
X  =  w  -^  v'j  so  müsste  man  beachten ,  dass  in  d^  Gleichang 
w  -^  2wi  =  V  wol  Wi  willkürlich  bleibt,  dass  aber  von  w  und 
V  nur  Eine  willkürlich  bleiben  kann.  Nimmt  man  also  e  als 
Willkürliche;  so  darf  nicht  auch  te^als  Willkürliche  in  der  For- 
mel für  jp  stehen  bleiben ,  man  mass  vielmehr  te?  «s  o  —  2  tri 
also  X  =  V  —  2ti?i-|-f?  =  2i?  —  2u?i  setzen. 

Dagegen  kann  der  Werth  x  =  2w  -{'  ^Wi  als  einfache 
Willkürliche  erscheinen.  Denn  sdireibt  man  x  s»  2  (u?  -f-  Wi)  -4*  ^\  \ 
so  kann  man  zuvörderst  tr  -{-  tc^i  =  r  also  ar  =  2 1?  -f-  ^t  se- 
tzen. Hierbei  kann  entweder  v  nnd  w  oder  v  and  tri  als  Will- 
kürlich betrachtet  werden.  Nimmt  man  9  -|-  Vi  als  Willkürlich 
aa^  so  kann  2  p  -{-  i^i  =  vi  also  x  =s  Di  gesetzt  werden. 

II.  Wenden  wir  die  vorstehenden  Betrachtangen  darauf  an, 
um  zu  zeigen,  dass  die  drei  Auflösungen  [A\  (fi),  [C)  im  vor- 
hergehenden Paragraphen  ganz  dieselben  Zahlen  vorstellen. 

Aus  dem  Systeme  [C)  erkennt  man,  dass  die  Grösse  x, 
weil  sie  von  der  Form  tr  -j-  2  tri  ist«  als  Willkürliche  angeaom- 
men  werden  kann.  Alsdann  hat  man  «?  =  jr  —  2  te^t  und  wenn 
Dies  in  die  Ausdrücke  für  y  und  z  substituirt  wird, 

y=  —  3   —  X  '{•'  htC\ 

z  =  1  —  2x  -{-  iwi 
Hierdurch  erhält  man  das  System  {A), 
Aus  dem  Systeme  (C)  erkennt  man  femer,  dass  aach  die 
Grösse  y,  weil  sie  von  der  Form  —  3  — tr  -|-  3tri  ist,  zur 
Willkürlichen  angenommen  werden  kann.  Geschieht  Dies;  so 
bat  man  w  =  — 3  — y  -}~  ^^i»  worin  Wi  willkürlich  bleibt. 
Subsh'toirt  man  diesen  Werth  in  die  Ausdrücke  für  x  und  z; 
so  kommt 

0?===  —  3  —     y4-5w 
Ä  =        7  -(-  2y  —  6iD 
Diese  beiden  Ausdrücke  können,  wenn  man  für  \  -\-  y  —  w 
das  Zeichen  v  einer  neuen  Willkürlichen  setzt,  in  die  Form 

X  =  2  +  4y  —  5(1  +  y  —  tt?)  =  2  +  4y  —  5© 

z  =  1  —  4y  +  6(1  4-  y  —  M?)  =  1  —  4y  -|-  ßv 
gebracht  werden,  in  welcher  sie  dem  Systeme  (B)  entsprechen. 

S.  39.    Aufiänutg  ifi&n  v  eieUhumgen  m$U  n  UmbBkmmmimau 

Das  Verfahren  soll  an  dem  Falle  erläutert  werden»  wo 
n  =  4  Gleichungen  init  r  =  7  Unbekannten  xi,  Xt,  x%y  x^  x^y  a:%i  Xi 
gegeben  sind.     Diese  4  Gleichnngen  seien 


75 


(2)  bi  a?i — btSt 

(3)  Ci  xi  —  CjiPj 

(4)  dl  ^^{-dtXi 


Ai  iP«  ^  -^  i*  ip4  r-  -  ifi  a?6  -  -  fte  ^«  —  4?  ätt  =  &o 
^8  ^8 —  <?4ir4 —  c$Si —  c«  ar« —  c^  St  =^  Co 
dz  Xi  —  dk  Xk  —  rf»  a?»  —  rfe  iP«  —  ^7  ^7  =  »0 
Die  Aufgabe  ist  zuDäehsi  dann  unra^lich,  wenn,  nachdem 
ftlie  8  Koeffizienten  einer  jeden  Gleichung,  wie  iii,  a^ . .  ,a^y  ao> 
von  ihrem  gemeinschaftlichen  Maasse  hefreiet  sind,  die  7  Koeffi* 
zienten  Hi,  Ot . .  .  a?  der  Unbekannten  noch  ein  gemeinschaft* 
lidies  Maass  besitzen. 

Findet  dieser  Fall  der  ünmöglicbkeit  nicht  statt;  so  I6s*t 
man  die  Gl.  (1)  naeli  §.  37  wie  eine  Gtetefaaiig  mit  n  =  7 
Unbekannten  auf.     Dies  gibt 

(5)  Xu  xt...  X7  ausgedröckt  dm'cb  n  —  1  =»  6  Willkürliche  tu  tt..>i% 

Diese  Werihe  von  äPu  oft  *  *  -  o^i  substitoirt  man  in  Gl.  (2), 
wodurck  man  eine  Gleidinng  mit  n  —  1  sss  6  Unbekanaten 
tu  tt . . ,  ti  erhält. 

Lüe't  man  hierauf  die  Mstere  Gleichung  nach  §.  37  auf; 
so  ergibt  sich 

(6)  ^1,  tt.^Jo  ausgedrückt  durch  n  —  2  »s  5  Willkürliche  Uu  Ut...Uz 

Nun  setzt  man  erst  diese  Werthe  von  ^i,  /s .  .  •  ^«  in  die 
Ausdrücke  (5),  wodurch  man 

(7)  Xu  xt...Xi  ausgedrückt  durch  n  —  2  =^  5  Willkürliche  Uu  tfs  •  •  •  v  s 
erhält.  Durch  diese  Werthe  der  ursprünglichen  Unbekannten 
werden  die  ersten  beiden  gegebnen  Gleichungen  erfüllt. 

Die  letzteren  Werthe  von  xu  x% . . .  Xt  substituirt  man  in 
Gl.  (3),  wodurch  man  eine  Gleichung  mit  n^ —  2  =  5  Unbe- 
kannten Uu  Ut . .  ,  u^  erhält. 

Lös't  man  d^me  Gleichung  nach  §.  37  auf;  so  ergibt  sich 

(8)  t^i,  tii . . .  tis  ausgedrückt  durch  n  — r-  3 = 4  Willkürliche  Vu  f  s»  f  s»  ^k 

Diese  Werthe  von  Uu  u%  ,  .  .  n^  setzt  man  erst  in  die  Aus- 
drücke (7),  wodurch  man 

(9)  071,  Xi.*.X7  ausgerückt  durch  n  —  3  »=  4  Willkürliche  Vu  t^i»  v^,  Vk 
erhält.  Durch  diese  Werthe  der  ursprünglichen  Unbekannten 
werden  die  ersten  drei  gegebenen  Gleichungen  erfüllt. 

Die  vorstehenden  Werthe  von  Xu  Xt ; . .  xt  substituirt  man 
in  die  letzte  Gleichung  (4),  wodurch  man  eine  Gleichung  mit 
n  — .  3  =  4  Unbekannten  Vu  f^u  ^s»  ^^  erhält. 

Lös't  man  diese  Gleichung  nach  §.  37  auf;  so  ergibt  sich 

(10)  Pu  fs»  ^z,  Vk  ausgedrückt  durch  »  —  r  ==3  Willkürliche  Wu  t^s,  w^ 
Substituirt  man  diese  Werthe  von  ri,  Vt,  t?3>  t?«  in  die  Aus- 
drücke (9);  so  erhält  man  die  gesuchten  Werthe  von 

(11)  0^1,  ^1 ...  0^7  ausgedrückt  durch  n  —  r=  3  Willkürliche  Wu  tot^  ^z 
wdche  allen  gegebenen  r  ss  4 Gleichungen  ein  Genüge  leisten. 

Sollte  man  bei  der  Auflösung  der  Gleichungen  (i),  (2),  <3),  (4) 
auf  einen  anmdglichen  Fall  stossen;  so  ist  die  ganze  Aufgabe 
unmöglidL 
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sc   «od 


für  -  M7  = 

X   = 

y  = 


t  2 

15-  27 

31  59 

32  61 


i.  40. 

Beispiel    1.    Es  seien  folgende  2  Gleiehnngen  tnit  3  Un- 
bekannten Xy  y^  z  gegeben 
(1)  2jr  —  5y  +  4z==3 

^2)  3ar  -f  7y  -^  Sz^6 

Eine  Auflösang  der  ersten  (naoh  §.  37  und  28 
y  bewirkt)  gibt 

(3)  a?= —1  -^2ä -f  5p        fa=— 1+2p         z  ==  j& 
Sabstituirt  man  diese  Wertbe  in  Gl.  (2);  -so  erhält  raan 

(4)  —  I4z  +  29»=«  16 

Eine  Auflösuiig  dieser   laeichong  (oMk  §.  37  und  28   be* 
wirkt)  gibt 

(5)  Ä  =  3  +  29117         r=2+t4« 

Sabslitairt  man  diese  Wertbe  in  die  Avsdrieke  (3)^  «o   er- 
käli  man  die  Auflösung  der  gegebeseD  Gleiehungen  in  der  Form 

(6)  ar  =  3  +  12M?         y  =  3  +  28tr         z  »  3  .+  29  i«? 
Hiernad)  bat   man  unter  Anderem  folgende,  quezieile  Auf- 
lösungen 

—  2  —    16 

—  21   -.    9     3 

—  53  —  25     3 

—  55  -^  26     3 
Beispiel   2.     Es  seien   folgende  3  Gteiehuagen   mit    den 

4  Unbekannten  (T^  y,  z,  t  gegeben: 

(1)  3x  4-  5r=     19 

(2)  _7y  --  4£  =       l 

(3)  4z  4-  3^  =  —  6 

Die  Auflösung  der  Gl.  (1)  (nacb  §.  37  und  28  bewirkt)  gibt 

(4)  a?  =  8  —  5w         r  =  —  1  +  3i* 
Durch  Substitolion  dieser  Wertbe  in  Gl.  (2)  konuat   . 

(5)  —  7y  +  12«!  =B  5 

Die  Auflösung   dieser  Gleiehung  (naeb  §.  37   und  28  be- 
wirkt) gibt 

(6)  y   ==    1    -f.    12»  «=14-7» 

Durch   Einführung   dieser  Werthe  in  die  Formeln  (4)  er- 
hält man 

(7)  ir  =  3  —  35t)         y  =i:  1  -[-  12»        l«  2  +  2lr 
wodurch  die  beiden  Gleichangen  (1)  und  (2)  erfüllt  werden. 

Substituirt  man  die  letzteren  Werthe  in  Gl.  (3);  so  kommt 

(8)  4ä  4-  63»  =  —  12 

und  durdi  Auflösung  dieser  Gleichung  nadi  §.  37  und  28 

(9)  Ä=~3    —  63i»         »$»4« 

Die  Einführung  dieser  Wertbe  in  die  Ausdrücke  ^7)  fährt 
zu  der  gesuchten  Anfiösnng 

(10)  o?;^ 3 ^140«?    y=l4.48i»    a=«-.3.-^63«    l=«:2  +  84f» 
odurch     alle  gegebenen  3  Gleichungen  erfüllt  werdte. 


S.4Ü.    Bä$fHele. 
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Beispiel  3.     Es  seiAo  folgende  2  Gleichungen   mit   deq 
iUnb^iiataft  ^>  f»  &j  t  fegabea: 
(1)  4a?  -f  3y  +  8ä  +  12f«  :?s  126  •. 

1%)  8^  —  3y  4-     Ä^+l8tfÄ=    .15 

Die  ApflUMMg  der  GL  (1)  (mic)^§.  37  iviid  28  Tih*  ^  und  y 
bewirkt)  gibt 
(3)     a?  =  —  2z — <v     y==42  —  4tt-|-2tJ      z^^z      u  =  u 

Durch  StttoliUlioii- dieser  We^the  in  Gl.  (2]  kMimt 
(4>  —  \bz  4-  30m  -^   14f7  =  141 

.   JMo  Aiiflösui^  dteser  Gleiohirag   (nach  §.  37  und  28  für 
z  und  u  bewifiki)  ^ibt 
(5)      z  =  — 15-|-2t<-r-14w        tt  =  w         ©==5s64-15m? 

F4itkit  Kinn  dibfie  Wertbe  i«  die  Aii0drti0ke.(3)  ein;  so  er- 
gibt sich  die  g0s«i«hliB  AnflöMiog  in  der  Form 

(jr=a34^4t*'f- iaM>  ya=54-r  4i*4-30» 

W        ^Ä.»-^  !5  +  2«i—  I4w        11  =  tf 

Im  vorstehenden  Beispiele  wäre  es  jedoch  zweckmäasiger 
gewesen,  erst  die  Gl.  (2)  für  z  aafjsatöseD.     Dies  gibt  sofort   • 

(7)  ,x==x      y'=^'V  .   Äs=  15  — -  8a?+ 3y — 18ti.     u=^u 
lind  wenn  man  diese  Wertbe  in  Gl.  (Ij  substituirt, 

(8)  -^20a?*4-9y  — 44w»=2  ^ 

Eine  Auflösung  dieter  GMehang  (nach  $.37  und  28  im 
X  und  y  bewirkt)  gibt 

(9)  apjsa— 1  -- 44*+9tf>       y  =  ^2— 4«/  +  20w       u^=^u 
Substituict  tnao  ^ese  Wefthe  in  die  Ausdrücke  (7)t;  «o  er- 
hält Haan  die  gesufihle  Auflösüog  in  der  Form. 

a?3=^l_4i*+9«)«        y  =  — .2~T  4ii4-*öaj 

J5==  17  -|-2m  —  12«?  «f=aM 

Hiernach  hat  man   unter  Anderem  für  m  =  1 ,  ir  ==  1  die 
spezieHo  Auflöfisng 

07=4  ys=5:14  JS==7  .    11=1 


(10) 


; 


$.  41.    Jl€tlAt«A9«  AmmisTHvimg  pskr  4ie  hettimmUe  Mgekrm. 

Das  dem  VerfiAren  in  §.  39  zu  Grunde  liegende  Prinzip 
kann  audi  imr  Auflösung  von  n  bestrmmtefi  Gleiehuiigen  mit  n 
Unbekannten  verwendet  werden,  and  dikrfte  sich  besofi^ders  dein 
eignen,  um  den  Zweck  und  die  Nöth wendigkeit  der  zur  Auf- 
lösung führenden  Operationen  möglichst  anschaulich  zu  machen. 

Wenn  hiernach  etwa  für  n  =  4  zwischen  den  4  Unbekann- 
ten xiy  Xif  x^y  x>^  die  4  Gleichungen 

bo  "  bi  Xi  —  bi  Xi  —  b^  Xs 


(1) 

(2) 
(3) 

(4) 


Co  --  Ci  Xi  --  Ci  Xt  --  Cs  Xz C4  ^4 


J4  J?4  =   0 

=  ö 


rfi  iF4  =  0 


ßo  —  di  Xi  —  di  Xi  —  rfs  x^ 
gegeben  sind;  so  lös't  man  zuvörderst  Gl.  (1)  für  Eine  der  Un- 
bekannten^ z.  B.  für  Xk  auf.     Dies  gibt 
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(5)  ^4  =  Fi  (a?i,  jTf^  St) 

Darch  diesen  Werth  von^  Sk  und  jeden  Miebigmi  von 
Si,  Xff  Xt  wird  die  erste  Gleichung  erflIUt 

Subslituirt  man  diesen  Weiih  von  Xk  in  Gl.  (2);  so  erlifilt 
man  eine  Gleichung  mit  den  n  —  i  =»  3  Unbekamiien  xt,  x%y  x% 
in  der  Form 

(6)  ^0  +  eu  Xi,  +  et  a?f  +  et  jPf  *B  0 

Lös't  man  diese  Gleichung  fdr  jTs  auf ;  so  kommt 

Xz  =  Ff  [xu  xjj 
und  wenn  man  diesen  Werth  in  den  Ansdrucfc  (5)  einf&hit,  and 
den  vorstehenden  Werth  von  xz  daneben  schreibt, 

(7)  iTs  =  Ff  (a?!,  a?i)  Xk'^FtixuXt) 

Durch  diese  Werthe  voif  9%,  x%  und  jeden  beiieMgeii  ron 
Xiy  Xt  werden  die  ersten  zwei  Gleichungen  ertMIt. 

Substituirt  man  diese  Werthe  vmi  Xty  Xk  in  61.  (3);  so  er- 
hält man  eine  Gleichung  mit  n  —  2  =>  2  Unbekannten  Xi,  x%  in 
der  Form 

(8)  /i+/;a?i+/i^f  =  0 
Lös't  man  dieselbe  für  xt  auf;  so  kommt 

Xi  ==  Fk  (xi) 
und  weitfi   man   diesen   Werth  in  die  Ausdrücke  (7)  einführt 
und  den  vorstehenden  Werth  von  Xf  daneben  schreibt, 
(8)        xr=F^(xi)  xt  =  Fs(Xi)  aP4  =  F.(a?i) 

Durch  diese  Werthe  von  Xu  Xz,  Xk  und  jeden  beliobigen 
von  ^1  werden  die  ersten  drei  Gleichungen  erfüllt. 

Substituirt  man  endlich  diese  Werthe  von  Xtj  Xt^  xt  in  die 
letzte  Gl.  (4);   so  erhält  man  eine   Gleichung*  mit  nur  Einer 
Unbekannten  Xi  in  der  Form 
{9)  jTo  +  ^i^i^'Ö 

Lps't  man  dieselbe  auf;  so  erhält  man  für  X\  einen  be- 
stimmten Werth  A. 

Führt  man  denselben  in  die  Ausdrücke  (8)  ein;   so  ergibt 
sich  die  gesuchte  Auflösung  in  der  Fofm 
(10)    jri=A        xt  =  F,{h)        j?,=:F,(*)        x.^Ftih) 

Durch  diese  Werthe  von  xu  Xty  X99  x^  wordea  alle  gege- 
benen n  SS  4  Gleidhungen  erTilllt, 
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Erste    AuflösuDgsmethode. 

$.  42.    AUgemeine  Begriffe, 

h  ]>ie  Auflösung  der  mibestiiBiiiteii  Gleichniigeii  vom  ersten 
Grade  fahrt  za  Aasdräcken  für  die  Unbekannten  s,  y  . ..,  welche 
von  gewissen  Willkürlichen  ir,  iti  . . .,  die  selbst  nnr  vom  ersten 
Grade  darin  Yorkommen,  abhängig  sind. 

Häufig  werden  an  die  unbekannten  Grössen  noch  besondere 
Bedingang^i  gestellt,  namentlicii  die^  dass  sie  ^^ischen  ge- 
wissen Gränzen  liegen  sollen,  z.  B.  indem  man  verlangt,  dass 
s  zwischen  10  und  100  liege,  oder  dass  sie  jenseit  einer 
gegebenen  Gränze  liegen  sollen^  z.  B.  indem  man  verlangt, 
dass  X  positiv,  d.  h.  >>  0  sei.  Hierdurch  vermindert  sieh  die 
unendliche  Menge  der  senst  möglichen  Auflösungen;  zuweilen 
bleibt  nur  eine  endliche  Reihenfolge  derselben  zulässig,  zuweilen 
nur  eine  einzige,  sodass  die  unbestimmte  Aufgabe  den  Charak- 
ter einer  bestimmten  annimmt;  zuweilen  Inrd  sogar  durch  j«M 
Bedingung  die  Aufgabe  unmöglich  gemacht. 

Die  Aufgaben  in  §.  33  und  35  enthalten  einige  praktische 
Beispidie  solcher  Mebenbedingungen,  und  man  wird  sich  beson-* 
ders  in  §.  30  überzeugt  haben,  dass  die  Aufsuchung  der  zuläs- 
sigen Auflösung  durch  tabellarische  Berechnung  der  allgemeinen 
Werthe  für  x,  y . .  .,  wobei  man  die  Willkürlichen  w^  Wi .  .  . 
beliebig  variiren  lässt,  im  hohen  Grade  mühsam  werden  kann. 

Es  kommt  also  auf  eine  direkte  Methode  zur  Bestimmung 
der  engsten  Gränzen  an,  innerhalb  welcher  die  Willkürlichen 
IT,  iTi » . .  gehalten  werden  müssen ,  um  die  einzig  zulässigen 
Auflösungen  za  ergeben. 

U.  Die  Werthe  der  Unbekannten  rr,  y  . . .  ergeben  sich 
allgemein  in  der  Form 

(1)  iT  =  ;>!  -4-  ji  I»  -4-  fi  Vi  4-  . . . 

(2)  y  «=  f «  +  ?•  •P  4-  *"«  w»  -r  •  - 
n.  s.  w. 
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Die  Bedingangen  für  die  Gränzen  von  x^  y  . . .  werden   im 
Allgemeinen  immer  paarweise  in  der  Form 

(3)  a?  >►  ai  ar  <  ßi 

(4)  y>a,  y<ß, 

u.  s.  w.  gegeben  sein.  Wäre  für  eine  Unbekannte  x  nur  auf 
der  Einen  Seite  eine  Gränze  gegf^ben;  so  fällt  allerdings  hierfür 
die  Eine  Ungleicbbeit  ans:  man  kaxiti  übrigens,  wenn  man  ^11. 
für  die  zweite  Gränze  resp.  den  WerHitr-t"  Qp  oder  —^  OO  seUt^p» 
imt  ilalurck  Ha^Paar  zu  ^rioßstend^en.  Ebenso  kannte  m^, 
wenn  für  eine  Unbe^tt4e  bejüerlei  Gr4n^  tgegeben  wäre^  ent- 
weder das  betreffende  Paar  ganz  weglassen,  oder  dafür  x  >  —  C30 
a?  <C[  -|-  OO  schreiben. 

Setzt  man  in  die  Ungleichheiten  (3),  (4)  für  x^  y  die  Werlhe 
(1),  (2);  so  erhält  man  die  Ungleichheiten 
(5)pi-4-9i  w-\-ri  M7i  -4-.. .  >ai       pi  4- yi  «?  4- n  Wi -j- . . .  <  ßi 

n,  s«  w.»  worartts  die  Gränzea  der  Crossen  w,  iPi .  ^ ..  so  bestim- 
med  sind. 

Die  hieraus  paarweise  für  tr,  loi . .  •  sich  ergebenden  Gränz- 
werthe  wollen  wir  die  Auflösungen  d«r  gegebenen  U  o- 
gleich  heilen  nennen. 

In  den  folgenden  Paragraphen  werden  wir  mis  mit  der 
Auflösung  solcher  UngleichheHen^  durch  direkte  Methoden^  welche 
manehes  Ähnliche  mit  der  Auflösung  bestimniter  Gfeichanj^en 
haben,  beschäftigen,  and  schicken  zu  dem  Ende  folgende  Be- 
merkungen voraus. 

III.  In  Absicht  auf  die  unbestioMuten  Gleichungen  müssen 
allerdings  die  Grössen  w,  Wi . . .  für  welche  die  Ungleichheiten 
aufzulösen  sind,  ganze  Zahlen  sein.  Bei  der  allgemeinen  Be- 
handlai^  der  Ungleichheiten'  werden  jedoch  jene  Grössen  als 
beliebig  veränderlich  gedacht  Am  Schlosse  der  Rechnung 
wird  es  leicht  seih,  die  besonderen  Anforderungen  wegen  der 
unbestimmten  Gleichungen  m  berücksicfatigie»^  Fände  man  z.  B. 
5|  und  8^  als  genaue  Gränzwerthe  von  w;  so  wären  für  die 
unbestimmten  Gleichungen  6  und  8  die  betreffenden  ganzen 
Gränzwerthe  für  w,  und  es  könnte  w  nur  =  6,  7,  8  sein. 

IV.  Jeder  aus  der  s(etigen  Keahe  der  negativen  und 
positiven  Grössen  von  —  (3G  bis  +  CX)  entnommene  Werlh 
belsst  grösser,  als  jeder  links  davon  liegende;  alsoi  z.  B. 
l5>2>0>--3>-~20. 

Wenn  mithin  in  der  Ungleichheit  a>6  die  heiden  Grössen 
a  und  b  positiv  sind;  so  muss  der  absoliKe  West h  ton  a 
grösser  als  der  von  6  sein;  wenn  aber  a und  b  begattv  sind^ 
muss  der  absolute  Werth  von  a  kleiner  als  der  von  b  sein. 
Wenn  a  und  6  verschiedene  .Zeichen  haben,  kann  nur  a 
positiv  und  b  negativ  sein;  der  absolute  Werlh  von  a  kann 
aber  sowol  grösser,  wie  kleiner,  als  der  von  b  sein. 
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§.  43.    JHe  GrunäaperaHmien  nM  UngieichheÜen. 

Die  einfacbsten  Umformungen,  welche  man  mit  Ungleich- 
heiten vornehmen  kann,  sind  folgende  :> 

I.  Die  beiden  Ungleichheiten  a>6  und  6<^fl,  von  denen  die 
Eine  durch  Umkebrung  der  anderen  entsteht,  sind  gleichbedeutend. 

II.  Man  kann  auf  beiden  Seiten  einer  Ungleichheit  Ein 
und  dieselbe  Grösse  addiren  oder  sublrahiren,  und  mithin  auch 
die  Glieder  einer  Ungleichheit  transponiren.  Wenn  also 
a^6;  so  ist  auch  0  +  ^^^  +  ^»  worin  gleichzeitig  die  oberen 
oder  die  unteren  Zeichen  gelten.  Wenn  a  — Ä-J-c]>rf-|-c — f; 
so  ist  durch  Transposijion  auch  a-\^c-^f'^b-\-d-\-e.  Wenn 
«>6;  so  ist  durch  Transpusition  beider  Seiten  — 6> — a. 
Durch  Transposition  der  Einen  Seite  kann  man  jede  Ungleich- 
heit a^b  nach  Art  der  Gleichungen  annulliren  oder  auf 
null  reduziren,  also  in  die  Form  a  —  6^0  oder  auch  in 
die  Form  b  —  a<;0  bringen. 

III.  Zwei  Ungleichheiten  können  so  addjrt  werden,  dass  in 
beiden  das  Grössere  auf  derselben  Seite  siebt.  Wenn  also  a^b 
und  c^d;   so  ist  auch  a-\-c^b-{-d» 

IV.  Subtrahirt  kann  von  einer  Ungleichheit  eine  andere 
nur  in  der  Weise  werden,  dass  von  dem  Grösseren  der  Einen 
das  Kleinere  der  anderen  subtrahirt  wird,  indem  das  Ungleich- 
heitszeichen  der  Differenz  gleich  dem  des  Minuends  wird.  Wenn 
also  a]>6  und  c^d  oder  d<ic\  so  ist  auch  a—d^b  —  c. 

V.  Man  kann  die  beiden  Seiten  einer  Ungleichheit  mit  ei- 
ner positiven  Zahl  multipliziren  oder  dividiren.  Multiplizirt 
oder  dividirt  man  aber  mit  einer  negativen  Zahl;  so  muss 
das  Ungleichheilszeichen  umgekehrt  wercfen.    Wenn  also  a^b 

und  m  positiv  ist;  so  hat  man  ma'^mb,  und  — ^— ;    dagegen 
*  m      m 

—  ma<i  —  wi6  und   <[ .     Wenn   man  also  die  Zeichen 

—  m      —  m 

aller  Glieder   einer  Ungleichheit   umkehren  will>    so  mass  man 

auch  das  Ungleichbeitszeichen  umkehren. 

VI.  Wenn  zwei  Ungleichheiten  miteinander  multiplizirt 
werden  sollen;  so  müssen  im  Allgemeinen  die  beiden  Seiten 
einer  jeden  gleiche  Zeichen  haben.  Das  Resultat  ist,  wenn 
a,  b,  Cy  d  absolute  Werthe  bezeichnen,  aus  Folgendem  zu 
ersehen: 

a^b  — 6>  — a  a^b  b<^a 

c^d  — rf> — c        — c<^  —  d        — rf]>  —  c 

ac^bd  bd<^ac  — ac<^  —  bd     — bd^  —  ac 

VII.  Für  die  Division  zweier  Ungleichheiten  durch  einander, 
wofür  derselbe  Vorbehalt,  wie  bei  der  Multiplikation  gemacht 
wird,  hat  n\an 

Scheffler'fl  uobestimmte  Anlaytik.  6 
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a>b 
d<Cc 


b  ^  a 
'7^~d 


b<^a 
^c<r  —  d 


a^b 

a  ^       b  b  a 


VIII.  In  jeder  Ungleichheit  kann  man  für  einzelne  darin 
vorkommende  Grossen  andere  von  verschiedenem  Werlhe  sub- 
sliluiren,  so  jedoch,  dass  dadurch  die  grössere  Seile  der  Un- 
gleichheit vergrössert,  oder  die  kleinere  verkleinert  wird. 

Wäre  z.  ß.,  wenn  a,  b,  c .  .  .  absolute  Wei  the  bezeichnen, 

rt-| ]> /gegeben;    so  hätte  man*  auch, 


wenn 


.  » 


)) 


x'^a   ist, 


'    c        e       ' 


» 


x>f 
x>b 
x^e 


0 


» 


» 


a-f" 


li        e 

,    X  ^^  d       ^ 
c       e       ' 

a  -f—  > f. 

ex      ' 


IX.  Wenn  in  einer  Ungleichheit  ^>B  veränderlicLe  oder 
unbekannte  Grössen  vorkommen;  so  sind  diejenigen  Werlhe  der 
Veränderlichen,  für  welche  A  =  B  wird,  di^e  Gränzwerthe 
der  Letzleren.  Zuweilen  verlangt  man,  dass  diese  Gränzwerthe 
selbst  mit  ausgeschlossen  sein  sollen,  was  der  strengen  Bedeu- 
tung der  Ungleichheit  ^>Ä  entspricht.  Zuweilen  jedoch  sollen 
die  Gränzwerthe  selbst  mit  zulässig  sein.  Für  diesen  Fall 
müsste  man  eigentlich  A^B  schreiben.  Wir  werden  indessen 
der  Einfachheit  wegen  die  Formel  A^  B  in  beiden  Fällen  bei- 
behalten, und  die  leicht  sich  ergebenden  Bemerkungen  für  den 
Fall,  wo  auch  A  =  B  sein  kann,  besonders  angeben  oder  dem 
Leser  überlassen.  Hätte  man  also  nur  mit  ganzen  Zahlen  zu 
thun,  und  sollten  z.  ß.  unterer  alle  positiven  ganzen  Zah- 
len mit  Einschluss  der  Null  verstanden  werden;  so  würde 
man  bei  Zulassung  der  Gränzwerthe  x^O,  dagegen  bei  Ver- 
werfung der  Gränzwerthe  rr  >  —  1  schreiben. 

§.  44.  Auflösung  JEtner  W/ngieichheU  mUKiner  VeränderHetken. 

Wenn  nur  Eine  Ungleichheit  mit  der  Veränderlichen  w  in 
der  Form 

(1)  p  +  9u;>a 

gegeben  ist;    so  folgt  daraus  zunächst  durch  Transposition   des 
bekannten  -Gliedes  p 
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Um  aber  die  Grenze  für  w  2u  bestimmen,  kommt  es  darauf 
an^  ob  der  Koeffizient  q  von  w  positiv  oder  negativ  ist.  Ist  q 
positiv;  so  ergibt  sich  durch  Division  mit  q 

q  ' 

Ist  dagegen  q  negativ;   So  ergibt  sich  durch  diese  Division 


(3)  w< 


a — p 


In  beiden  Fällen  kann  also  durch  die  gegebene  Ungleich- 
beil die  Reibe  der  für  die  Veränderliche  w  zu  setzenden  Zahlen 
nur  auf  Einer  Seite  begränzt  werden. 

Wäre  die  Ungleichheit  'p-\-qw<^{i.  gegeben;  so  würden 
sieh  in  der  vorstehenden  Auflösung  nur  die  Ungleichheitszeichen 
nmkehren. 

Beispiel.  Im  zweiten  Beispiele  des  §.  33  wurde  verlangt, 
dass  die  Grösse  z,  deren  Werth  sich  in  der  Form  31-{-60to 
ergab,  nur  positiv  sein  sollte.  Rechnet  man  zu  diesen  Zahlen 
Midu  die  Null;  so  hat  man  fo«i  Zulassung  der  Gränzwer^ 
tbe  die  Bedingung 

31  +  60m?>0  also 
^       31 

Da  es  nun  hier  bloss  auf  ganze  Zahlen  ankonunt;  so 
muss  M?  ]>  0  genommen  werden,  was  sich  auch  bereits  in  §.  33 
bestätigt  hat. 

$.  45.   Aufiä9un^  KhiCM  J^aar^s  von  VngM/chhMen  «ilf  WAner 

VeränderUchen* 

Ein  Paar  von  Un^leichjieilen  nennen  wir  zwei  Ungleich- 
heiten, nach  deren  erster  lein  Ausdruck  grösser  und  nach 
deren  zweiter  derselbe  Ausdruck  kleiner  sein  soll,  als  gewisse 
bekannte  Grössen. 

Wir  haben  also  hier  zwei  Ungleichheiten  wie 
(1)         ^  p  +  qw>a  p  +  ?tt?<ß 

zu  betrachten,  worin  offenbar  ß  ^  a  sein  muss. 

Durch  Transposition  von  p  folgt  daraus 
qw'^a — p  qw<i^ — p 

Ist  nun  q  positiv;  so  ergilit  eine  Division  mit  q  die  Auflösung 

q  ? 

Ist  dagegen  q  negativ;  so  erhält  man  die  Auflösung 

-  9  1 

In  beiden  FSlIen  wird  hferdarch  für  u>  eine  untere  nnd 

eine  obere  Gpänze  bestimmt. 

6* 
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Da  ß^a  ist;  so  leochtet  ein,  dass  aach  slets  der  hierDach 
gefandeoe  obere  Granzwerth  %'od  w  grösser  ist,  aU  der  ge- 
faadeoe  oatere  Gräozwerih. 

Beispiel.  Verlangte  man  in  dem  Beispiele  des  vorher- 
gebenden  Paragraphen  für  z  =  3i-\'ß0w  die  zwischen  100  and 
500  liegenden  Werlbe;  .so  hätte  man 


also 


oder 


31-j-60r>100 


*^>^^ 


3l+60ip<500 


ic< 


469 
60 


*^<^6Ö 


Da  nun  fnr  die  diophantlsche  Aufgabe  ir  eine  ganze  Zahl 
sein  moss;  so  hat  man  bei  Zulassung  der  GränzWertbe  «7^2, 
ip<^7,  sodass  also  für  ir  die  Werthe  2,  3,  4,  5,  6,  7  zo  neh- 
men sind. 


i,  46.   AmfMS9mm§  hHieki§  triHer  — Wsffctrfifew 
äi§eu  IFmmre  vmm  WIwt§ieiekkeiiem  «ttf  Kiier  Fer<iirfcrlic*e«> 

I.  Es  seien  beliebig  viele,  z.  B.  3  Paar  Uogleichheilen  mit 
der  Veränderlichen  w  in  der  Form 

(2)  pt  +  qfVJ>ai  P«  +  ?««^<ß» 

(3)  ps  +  ^fjtr>aj  Ps  +  ?8^<ß« 

gegeben.  Es  kann  auch  von  diesem  oder  jenem  Paare  die  EÜne 
Häifle  fehlen,  in  welchem  Falle  wir  dasselbe  ein  nnvollsiändiges 
Paar  nennen. 

Lös't  man  jede  Ungleichheit  nach  §.  44  für  w  auf;  so  er- 
hält man  ebenso  viel  vollständige  oder  unvollständige  Paare 
von  Auflösungen,  als  Paare  von  üngleichfaeit^i  gegeben  sind^ 
hier  also  3,  welche  wir  kurz 

(4)  w^Ai  ir<jBi 

(5)  ^>A^  ir<ft 

(6)  tr>^  tr<Ä3 
schreiben  wollen. 

IL  Jetzt  muss  offenbar  jeder  obere  Granzwerth  Bi,  Ä,,  Bz 
von  w  grösser  sein,  als  jeder  untere  Granzwerth  At^  A^y  Ai. 
Wäre  Dies  nicht  der  Fall;  so  würde  die  Aufgabe  unn^ög- 
lich  sein. 

Dass  nun  aber  in  jedem  vollständigen  Paare  (4) ,  (5) ,  {6) 
der  Auflösungen,  welches  sich  aus  einem  vollständigen  Paare 
der  gegebenen  Ungleichheiten  ergeben  hat,  die  obere  Gränze 
grösser  ist,  als  die  untere,  folgt  schon  aus  §.  45.  Die  Bedin- 
gungen Bi>^i,  Bi>Aty  Bi^A^  realisiren  sich  also  von  selbst, 


§.  46.    Aufl  mehrerer  Vngl.  mit  Einer  Yeränderl         85 

iDSofern  nur  in  den  gegebenen  Ungleichheiten  ßi>ai,  ßj>>aj, 
ßs  y>  ccs  ist.  Dieselben  branchen  also  nicht  weiter  berücksichtigt 
zu  werden. 

Man  muss  aber  ferner^  damit  die  Aufgabe  möglich  sei, 
haben  . 

Bi>A,  ft>^  Bs>A, 

Bi>As  B,:>A3  B,:>A, 

oder  auch 

(7)  B,>A,  Ai<^B, 

(8)  lfi>^  A,<B, 

(9)  '        1?.::^^  At<B, 

111.  Was  nun  die  gesuchten  Gränzwerthe  von  w  betrifft; 
so  ist  offenbar  die  grösstc  oder  das  Maximum  der  Zahlen 
Aiy  Atj  As,  welches  wir  mit  ^  bezeichnen  wollen^  der  untere 
Gränzwerth,  und  die  kleinste  oder  das  Minimum  der  Zahlen 
Bi,  Biy  Bs,  welches  wir  mit  B  bezeichnen  wollen,  der  obere 
Gränzwerth.  Man  hat  also  als  Auflösung  der  gegebenen  Un- 
gleichheiten 

(10)  w^A  w<iB 

Die  Unmöglichkeit  der  Aufgabe  liegt  vor,  wenn  das 
Maximum  ^grösser  ist,   als  das  Minimum  B, 

Wäre  irgend  ein  Paar  (4),  (5)  oder  (6)  unvollständig;  so 
kommt  die  fehlende  Hälfte  nicht  in  Betracht.  Man  kann  übri- 
göns  eine  fehlende  linke  Hälfte  durch  w'^  —  (30  und  eine  feh- 
lende rechte  Hälfte  durch  w<C,-\-00  ergänzen. 

Es  ist  klar,  dass  die  gegebenen  Ungleichheiien  (i),  (2),  (3) 
nicht  bloss  die  gefundenen  Bedingungen  (10)  notb wendig 
erfordern,  sondern  dass  auch  eine  Erfüllung  dieser  letzteren 
Bedingungen  nothwendig  die  Verwirklichung  der  gegebenen  Un- 
gleichheiten zur  Folge  hat. 

Beispiel  1.  Es  seien  folgende  3  Paar  Ungleichheiten 
gegeben : 

2-j-7w?>5  2  +  Tu?<;30 

15— 3u?>l  15  — 3w<25 

6u?>  — 4  6t(7<17 

Hieraus  folgt  zuvörderst 

tt;>~3i  w<^l 

Die  Aufgabe  ist  möglich,  und  man  hat 

folglich  in  ganzen  Zahlen  mit  Zulassung,  der  Grränzwerthe 

u?>0  fr<2 

sodass  für  w  die  Zahlen  0^  1,  2  zu  setzen  sind. 

Beispiel  2.  Im  ersten  Beispiele  §.33  wurde  verlangt, 
dass  07  =  600  — 4u;  und  y  =  — 4800 -|- 33 u?  positive  Zahlen, 
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einschliesslich  der  Nall  seien.    Man  hat  also  iMer  2  onvoU^täa- 
dige  Paare  von  Ungleichheiten,  nämlich 

600—    4u?>0         

—  4800  4-33tt7>0         

Hiernach  moss  sein 

tr<150 

tt7]]>  145j\  .... 

Die  gesuchte  Auflösang  ist  also 

U7>l45j\  *e?<150 

folglich  in  ganzen  Zahlen 

ti?>146  tt?<150 

sodass  für  w  die  Zahlen  146,  147,  148,*I49,  150  zu  setzen  sind, 
was  sich  auch  schon  in  §.  33  gezeigt  hat. 

Beispiel   3.     Würde  im   vorsiehenden  Beispiele  verlangt, 
dass  X  positiv  und  y  negativ  sei;   so  halte  man 

•600  — 4m?>0  

— 48004-33ttJ<0 

Hieraus  ergibt  sich 

.  .  .  .•  tr<^  150 

....  t^<;  145j\ 

Demnach  hat  man  für  w  bloss  die  Eine  Granze  tr<^145j\ 
oder  die  ganzen  Zahlen  ?^<^145. 
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Wenn  A  und  B  zwei  Ausdrücke  sind ,  welche  mehrere 
Veränderliche  w,  tri,  tUa  .  .  .  enthallen,  und  es  darauf  ankommt, 
aas  den  beiden  Ungleichheiten 

(1)  ^^0 

(2)  B  ^  0 

Eine  Unbekannte  w  zu  eliminiren,  also  eine  Unglcicli- 
bäit  herzustellen,  welche  nur  noch  die  übrigen  Unbekannten 
Wf,  Wa , , ,  enthält;  so  kann  Dies,  wenn  es  überhaupt  thunlich  ist, 
ähnlich  wie  bei  den  Gleichungen,  auf  mehrfache  Weise  ge- 
schehen. 

I.  Nach  dem  Prinzipe  der  Kombination.  —  Man 
lös't  nach  §.  44  sowol  die  Ungleichheit  (1);  wfe  auch  die  Un- 
gleichheit (2)  für  w  auf.  Erhält  man  hierdurch  zwei  Ungleich- 
heiten mit  verschiedenen  Ungleichheitszeichen,  also 

(3)  M?>C  M?<Z> 

so  ist  durch  Kombination  derselben     ' 
(4)  •2?>C  oder  jD~  C>0 

die  gesuchte  Ungleichheit,  in  welcher  nur  noch  die  Veränder- 
lichen Wu  tVi  ,  .  ,  vorkommen. 

Ergeben  sich  jedoch  zwei  Ungleichheiten  mit  denselben 
Ungleichheitszeichen ,    also  entweder  w^  C  und  %q^  D  oder 
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tt><  C  und  w<^D;  so  kann  man  keinen  Schluss  auf  die  Be- 
ziehung zwischen  C  und  D  machen,  also  w  nicht  elimiäiren. 
Beispiel  1.     Es  sei  gegeben 

—  9  4-2^?-}-    4m'i<0 
Hieraus  folgt  durch  Auflösung  für  w 


also 


^        5-|-17m?i  9~.4m;i 

^>— 6 ^<^^— 

9  — -  4  MJi         —  5  4*  1 7  tt^i 


2         -^  6 

oder  wenn  man  mit  6  multiplizirt  und  Alles  auf  Eine  Seite  stellt 

32  —  39  «r,  >  0 
Beispiel  2.     Wollte  man  aus  den  vorstehend    gegebenen 
Ungleichheiten  die  Veränderliche  Wi  eliminiren ;  so  niiisste  man 
für  t€i  auflösen.     Dies  gibt 

Da  dies  zwei  untere  Gränzwerthe  von  Wi  sind;  so  lassen 
sie  sich  nicht  kombiniren;  es  kann  also  auch  Wi  nicht  eliminirt 
werden. 

II.  Nach  dem  Prinzipe  der  Substitution.  —  Man 
lös't  die  Eine  der.  beiden  gegebenen  Ungleichheiten  für  w  auf, 
und  substitnirt  den  für  to  gefundenen  Gränzwerlh  statt  w  in  die 
zweite  gegebene  Ungleichheit,  insofern  hierdurch  die  allgemeine 
Gültigkeit  dieser  zweiten  Ungleichheit  nicht  in  Frage  gestellt 
wird.  Die  Substitution  muss  also  unbedingt  den  Erfolg  haben, 
dass  dadurch  in  der  zweiten  Ungleichheit  die  grössere  Seite 
vergrössert  oder  die  kleinere  verkleinert  wird.  Ist  Dies  nicht 
unbedingt  zu  erwarten;  so  kann  die  Substitution  nicht  vorge- 
nommen, also  die  Elimination  von  w  nicht  bewirkt  werden. 

Um  den  Erfolg  dieser  Substitution  leicht  überblicken  zu 
können,  stelle  man  in  der  zweiten  Ungleichheit  die  Veränder- 
liche w,  welche  hier,  wo  es  sich  um  Ausdrücke  vom  ersten 
Grade  handelt,  nur  mit  einem  bekannten  Koeffizienten  be- 
haftet sein  kann,  auf  diejenige  Seite  des  Ungleichfaeitszeichens, 
wo  ihr  Koeffizient  positiv  ist.  Hat  man  alsdann  als  zweite 
gegebene  Ungleichheit  Ä  ]>  0 ;  so  kann  man  darin  für  w  jeden 
oberen  Gränzwerth  D  setzen,  welcher  >  w,  oder  wofiir  w  <CD 
ist.  Hat  man  dagegen  Ä  <  0 ;  so  kann  man  darin  für  w 
jeden  unteren  Gränzwerth  C  setzen ,  welcher  <C  w,  oder  wofür 
w^  C  ist. 

Im  ersten  der  beiden  obigen  Beispiele  ergab  eine  Auflösung 

der  ecsteo  Ungleichheit  w  > ^ i.  Dieser  untere  Gräna- 
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rlh  kann,  da  in  der  zweiten  gegebenen  Ungleichheit  B<^0 
•  Koeffizient  2  von  w  positiv  ist,  in  die  letztere  substituirt 
rden.     Dies  gibt 

0  nach  Multiplikation  mit  3  nnd  gehöriger  Reduktion 

—  32-1-29 IT,  <0 
e  Formel,  welche  mit  der  vorhin  gefundenen  33— 29iC|^0 
ereinsUmnit. 

III.  Nach  dem  Prinzipe  der  Addition  oder  Sub- 
iktion.  —  Durch  Multiplikation  der  gegebenen  Ungleichhef 

1  (1)  und  (2)  mit  bekannten  Zahlen  macht  man  die   numeri 
len  Werthe  der  KoefCzienten  von    w  in    beiden    gleich    (w' 

,  der  Elimination  einer  Unbekannten  zwischen  zwei  Gleichun- 
i).  Erhalten  hierdurch  diese  beiden  KoefUzienlen  entge- 
ngesetzle  Zeichen,  und  sind  die  Ungleicbheilszcichea  ia 
und  (2)  einander  gleich;  so  kann  mein  beide  Ungleichfaci- 
I  addiren,  wodurch  w  verschwindet.  Erhalten  dagegen  jene 
iden  Koeffizienten  gleiche  Zeichen,  und  sind  die  Ungleich- 
ilszeichen  in  [IJ  und  (2)  entgegengesetzt;  so  kann  man 
ide  Ungleichheiten  sublrahircn,  wodurch  w  verschwindet, 
allen  übrigen  Fällen  kann  die  Elimin»liun  nicht  bewirkt 
rdcn. 

Multiplizirt  man  hiernach  in  dem  obigen  Beispiele  die  zweite 
^ebene  Ungleichheit  mit  3;  so  wird  dieselbe 

—  274-tiK'-|-12«;,<0 
ervon  kann  die  erste  gegebene  Ungleichheit 

5  -j-  6  w  -  1 7  u',  >  0     . 
^Irahirt  werden.     Dies  gibt 

-32  +  29io,<0 
B  vorhin. 

Wollte  man  jedoch  u\  elimiuiren,    und  zu  dorn  Und«)    diu 
gleichheit  (1)  mit  4  und  die  Ungleichheit  (2)   mit    IT    multi- 
ziren;  so  erhielte  man  zwar  die  beiden  Ungleichheilen 
20-|-24w)  — ÜSiP,>0 
-l53-f  34K.-i-fi8ir.<ü 
>rin  die  numerischen  Werlhe  von  w,   gleich  sind.     Dieselben 
sen  sitb  jedoch  nicht  adUiren,  mithin  auch  nicht  zur  Elimi- 
tion  von  wi  gebrauchen. 

IV.  Man  erkennt  leicht  allgemein,  dass  sich  aus  zwei  Un- 
lichbeilen  von  der  Form  der  gegebenen  (1)  und  (2)  Ktets, 
er  auch  nur.  dann  die  Veränderliche  w  elimiuiren  lä&st,  wenn 
i  gleichen  Zeichen  der  Koeffizienten  von  w  die  Ungleich- 
Itszeicben  in  (I)  und  (2)  entgegengesetzt  oder  wenn  bei 

tgegengesetzten  Zeichen  jener  Koeffizienten  diese  Un- 
lichheit&zeicbeii  gleich  sind. 
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Es  ist  übrigens  klar,  dass  aus  einem  Paare  von  Ungleich- 
heiten wie 

a-\-pW'\-qWi  -f-  rWi-{-. , .  ]]>  a  a-{-pw-\-qWi  -f-rw?i+ . .  •  <Cß 

ohgleich  darin  die  Koeffizienten  Ein  ofid  derselben  Veränder- 
lichen wie  w  gleich  und  die  Ungleichheitszeictien  entgegen- 
gesetzt sind,  dennoch  eine  Elimination  von  w  erfolglos  sein 
würde,  weil  hierdurch  auch  alle  übrigen  Veränderlichen  mit 
verschwinden  würden  und  man  die  von  selbst  sich  verstehende 
Beziehung  ß — a>0  erhielte. 

Wenn  jedoch  zwei  derartige  Paare,  wie 
.^.  (  fl  -|-pu7  -4-  jftTi  -P  TOj  4-  .  .  .  >  a 

^^^  (  a  -f"  P^  "r  h^^   r  '"^^  "T"  •  •  •  <C  ß 

(({\  \  ^*  +Piw^  -f-  ?i«^i  +  ^<^*  4- . .  .  >  tti 

^^  (  ßi  +  PiW  4-  ?iw?i  +  riWi  -h  .  . .  <  ßi 

gegeben  wären ;    so  würden  alle  2wischen  denselben  möglichen 

Eliminationen  von  w  doch  nur  zwei    neue  Ungleichheiten   mit 

Wi,  Wi .  , ,  ergeben^  und  diese  beiden  Ungleichheiten  müssen  ein 

Paar  bilden. 

Diese  Thatsache  sieht  man  sofort  ein,  wenn  man  jede  Un- 
gleichheit für  w  auflöst.     Dies  gibt 

,^,  -^  a  —  a  —  qwi—rwi — ...  ^ß  ^a  —  qwi  —rwi  — . .. 
(7)  w?^ ^ — w^- ^ = 


(8) 


\ 


w^ ^ 


tv 


Pi 

ßi  —  gl  —  qiWj  —  riWj  —  ... 

In  den  beiden  Ungleichheiten  (7)  gelten  die  oberen  cder 
die  unteren  Ungleichhertszeichen,  jenachdem  p  positiv  oder  ne- 
gativ ist,  ebenso  in  den  beiden  Ungleichheiten  (8),  jenachdem 
pi  positiv  oder  negativ  ist.  Immer  hat  man  in  (7)  und  auch  in 
(8)  zwei  entgegengesetzte  Ungleichheitszeichen.  Eine  Kombi- 
nation der  beiden  Ungleichheiten  (7)  ist  aber  ebenso  fruchtlos, 
wie  eine  Kombination  der  beiden  Ungleichheiten  (8).  Kombinirt 
man  aber  eine  jede  Hälfte  des  Paares  (7)  mit  der  betreffenden 
Hälfte  des  Paares  (8);  so  erhält  man  immer  zwei  Ungleichhei- 
len, welche,  wenn  man  mit  den  entstehenden  Nennern  mnlli- 
plizirt  und  gehörig  reduzirt,  ein  Paar  bilden.  Z.  B.  wenn  p 
und  Pi  positiv  wären,  also  in  (7)  und  (8)  die  oberen  Ungleichheits- 
zeichen  gälten, 

ß  —  ö. —  q^i  — ^^t  —  • . .  ^^  ai  —  fli  —  qi  Wi  —  fi u'8  — . , . 

P  Pi 

a  —  a^-^qwi  —  rWi  — .  •♦  ^^ßi  —  öi-~^fiM?i  —  ntt't  —  .■  ■ 

<x : • ~ 

p  Pi 

oder  nach  gehöriger  Redaktion 


(9) 


» 

j) 

l 

»           » 

n 

)) 

3 

neue  Paare 

y> 

» 

6 

»              x> 
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f  1 0)  \^P^'  — /^i«)+(P?i  —P^q)  w^i  -\-(pri  —Pir)  V0r\- . .  v>pat  — /?iß 
^     ^  XipO'i  — Pi«)+(p?i  —  Pi?)  w?i+(P''t  —  PiO  "'«4---  •  <?ßi  —  Fl« 

$.  48.    AufiSsung  fnehrerer  MTngMehheUen  mU  ntehreren^ 

I.  Zuvörderst    seien    zwischen    den    zwei  Veränderlichen 
w  und  Wi  folgende  r  Paare  von  Ungleichheilen 

(1)  A,>0  Z?,<0 

(2)  ^>0  j&,<0 

(3)  ^>0  ^    ß3<0 

u.  s.  w.    gegeben.      Das    allgemeine    Prinzip    behuf  Auflösung 

dieser    Ungleichheiten  ist   dem    bei  Auflösung   von  GleichungeD 

in  Anwendung  kommenden  ähnlich.     Man   elirainirt,   so   oft   es 

angeht,  zwischen   je   zwei    der    gegebenen  Ungleichheiten  Eine 

Veränderliche  w.     Dies  erzeugt,  da  man  (1)  mit  {2),  (l)  mit  (3) 

und  (2)  mit  (3)  kombiniren  kann,  im  Allgemeinen 
f  (f  —  \\ 
" — ^ — -  also  bei  r=l  gegebenea  Paaren  kein  neues  Paar 

»    r  =  2 

»    r=3 

»    r=4 

»    r=5  »  »         10         »  » 

von  Ungleichheiten^  in  welchen  nur  noch  die  Verändertiche  tri 
vorkommt.  Diese  Ungleichheiten  lös't  man  für  iri  auf,  wodurch 
sich  die  Gränzwerthe  von  w^  in  bekannten  Zahlen  ergeben. 
Substiluirt  man  alsdann  irgend  Einen  hiernach  für  W\^  zulässigen 
speziellen  Werth  in  die  gegebenen  Ungleichheiten;  so  lässt  eine 
Auflösung  derselben  für  w  die  Gränzen  dieser  Veränderlichen  er- 
kennen, welche  jenem  Werlhe  von  w^  entsprechen.  Die  äusser- 
slen  Gränzen,  welche  w  bei  den  verschiedenen  Werthen 
von  Wi  zu  erreichen  fähig  ist,  ergeben  sich,  wenn  man  ^\e^  für 
M?i  gefundenen  Gränzwerthe  so  in  die  gegebenen  Ungleich- 
heiten substiluirt,  dass  dieselben  unzweifelhaft  richtig  .  bleiben, 
und  dieselben  alsdann  für  w  auflöset 

Die  meiste  Bequemlichkeit  bei  Ausführung  dieser  Opera- 
tionen dürfte  in  der  Ucgel  von  dem  Eliminalionsverfahren  nach 
dem  Prinzipe  der  Kombination  §.  47,  I  zu  erwarten  sein. 

Besondere  Bemerkungen  sind  nur  für  die  Fälle  zu  machen, 
.wo  sich  w  aus  den  gegebenen  Ungleichheiten  nicht  eliminiren 
lässt,  oder  wo  sich  durch  diese  Eliminalion  nicht  Beziehungen 
genug  zur  Bestimmung  zweier  Gränzen  für  w^,  ergeben.  Als- 
dann bleibt  die  Eine  Veränderliche  entweder  ganz,  oder  doch 
von  einem  gewissen  Gränzwerthe  an  willkürlich. 

Man  kann  folgende  einzelne  Fälle  unterscheiden. 

II.  Eine  Ungleichheit  mit  zwei  Veränderlichen. 
Ist  nur  die  Eine  Ungleichheit 


S*  4S.  Mflöfung  mehrerer  UngL  mit  mehreren  Verämkrh     Sfi 

gegebea;  so  folgt  daraus  durch  Auflösung  für  w  die  einzige 
BeziebuDg 

w  ^ ' — 

^         V 
worin  das  obere  oder  untere  Zächeu  gilt,  jenachdem  p  positiv 

oder  negativ  ist.    Hierin  bleibt  u^i  vollkommen  willkürlicb;  ub4 

w  ist  hierdurch  für   jeden    besonderen  Werth    von    t&i    immer 

nur  an  Einen  Gränzwerih  gebunden. 

III.  Ein  Paar  von  Ungleichheiten  qiiit  zwei  Ver- 
änderlichen. —  Ist  nur  das  Eine  Paar  von  Ungleichheiten 

gegeben;  so  hat  man  durch  Auflösung  für  w 

w  ^ IT  %  — ' — 2 

worin  die  Qberen  oder  die  unteren  Zeichen  gellen,  jenachdem 
p  positiv  oder  negativ  ist.  Auch  hierin  bleibt  w\  vollkommen 
willkürlich;  es  entsprechen  jedoch  jedem  besonderen  Werthe 
von  fTi  zwei  Gränzwerthe  von  Wj  ein  unterer  und  ein  oberer. 

IV.  Zwei  oder  mehr  Paare  von  Ungleichheiten 
mit  zwei  Veränderlichen.  —  In  diesem  Falle  ergibt  eine 
Elimination  von  w  mindestens  Ein  vollständiges  Paar  von 
Ungleichheiten  mit  w^,.  Hieraus  sind  zwei  Gränzen  für  tri  zu 
bestimmen^  und  nach  den  gegebenen  Ungleichheiten  entsprechen 
aoeh  jedem  speziellen  Werthe  von  tri    zwei  spezielle   Gränzen 

von    M7. 

Lös*t  man,  um  zu  diesem  Resultate  zu  gelangen,  die  gege- 
benea  Ungleichheiten  (1),  (2),  (a)  erst  fUr  w  auf;  so  werden 
sich  Ausdrücke  von  der  Form 

(4)  w>Ci  w<i>i 

(5)  w?>C,  m<^T>t 

(6)  tt;>C8  ir<l>8 

u.  s.  w.  ergeben,  durch  Komlunation  hat  man  hierndcb 

(7)  i?i>ft  Ci<i>« 

(8)  J9i>C,  C,<iDs 

u.  s.  w.,   worin  iiaoh  §.  47  die   einander   gegenüber   ge^telllen 
Ungleichheiten  vollständige  Paare  in  Beziehung  zu  Wx  sein  werden. 
Lös  t  man  also  die  letzteren  Ungleichbeiton  für  u>i  auf;  so 
komii^t 

(10)  «'i>£,  U)»</5', 

(11)  to,>E,  w,<F8        . 

(12)  .  «?i>£i  «ct<F, 

u.  s.  w,  Ist  nun  £  das  MaKimum  von  Ey,  Et,  £> . . .  uod  E  das  Mi- 
nimum von  Fl,  Ft,  Ft,..;  so  hat  man  für  wi  die  Auflö&uog 


* 
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(13)  tri>£  Wi<F 

Wäre  E'^F;  so  wiirde  die  Aufgabe  nnmöglich  sein. 
Um  nun  für  einen  zwischen  E  und  F  liegenden  Werth  von 
Wi  die  zugehörigen  Gränzen  für  w  zu  erhalten,  substituirt  man 
einen  solchen  Werth  von  w?i  in  jede  der  Ungleichheiten  (4),  (5),  (6): 
ist  dann  C  das  Maximum  von  Cu  C^,  Cs .  .  .  und  D  das  Mint- 
mom  von  Z>i,  Di,  Z>3 .  .  . ;  so  sind  die  jenem  spezieHen  Wertbe 
von  Wi  entsprechenden  speziellen  Gränzen  von  w 

(14)         ^  w>C  w<:d 

Wäre  C^D;  so  würde  es  für  jenen  speziellen  Werth  von 
Wi  keinen  zugehörigen  Werth  von  w  geben. 

Wollte  man  die  äussersten  Gränzen  erkennen,  welche  w 
überhaupt  zu  erreichen  vermag,  wenn  Wi  von  E  bis  F  varürt; 
so  müsste  man  die  letzten  beiden  Gränzwerthe  von  Wi  dergestalt 
in  die  Ungleichheiten  (4),  (5),  (6)  substitulren,  dass  dieselben 
unbedingt  für  jeden  zulässigen  Werth  von  w  richtig  bleiben. 
Ist  dann  C  das  Maximum  von  d,  Cg,  C3 .  .  .  und  D'  das  Mi- 
nimum  von  Z?i,  D^,  Z>3 » .  . ;  so  hat  man 
(15)  w^C  w<D' 

Es  ist  jedoch  wohl  zu  heaefaten,  dass  die  beiden  äusseursten 
Gränzen  C"  und  D'  von  w  nicht  jedem  speziellen  Werlhe  voa 
Wi  zukommen,  und  überhaupt  nicht  die  zusammengehörigen 
Gränzen  von  w  für  irgend  einen  speziellen  Werth  \on  Wi  sind. 

Wäre  C  ^  D' \  so  wür^e  die  ganze  Aufgabe  unmöglich 
sein,  weil  es  dann  für  keinen  zulässigen  \Verth  von  tt?i  zuge-^ 
hörige  Werlhe  von  w  geben  kann.  Im  Übiigen  kann  diese  ün-- 
möglichkeit  in  manchen  Fällen  .«elbst  dann  noch  vorliegeo,  wenn 
auch  nicht  C'^D'  ist,  weil  C  und  D'  keine  zusammengehä- 
rigen  Wertbe  von  w  sind. 

V.  Mehrere  theils  vollständige,  theils  unvoll- 
ständige Paare  von  Ungleichheiten  mit  zwei  Verän- 
derlichen. —  Kommen  unter  den  gegebenen  Ungleichheiten 
unvollständige  Paare  vor;  so  ändert  der  Ausfall  der  betreffenden 
Hälften  Nichts  an  den  vorstehenden  allgemeinen  Regeln.  Wäre 
indessen  nur  Ein  vollständiges  Paar  vorhanden;  so  kann  es 
sich  ereignen,  dass  die  Elimination  von  w  nur  Beziehungen 
hervorbringt,  aus  welchen  sich  für  Wi  anstatt  der  Auflösung  (13) 
nur  ein  einziger  Gränzwerth  E  oder  F  bestimmen  lässt. 

Wäre  gar  kein  vollständiges  Paar  vorhanden;  so  kann 
es  sich  ereignen,  dass  Wi  nach  beiden  Seiten  willkürlich  bleibt. 

VI.  Mehrere  Ungleichheiten  mit  mehreren  Ver- 
änderlichen. »—  Es  wird  nicht  schwer  sein,  aus  dem  Vorste- 
henden das  Verfahren  zu  abstrahiren^  welches  dann  einzuschlagen 
ist,  wenn  in  der  gegebenen  Ungleichheit  mehr  als  zwei  z*  B. 
die  drei  Veränderlichen  w,  Wiy  w?j  vorkommen. 
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Mao  eliminirt  erst  «>,  zu  welchem  Ende  man  die  gegebenen 
Ungleichheiten  (l),  (2),  (3)  in  der  Form  (4),  (5),  (6)  für  w  auf- 
lösen and  die  Kombinationen  (7),  (8),  (9)  bilden  kann,  welche 
nur  noch  Wi  und  w%  enthaltien. 

Hierauf  eliminirt  man  zwischen  den  Ungleichheiten  (7),  (8),  (9) 
die  Veränderliche  Wi,  zu  welchem  Ende  man  diese  Ungleich- 
heiten in  der  Form  (10)^  (11),  (12)  für  Wi  auflösen  und  die 
Kombinationen 

(16)  Fi>JB,  £i<F, 

(17)  F,>£3  fii<F3 

(18)  F,>£,  JS;2<F5 
bilden  kann,  welche  nur  noch  w%  enthalten. 

Lös't  man  die  letzteren  Ungleichheit^  für  Wi  auf;  so  kommt 

(19)  w^>Gi  w,<Hi 

(20)  Wf>Gt  'Wt<Ht 

(21)  Wt>G^  Wt<iH^ 

und  hieraus  ergibt  sich,  wenn  G  das  Maxiraum  von  dy  Gt,  Gi 
und  H  das  Minimum  von  Ht,  H^y  Hz  ist,  als  Auflösung  für  Wt 

(22)  W2>G  w^<H 

Substituirt  man  irgend  einen  zwischen  G  und  H  liegenden 
Werth  für  Wi  in  (10),  (11),  (12);  so  ergibt  sich  für  das  zu  je- 
nem speziellen  Wi  gehörige  tri  - 

(23)  M?i>£  w,<^F 

Substituirt  man  irgend  einen  zwischen  G  und  H  liegenden 
Werth  für  w%  und  irgend  einen  zwischen  £  und  F  liegenden 
Werth  für  m?i  in  (4),  (5),  (6);  so  ergibt  sich  für  das  zu  jenen 
speziellen  Werthen  von  w%  und  Wi  gehörige  w 

(24)  w>C  w<^D 

Um  die  änssersten  Gränzen  zu  überblicken,  welche  tri  hei 
den  verschiedenen  Werthen  von  w  und  welche  w^  bei  den 
verschiedenen  Werthen  von  w  und  tri  nicht  zu  übersteigen 
vermag;  so  substftuire  man  die  Gränzwerthe  G  und  H  von  Wt 
so  in  (10),  (11),  (12),  dass  diese  Ungleichheilen  unbedingt  für 
jeden  zulässigen  Werth  von  Wi  erfüllt  sind. .  Hierdurch  findet 
man  als  äusserste  Gränzen  für  Wi 

(25)  .    t£;i>F  tri<F' 

Führt  man  jetzt  &owoI  die   Gränzen  C,  D  für  w^  und  die 
änssersten  Gränzen  F',  F'  für  tPi  so  in  (4),  (5),  (6)  ein,  dass  diese 
Ungleichheiten  unbedingt  für  alle  zulässigen  Werthe  von  w  Gül- 
tigkeit behalten;  so  ergibt 
'  (26)  t£>  >  C  tr  <  />' 

die  nicht  überschreitbaren  Gränzen  für  w. 

Wenn  die  Anzahl  der  gegebenen  vollständigen  Paare  von  Un- 
gleichheiten nicht  hinreicht,  um  für  alle  Veränderlichen  zwei  Grän- 
zen zu  bestimmen^  so  Wird  der  Gang  der  Rechnung  jederzeit  von 
selbst  die  Stelle  bezeichnen,  wo  eine  Willkürlichkeit  übrig  bleibt. 
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J.  49.    Beiapfele. 

Beispiel    1.     Es  sei  gegeben 

(1)  20  +  3M)  — 4ti?i>    5  .   20  +  3tt?  — 4t£?i<20 

(2)  18  — 5tt?-|-7t£?i>15  18  — 5tt?4-7t£?t<40 

(3)  — 30  +  2m?4-3w;^>    0         _30  +  2M?  +  3tri  <25 
Eine  Auflösung  für  w  ergibt 

(4)  M?> 3* ^^<"T" 

(5)  w> :^ "^<        5 

'^.  ^       30  — 3trt  ^65  — 3t£?i 

(6)  «;> -^ t(?< ^ 

Eine  Kombination  dieser  Ausdrücke  gibt 

4t^i       — 22  +  7wi  — 15  +  4tgi         3-f7t(;i 

^^3^5  3  "^         5 

4M?i  3Q-~3m;a  —  l5  4-4iPi       55-->3u?i 

^^3-^2  3  "^         2 


(9) 


3  +  7t£?i  ^      30  — 3tgi  —  22  +  7tf?i ^ 55— 3i£?t 

5-^2  5            ^         2 
oder,  wenn  man  gehörig  multiplizirt  und  reduzirt, 

—  M?i>— 66  —  tc?i<    84 

17«ri>       90  17M?i<195 

29m?i>     144  29m;i<319 
und  nun  für  Wi  auflöset, 

(10)  w7,>-_84  w?i<66 

(11)  t^i>5A  w,<:\1jS 

(12)  M;i>4|f  tt?i<ll 
Hiernach  hat  man  als  Auflösung  für  Wi 

(13)  tt?i>5j5y  M?1<11 

Hat  man  es  mit  einer  diophantischen  Aufgabe  zu  thun/  in 
welcher  w  und  m?i  nur  ganze  Werthe  annehmen  dürfen;  so  kann 
man  bei  Zulassung  der  Gränzwerthe 

(14)  •  m;i>6  «^i<ll 

setzen,  sodass  für  Wt  die  Zahlen  6,  7,  8,  9,  10,  11  zulässig  sind. 
Um  für  irgend  einen  Werth  von  Wi,  z.  B.   für  u>i=i6    die 
Gränzen  von  w  zu  finden,   so  hat  man  durch  Substitution    von 
t£;i  =  6  in  (4),  (5),  (6) 

(15)  wys  w<S 

(16)  M?>4  w<9 

(17)  w>Q  w?<18i 
also 

(18)  w>ß  w<CS 

sodass  dem  Werthe  W7i  =  6  die  Werthe  m?=  6,  7,  8  entsprechen. 
Auf  diesem  Wege  erhält  man  folgende  Gesammtheit   aller 
zusammengehörigen  Werthe  von  Wi  und  to 
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Wi=s   ß  M?=6,  7,  8 

=    7  =6,  7,  8,  9       • 

=    8  =      7,  8,  9,  10 

=    9  =  9,  10,  II,  12 

=  10  =  10,  11,  12 

=  11  =  11 

WolKe  man  mit  Einem  Blicke  die  äusserslen  Gränzen 
übersehen,  welche  w  in  keinem  Falle  übersteigen  kann ;  so  hat 
man  die  Gränzen  5^^^^  und  11  von  U'i  aus  (13)  so  in  die  Un- 
gleichheiten (4),  (5),  (6)  zu  substituiren,  dass  diese  Ungleich- 
heiten nnzweifelhaft  für  jeden  zulässigen  Werlh  von  w  gültig 
bleiben.  Demnach  ist  die  unlere  Gränze  5/:^  für  w?i  in  die 
erste  Hälfte  der  Paare  (4),  (5)  und  in  die  zweite  Hälfte  des 
Paares  (6),  dagegen  die  obere  Gränze  11  für  Wi  in  die  zweite 
Hälfte  der  Paare  (4),  (5)  und  in  die  erste  Hälfte  des  Paare%(6) 
zu  substituiren.     Dies  gibt 


(19) 

«'>Vi 

w<:ui 

(20) 

«>>Hl!       ■ 

M?<16 

(21) 

to>-\h 

tr<t9H 

also 

(22) 

oder  in  ganzen 

(23) 

Zahlen 
«?>3 

u;<145 
tr<14 

Man  sieht  in  der  That   aus  der  obigen  vollständigen  Auf- 
lösung, dass  diese  Gränzen  von  w  nicht  überschritten  werden. 

Beispiel  2.     Im  dritten  Beispiele  des    §.35   wurde   ver- 
langt, dass 

(1)  6554-31440y-[-131lM?>0       655-^31440^4-1311  tr<24 

(2)  S-f-     240y-j-      10t(?>0  

(3)  ^  y>0  

sei.  Lös't  man  diese  Ungleichheiten,  welche  aus  Einem  voll- 
ständigen und  zwei  unvollständigen  Paaren  bestehen,  für  w  auf; 
so  kommt 

/.x  ^—655-31440«  ^—631—31440« 

(4)  w^ w<l 

^  ^  ^  1311  ^  1311 

(5)  w?>  r^ ^  •  ..... 

Hier  ist  nur  folgende  Kombination  möglich 

rß\  -631-3144Qy       -.l-48y  

^^  1311  -^  2 

Zu  derselben  gesellt  sich  jedoch    noch    die    gegebene  Un- 
gleichheit (3),  welche  nur  die*  Yeränderliche  y  enthält. 

Eine  Auflösung  von  (6)  gibt,  wenn  man  auch  die  Ungleich- 
heit (3)  darunter  schreibt^ 
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(7)  y>-U^  

(8)  _  •y>0  

Die  Auflösung  für  y  ist  abo 

(9)  y>0 

sodass  für  y  alle  positiven  Zahlen  0,  1,  2,  3  . . .  gesetzt  werden 
können.    Nimmt  man  einmal  y=s\0',  so  muss  nach  (4)  und  (5) 

M?>  — 240^  ....     . 

also  m?>-240jVA  ti?<  — 240iVA 

sein.     Dies  würde  zwar  nicht   unmöglich    sein,    wenn    w  auch 

gebrochene  Werthe  annehmen  könnte :  da  aber  in  der  diophan- 

iischen  Aufgabe  w  eine  ganze  Zahl  sein  soll;  so  würde  man  bei 

Zulassung  der  Gränzwerthe  haben  müssen  tr^  —  240  ti;,<r  —  241 

was    entschieden    unmöglich   ist.      Zu    dem    speziellen    Werthe 

y==lO  gibt  es  also  keinen  Werth  von  w. 

^  Nähme  man  jedoch  einmal  y=81;    so    hätte   man    riacb 

(4)  und  (5) 

w>^\9i3jlU                    tr<~l942H?f 
M?>- 1944^  

also  «?>  — l943j|fT  M?<~1942{|Jf 

oder  in  ganzen  Zahlen  bei  Zulassung  der  Gränzwerthe  w^  — 1943, 

w<i  —  1943.    Dieser  Bedingung  genügt  nur  der  einzige  Werth 

tr=  — 1943,  sodass  man  mity  =  81  nur  m?=  —  1943  verbinden 

kann. 

Beispiel  3.     Im  ersten  Beispiele   de»  §.   35    wurde    ver- 
langt, dass 

(1)  4  +  a?~7tr>0  

(2)  71— 20j?  +  40w>0  

(3)  a?>0  .... 

sei.     Dies  sind  drei  unvollständige  Paare.     Lös't  man  dieselben 
für  w  auf;  so  kommt 

(4)  ....  tt?  <  — ^— 

(5)  ^> _i: .... 

Hieraus    folgt    durch    Kombination,    und    wenn    man    die 
gegebene  Bedingung  (3),  welche  bloss  x  enthält,  darunterschreibt, 

^  '  7      --^  40 

(7)  a?      >  0 
and  durch  Auflösung  für  x 

(8)  ...  ^<  61V5 

(9)  a;>0 

Die  Auflösung  für  iv  ist  also 

(10)  a?>0  a:<6iVü 
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oder  in  ganzen  Zahlen  x^O,  o?  <C  6,  sodass  x  nar  die  Werthe 
0,  1,  2  ...  6  haben  kann. 

Jedem  speziellen  Werthe  von  x  entspricht  aber  auch  nach 
(4)  und  (5)  nur  eine  endliche  Reihe  Werthe  von  tr.  So  hat 
man  für  07=3 

(II)  •       "'>-lö  ""^^ 

also  in  ganzen  Zahlen  m>^0,  w<^\   mithin  tt;=0  Und   1. 
Beispiel  4.     Es  sei  gegeben 


(1)  2 

(2)  5- 


15  w 

l-40?(? 


225m;i>5         2-4- l5tt'-]-225  u?i  <  7 

2üOwi>10       54-40M?-f200M^i<14 


Hieraus  folgt  durch  Auflösung  für  w 
..  ^3-225tt;i  .5-225m?i 

(4)  ^>— 40—  ^< 40  — 

mithin  durch  Kombination 

5 -2251^1        5  — 200igi  3  — 225u.i       9~-200tPt 

^^^  15         ^40  15  "^         40 

und  durch  Auflösung  für  Wi 

3  '  25 

(^>  •^'>-l4ÖÖ  ""<T4ÖÖ 

Demnach  kann  wi  nur  =0  sein.  Für  w>i  =  0  ergeben 
aber  die  Ungleichheiten  (3)  und  (4) 

(7)  W>:^  W<,-^ 

also  (9)  «^  >  5  '^  <  40 

Dies  würde  zwar  für  gebrochene  Werthe  von  w,  nicht  aber 
für  ganze  möglich  sein.  Handelte  es  sich  also  um  eine  dio- 
phantische  Aufgabe;  so  wäre  dieselbe  unmöglich. 

Beispiel  5.     Man  habe  für  3  Veränderliche 

(1)  20  +  3M?— 4m?i+    m?2>   5      20-f  3tt'  — 4«?!+    m'j<20 

(2)  18  — 5«i?4-7M?i— 2m72>15      18  —  5«i?-f-7i£J,  — 2?r8<40 

(3)  w-^-Wi-^-Wi      1>  — 9  W'^Wi-{-Wi      <^9 

Lös't  man  für  tv  auf;  so  kommt 

r..  ^   —  15-|-4u?i"— tt'2  ^iwi  —  Wi 

(4)  w> '— w<i 

■       — 22-|-7m7i— 2m?8  ^3-|-7m?i— 2a?, 

(6)  M?>  '—^ MJ<~^ 

(6)  M7>  -— 9  — t£?i  — M?8  W<i^  —  Wi — Wi 

Hieraus  folgt  durch  Kombination 

ScbeUef  s  unbestimmte  Analytik.  7 
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iWi  —  tt?t       —  22  -|-  7  tt^i  —  2  iTj 

^  .  3        ^  5 

(7)  i  —  15-f  4tri--t£7t       34-7tri  — 2tp, 

4  ITi  —  ITt  ^  ^ 

'  <9  —  Wi— Wä 


3 

3 -j- 7  tri 2l£78 


>  —  9  —  Wi  —  Wt 


5 

(9)  )   —  22  +  7iri— 2tü8  _, 

'  ^-^ <  9  —  Wi—Wi 

und  wenn  man  für  Wt  auflös't^ 

(10)  M?i>  — 84-ftt?»  tri<66+ir, 

,,,.  ^  — 27— 2t£78  ^42~2tr, 

(11)  t£?i> ^ tri< 

(12)  «..>  ^ ^,<___ 

Hieraus  folgt  durch  Kombination 

(13)  66+t£72>  1^ — 84+tt),<— ij^ 

/.  .X     nr.   I        ^    —  48— 3tt?8  ^,    ,         ^67  — 3m?, 

(14)  66  +  ir,> ?  _84  +  m;,< j^ 

/>.irx  42  — 2tt?j.     — 48  — 3w72       — 27— 2t£?j  ^67  — 3tr, 

(15)  — ^^ > Y2 ■       7 <~T2~ 

und  wenn  man  für  t&s  auflöst, 

(16)'  tr2>  — 54^  w,<70 

(17)  tc,>-100  w?«<71| 

(18)  t£;,>  — 264^  M?2<280 
Die  Auflösung  für  Wi  ist  also 

(19)  tr2>  — 54^  t(?,<70 

oder  in  ganzen  Zahlen  «?«]>  — 54,   w?2<70. 

Für  den  speziellen  Werth   w%=iO  erhält    man    aus   (10), 

(tl)>  (12) 

M?i>  — 74  wi<76 

also  M?i  >  —  6  ^  t£7i  <  3  iV  oder  in  ganzen 

Zahlen   m?i>  — 6,  tri<3,   sodass  mit  t£?=10  jeder  Werth  für 
wi  von  —6  bis  3  verbunden  werden  kann. 

Für  die  speziellen  Werthe  tr,  =  1 0,  Wi  =  1  erhält  man  aus 

(4),  (5),  (6) 
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tr>  — 7  tr<  — 2 

tr>  — 7  «?<  — 2 

«>>  — 20  w<^  — 2 

also  w>  — 7  tt?<^  —  2 

sodass   also   mit   «7  =  10,  tri  =  1    die  Werthe  «?  =  —  7,  —6, 

—  5,  — 4,  —3,-2  verbanden  werden  Icönnen. 

Beispiel  6.  £s  seien  im  vorstehenden  Beispiele  zwischen 
den  9  Veränderlichen  w,  Wu  Wt  nnr  die  beiden  Paare  von  Un- 
gleichheiten (l),  (2)  gegeben. 

Alsdann  erhält  man  darch  Auflösung  für  w  nur  die  beiden 
Paare  (4),  (5),  ferner  durch  Kombination  derselben  das  Paar 
(7),  dessen  Auflösung  fär  Wi  zu  dem  Einen  Paare  (10)  führt 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Grösse  Wt  vollkommen 
willkürlich  bleibt 

Im  Übrigen  verfährt  man  zur  Bestimmung  der  zusammen- 
gehörigen speziellen  Werthe  der  Grössen  «?,  iti,  tt?t  nach  den 
früheren  Prinzipien. 


Zweite  Auflösungsmethode, 

durch  Zurückf ührung  der  Ungleichheiten  auf  Glei- 
chungen mit  begränzt  Veränderlichen. 

•  

S*  ^0.    WorbereUende  Begriffe. 

I.  Wenn  die  von  veränderlichen  Grössen  abhängige,  also 
selbst  veränderliche'  Grösse  X  an  die  Bedingung 

(1)  X>a  X<b 

geknüpft  ist;  so  wollen  wir,  gemäss  dem  Früheren,  a  die  un- 
tere Gränze  oder  das  Minimum  und  b  die  obere  Gränze 
oder  das  Maximum  von  X  nennen,  auch  kurz  inmX=a, 
fnaxX==b  schreiben.  Es  muss  nothwendig  b^a  und  dem- 
nach b  —  a  durchaus  positiv  sein,  gleichviel  ob  a  oder  6  selbst 
positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  nun  (p  irgend  eine  veränderliche  Zahl,  welche 
aber  positiv  ist  und  zwischen  den  Gränzen  0  und  1 
liegt,  und  welche  wir  demnach  eine  begränzt  Veränder- 
liche nennen  wollen;  so  kann  man  aus  dem  gegebenen  Paare 
von  Ungleichheiten  die  Gleichung 

(2)  X=fl^(6  —  a)(f  =  mtnX-|-(m(w?X — minX)(f\  . .  {A) 
bilden^  worin  b  —  a  und  (p  entschieden  positiv  ist,  a  die  untere 
Gränze  von  X  darstellt,  und  mit  einem  Wachsen  der  Grösse 
X  von  a  bis  b  ein  Wachsen  der  Grösse  (p  voti  0  bis  1  verbun- 
den ist  Diese  Gleichung  wollen  wir  kurz  die  Grundform 
(A)  nennen. 

Man  kann  aber  auch  aus  jenem  Paare  von  Ungleichheiten 
die  Gleichung 

7* 
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(3)  X=h  —  {h  —  a)q)  =  max  X  —  (maxX  —  mmX)(p  .  . .  (B) 
bilden^  worin  b  —  a  und  cp  ebenfalls  entschieden  positiv  ist,  b 
die  obere  Gränze  von  X  darstellt,  und  mit  einem  Wachsen 
der  Grösse  X  von  a  bis  b  eine  Abnahme  der  Grösse  (p  von  1 
bis  0  verbunden  ist  Diese  Gleichung  wollen  wir  die  Grund- 
form (B)  nennen. 

Wenn  die  Gränzen  a  und  b  für  sich  selbst  zulässige  Werlhe 
von  X  sind;  so  sind  die  Gränzen  0  und  1  für  sich  selbst  zu- 
lässige Werthe  von  q).  - 

II.  Wäre  umgekehrt  eine  Gleichung  von  der  Grundform  (Ä) 

(4)  X==a-|-rf(p 

gegeben;    so  findet  man  die  untere  Gränze.  von   X   für  (p=0 
und  die  obere  für  (p  =  l.     Mitbin  ist 

minX=a  maxX=a'-\-d 

und  daher  ist  die  Gl.  (4)  ^eicbbedeutend  mit  dem  Paare  von 
Ungleichheiten 

(5)  '  X>a  •    X<ä  +  d 
Wäre  eine  Gleichung  von  der  Grundform  (B) 

"  (6)  X=6  — dcp 

gegeben;  so  fiadet  man  die  untere  Gränze  von  X  für  (p=l  uml 
die  obere  für  (p  =  0.     Mithin  ist 

min  X=b  —  d  max  X=6 

und  daher  ist  die  Gl.  (6)  gleichbedeutend   mit  de.m  Paare  von 
Ungleichheiten 
(7)  X>b^d  X<b 

Hiernach  ist  es  leicht,  wenn  die  Gränzen  von  X  gegeben 
sind^  für  X  die  Gleichung  von  der  Grundform  (Ä)  oder  {B) 
herzustellen,  und  umgekehrt;  wenn  für  X  die  Gleichung  von 
der  Grundform  (A)  oder  (£)  gegebea  ist,  die  Grannen  von  X 
zu  bestimmen.  Man  kann  also  auch  leicht  von  der  Form  (4) 
zurwForm  (£)  oder  umgekehrt  übergehen. 

III.  Auch  der  Fall,  wo  die  Grösse  X  konstant  ist,  lässt 
sich  dem  vorstehenden  unterordnen.  Es  sind  hierfür  die  beiden 
Gränzen  von  X  gleich,  also  a=b  oder  min  'X=^n^ax  Xy  mithin 
d=b  —  Ä  =  0,  folglich  für  beide  Grundformen  X=a. 

Wäre  für  X  nur  Eine  Gränze  gegeben,  also  X  nach  der 
andern  Seite  unbegränzt;  so  sei  U  das  Zeichen  für  eine  positive 
Zahl ,  welche  jedes  Maass  der  Grösse  übersteigt.  Ist  alsdana 
für  X  die  untere  Gränze  a  gegeben;  so  kann  man  U  für  die 
obere  Gränze  annehmen,  und  demnach  min  X=^a^  max  X==(/^ 
also  d=^U — a  und  nach  der  Grundform  {A) 
(8)  X=ö+(ü'—ö)<() 

setzen.  Ist  jedoch  für  X  die  obere  Gränze  b  gegeben;  so 
kann  man  —  1/  für  die  untere  Gränze  annehmen,  und  demnach 
min  X=—U,  max  X=J,  also  d=6  — ( — U)=U'\-b  und 
nach  der  Grundform  {A) 
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setzen. 

Wäre  fttrX  gar  keine  Gränze  gegeben,  bliebe  aico  diese 
Grösse  nach  beiden  Seiten  anbegränzl;  so  kann  man  min  Xsxs 
—  J7,  tnax  X=Uy  also  d=U—(^U)=2U  und  nach  der 
Grundform  {Ä) 

(10)  X=-fr+2lf(p 

setzen. 

IV.  Betrachten  wir  jetzt  Ausdrücke  von  beliebiger 
Zusammensetzung,  in  welchen  derartige  begränzt  verän- 
derliche Grössen  wie  q)  vorkommen.  Die  Werthe  solcher  Aus* 
drücke  werden  nach  der  Natur  der  darin  verflochtenen  Grössen 
im  Allgemeinen  zwischen  einer  unteren  und  einer  oberen  Gränze 
variiren.  Dieselben  werden  also  auf  jede  der  obigen  beiden 
Grundformen  gebracht  werden  können.     Halle  man  z.  B. 

so  ist  klar,  däss  X  sein  Minimum  für  (p  =  1  und  sein  Maximum 

5  5 

für  (p  =  0    erreicht,    dass    also   min  X=  —  und  max  X  =  -5-, 

folglich  nach  der  Grundform  (Ä) 

ist,    worin   cpi  eine  von   0   bis   1    veränderliche  Grösse    wie  if 
darstellt. 

Es  können  auch  mehrere  von  einander  ganz  nnabhäogige 
begränzt  Veränderliche  cp,  t();  x  •  •  •  ^on  der  obigen  Beschaffen- 
heit in  einer  Formel  vorkommen.     Wäre  z.  B. 

X=3  +  4(p-  6i|)  +  2x 
so  ergibt  sich  offenbar  das  Minimum  von  X  für  (f  =  0,  %=0, 
i{>  =  1    und    das   Maximum   für  (p=l,  ^=1^  i|)==0.     Man 
hat  also  min  X=  —  3,  max  X=  9,  folglich 

X=  ~  3  +  [9-(-  3)]  (pi  =  ~  3  +  12(pt 

Diese  Verwandlungen  sind  besonders  dann  von  Wichtigkeit, 
wenn  die  Rechnung  mit  den  Grundformen  zu  Ausdrücken  fuhrt, 
welche  jenen  Formen  nicht  mehr  entsprechen.  Man  wird  dann 
das  Endresultat  auf .  eine  Grundform  zurückzufahren  suchen^ 
weil  hierin  die  Beziehungen  am  anschaulichsten  hervortreten. 
Der  Übung  wegen  sind  die  folgenden  Paragraphen  den  aas  den 
einfachsten  Rechnungsoperationen  hervorgehenden  Formverwand- 
lungen  gewidmet.  Wir  setzen  dabei  voraus^  dass  die  gege- 
benen Ausdrücke  sämmilich  die  Grundform  {Ä)  haben^  und 
stellen  das  Resultat  der  Rechnung  wiederum  in  diese  Form. 


1 
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$.  51.  AädiHan  der  €frundfwrmen  vM  begrünast  VeränderHehem^ 

In  den  nächstfolgenden  Paragraphen  werden   wir  die  ein- 
fachsten Rechnungsverknüpfungen  der  beiden  Ausdrücke 
(\)  X  =a  -|-d  (p 

(2)  ^  Xi  =  ai--rfi(J)i 

und  einer  konstanten  Zahl  c  (welche  übrigens  auch  als  spezieller 
Fall  Eines  dieser  Ausdrücke  als  c-f-Ocp  gedacht  werden  kann) 
näher  betrachten. 

Für  die  Addition  hat  man  zuvörderst 

(3)  ^  X+c  =  a  +  c+rf(p 

Diese  Gleichung  entspricht  schon  der  Grundform  [Ä])  man 
hat  für 

(pz=:0  das  min   (X-l-c)  =  a-|-c 
(p  =  l  das  max  (X4-c)  =  a-|-c-|-rf 

Ferner  ist  X-4-Xi==a-+-fli4-rf(p-j-rfi<pi  >  s^'so  für 

(p  =  0,  (pi  =  0  das  min  (A-j-Ai)  =  a-|-ai 

(p  =  l,(pi  =  l  das  möa?  (X-[-Xi)  =  a-(-ai-(-d-j-rfi,  mithin 

(4)  .  X+Xi=a  +  öi-f  (rf+rfi)i|> 

§.  52.    fSubtroMian  der  Grundformen  nM  hegräwtt 

VeränderHehen* 

Man  hat  sofort  in  gewünschter  Form 

(1)  X — c=a  —  c-\'d(f 

Ferner  ist  X — Xi=a  —  «i-f-rfcp  — rfi(pi,  also  für 
(p  =  0,  <pi  =  l  das  min  (X— Xi)  =  a  —  öi — rfi 
(|)=1,  (pi  =  0  das  maar  (X— Xi)  =  fl — öi-|-rf,  mithin 

(2)  X —  Xi  =  a  —  üi  —  dl-]-  (d-\-  rfi)  i|) 

$.  53.    MniHpHkaHan  der  Grundformen  mU  he§ränat 

Veränderiiehen» 

I.  Man  hat  sofort^   wenn  c  positiv  ist,   in   gewünschter 
Form 

(1)  cX=aC'-\-  cd(^ 

Wenn  jedoch  der  konstante  Faktor  negativ  ist;  so  wollen 
wir  — c  dafür  nehmen. 

Alsdann  ist  — cX=  —  ac  —  crf(p,  also  für 
(p  =  l  das  min   ( —  cX)  =  —  ac  —  cd 
(p==0  das  max  (— cX)= — ac,  mitbin 

(2)  -~cX=-(ö  +  rf)c?  +  crf(p 
Was  die  Reduktion  des  Produktes 

X  Xi  =  öÄi  -)-  «1  d(p  +  adi  (pi  4*  ^^i  <ptf  1 
betrifft;   so  hat  man  folgende  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

II.  Erster  Fall,     a  und  «i  sind  beide  positiv.    Als- 
dann hat  man  offenbar  für 

(p=0,  (pi  =  0  das  min  (XXi)  =  aai 
(p=  1 ,  (p^ :?=  1  das  max  (XXi)  ==  aat  -)- «i  rf-f- adi  -|-  ddi  - 

=  [a-\-ai)  (rf-|-rfi) 
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mithin 

(3)  XX,  =  aai  +  [  (a + a,)  (rf+ d,)  -  ««i]  ^ 

III.  Zweiter  Fall,  a  ist  positiv  and  ai  negativ.  In 
diesem  und  dem  folgenden  Falle  ist  es  ralhsam,  das  Produkt 
XXi  in  die  Form 

zu  bringen.  Da  a,  negativ  sein  soll;  so  schreiben  wir  zu  grosse^ 
rer  Deutlichkeit 

Ist  nun  fli^rfi,  also-^>l;  so  ist  —  —  <|)i  stets  positiv,  also 

«1  ai 

XXi  stets  negativ,   und  man  hat  für 

(p=r=l,  (p^ssO  das  min  (XJfi|  =  —  aj(a-|-rf)s=:  —  «ai  —  aid 
(p  =  0,  cpi  =  l  das  iWÄF  (AXi)  =s=  —  Ä  («t — d\)  =  — Äfli-|-arfi 
mithin 

(4)  XXi  =  —  öl  (fl-f"^)  H"  (^^i  +  öl  <3f)  ^ 

Ist  dagegen  ai<^di,   also-;i^<[l;    so   kann   für  geeignete 

«1 

Werthe  von  (pi  die  Grösse -7^  —  (fi   sowol   positiv,    wie   negativ 

»1 

werden.  Das  Minimum  von  XXi  entspricht  also  dem  negativen 
Werthe  dieses  Produkts  von  möglichst  grossem  absoluten  Be- 
trage, und  das  Maximum  von  XXi  entspricht  dem  positiven 
Werthe  dieses  Produkts  von  möglichst  grossem  Betrage.  Man 
hat  also  für 

(p  =  l,  (pi  =  0  das  min  (XXij  =  —  ai[a-\-d')^=-  —  aai  —  ayd 
(p  =  l,  (pi=l  das  max  (XXi)=  [a-\-d)  ( — ai-|-di)  = 

—  Oüi-^-adi — aid'\-ddi,  mithin 

(5)  XXi  =  — ai(a4-«)  +  rfi(ö  +  <i)^ 

Üi 

Ist  ai  =  cfi  also  —=  1 ;  so  kann  man  sich  sowol  der  Formel 

»1 

(4),  wie  auch  der  Formel  (5)  bedienen. 

•  IV.    Dritter  Fall,    a  und  a,  sind  beide  negativ.   Zu 
grösserer  Deutlichkeit  schreiben  wir 

XXi  =  (—a +<'<?)  (— fli  +  rfi*0  =  <Wi  r -r  — (p^  Cz"^*0 

Ist  a'^d,  ai  >  rfi ,  also  -7 !>  1,-r  ^  1 ;  so  ist  -r  —  <P   und 

a  öl  '  a       ^ 

-j-  —  (pi  stets  positiv  und  man  hat  für 
»1 

(p=l,(pi  =  l  das  min  {XXi)  =  {a —  d)  (a, — rfi) 

(p  =  0,  (pi  =  0  das  wöo?  (XXi)  =  aai,  mithin 


1 
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(6)  XXi  =  {a--d)  (ai  —  rf,)  +  [flfli  —  (a  —  </)  («i  —  rf,)]  t|) 

Ist  a]>rf*   äi<^di,   also -T^>  1,  ^<1;  so  ist -^  —  (p stets 

positiv,  jedoch -1^  —  (pi  kann  sowol  positiv,  wie  negativ  werden. 

Oi 

Demnach  hat  man  für 

q)  =  0 ,  (fi  =  1  das  »wn  [XXi]  ==  a  («i  —  rfi) 
(p  =  0,  (pi  =  0  das  max  (XXij^saai,^ mithin 

(7)  XXi  =  a(ai  —  rfi)  -f-  arfi  x() 

Ist  a<idy  Äi  <r  rfi >  also  -r  <  1  >  -r <  U  so  ^«nn  jede  der 

a  dl 

Grössen  -j  —  (f  und  -^  —  <f  i  sowöl  positiv,  wie  negativ  werden. 
d  tti 

Das  Minimum  von  XXi  ist  also  negativ  und  entspridbt  dem 

negativen   Werlbe   von  XXi  vom    grösstmöglichen   numerischen 

Betrage.     Dieses  Minimum  wird  entweder  in  der  Form 

—  ^rfi("/-— <f)  (<Pi  —  -fj  oder  in  der  Form  -.-  rfrfi  f  cp  —  -r  j 

enthalten  sind,  worin  die  in  Klammern  geschlossenen 
Ausdrücke  positiv  sind^  und  es  kommt  zur  Bestimmung  dessel- 
ben nur  darauf  au,  ob  f  -r  —  <p  J  f  (fi  —  —  j  oder  f  (p  —  -rj 

(-1  —  (p^  J  den   grösseren  Betrag   annehmen  kann.     Offenbar 

muss,  wenn  die  erstere  Form  gelten  sollte,  cp  =  0,  (pi==l,  und 
wenn  die  letztere  Form  gelten  sollte ,  (p  =  1 ,  cpi  =  0  gesetzt 
werden.     Hiernach  ist  leicht  zu  sehen,  dass 

wenn  -j^-j-  ist,  sich  für 
a       dl 

(p  =  0,  (pi  =  1  das  min  [XXi)  =  —  a[di  —  «i) 

und  wenn  -t<C-t  ist,  sich  für 
d       dl 

(p  =  l,  (pj  =  0  das  min  (XXi)  =  —  «i  (rf  —  a) 

ergibt. 

Das  Maximum  von  XXi  ist  positiv  und  entspricht  dem 
positiven  Werthe  von  XXi  vom  grösstmöglichen  nameriscben 
Betrage.     Dieses  Maximum  wird  also  entweder  in  der  Form 

rfrfi  f  -r  —  (p  J  V  X  ~"  ^0  ^^^^  "^  ^^^  ^^ 
enthalten  sein,  .worin  die  in  Klammern  geschlossenen  ^^usdrücke 


orm 
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positiv  sind.  Offenbar  moss,  wenn  die  erstere  Form  gelten  sollte, 
(p  =  0,  (|)i  =  0  und  wenn  die  letztere  Form  gelteq  sollte,  cp=ly 
(pi^=l  gesetzt  werden.     Hiernach  erkennt  man  leicht,  dass 

wenn --r -4- j- ^  1  ist,  sich  für 
ä     .  dl 

(p=0,  (|)i  =  0  das  maa:  (XXi)  =  afli 
dnd  wenn-r+ j^<C^  »st,  sich  für 

»Ol 

(p  =  l,cpi==l  das  max  {XXi)  =  {a  —  d)  (a  —  rfi) 
ergibt. 

Hiernach  wird  es  je  nach  den  besonderen  Umständen  stets 
leicht  sein,  den  Werlh  von  XXi  in  der  Form 

min  (XXi)  +  [nMx  (XXt)  —  min  (XXi)]  t|)  darzustellen. 

Wenn  die  im  vorstehenden  dritten  Falle  spezifizirten  Bedin- 
gungen nicht  ganz  streng  erfüllt  sind,  man  vielmehr  an  irgend 
einer  Stelle  statt  des  Zeichens  ^  oder  <[  das  Zeichen  =  hat; 
so  kann  man  sich  ebensowol  der  für  >>,  als  auch  der  für  ^ 
aufgestellten  Formel  bedienen. 

$.  54.    IKrMoft  der  €hrttndf0rmien  mUt  he§ränM 

VeränderU^k0m. 

I.    Man  hat  sofort  wiederum   in  Grundform,   wenn  c  po- 
sitiv ist, 
/4\  X        a    ,    d 

■ 

Wenn  jedoch  c  negativ  ist,  und  wir  zu  grösserer  Deutlich- 
keit  —  c  dafür  schreiben;  soi  st = (p;  man  hat  also 

—  C   .  €  C 

für 


(p  =  1  das  m%n  l  —   )  = ■ — 

(f  =  0  das  max  {  —  J  =  —  — 


mUhin 


(2)  — = ! (f    . 

-c  c      ^    c  ^ 

Was  die  Reduktion  des  Quotienten 

X  _  g  +  rfcp   _d    d'^'^ 


Xi       ai-f-rfi  cpi       di    fli   , 

5:+*' 

betrifft;  so  unterscheiden  wir  folgende  vier  Fälle. 

II.    Erster  Fall«    a  und  ai  sind  beide  positiv.    Als- 
dann hat  man  für 
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q>  =  0,  cpi  =  1  das  min  (  ^^  j  = j- 

VAi^       «1 — di 


(p=l,  (pi  =  0  das  max  \jrj'^  ^  mithin 


(3)  X_      a        ,   (a-j-d)  (ai'^di)—aai 

Xi       «1  -f-  rfi  "'  öl  («1 4"  ^i) 

IIL   Zweitei;  Fall,    a  ist  positiv  und  ai  negativ.   Zu 
grösserer  Deutlichkeit  schreiben  wir  jetzt 

a    . 
.        X^      g  +  rfcp    _       rf     rf"+"'f 


Xi       —  öl  -}-  dx  cpi  rfi*  öi 

Ist  fli>rfi,  also  j^>i;  so  ist  -T  —  <ti   stets   positiv,    also 
j»^  stets  negativ;   man  hat  also  für 

(p=l,<p,  =  l  das  mm  f ^^  =  - -?L+^ 

<P  =  0,  (pi  =  0  das»ia;i?r  ■^J=  — — ,  mithin 

(4)  —=1^  a-^-d    ■    gl  (g-f-^)  —  <^ (^1  —  <^i) 
Xi  tti  —  di  üi  («1  —  rfi)  ^ 

Ist  öl  <  rfi ,  also  j^  <  1 ;   so  kann  -r^  —  (pi  sowol  positiv,  wie 
negativ,  natürlich  auch  =  0  werden.    Man  hat  jetzt  offenbar  für 

Das  Maximum^  welches  positiv  und  demnach  in  der  Form 
g    , 

d   7  +  *         _ 

j' -^  enthalten  ist,  entspricht  offenbar  denselben  Werthen 

von  (p  und  (pi  wie  das  Minimum.     Man  hat  also  für 

<P=1;  ^^—Jl  das  max  (^jf  J=^4^=+£^,  «»ithin 

(5)  J  =  -tA+2fA^ 

Ist  gi  =  (/i,  also  x  =  l5   so  gilt  die  Formel  (5). 

IV.   Dritter  Fall,  g  ist  negativ  und  gj  positiv.    Wir 
setzen  jetzt 
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X  ' — g-}-rf(p    d 


«4     I      ^ 


-^1  öi-|-rfi  <pt  rfl    fll 

Ist  a'^d,  also  -j  ^  1 ;  so  ist  -j  —  (p  stets  positiv,  also  ^^ 
stets  negativ.     Man  bat  daher  für 

<p=0,  <pi=0  das  min  (  v^  J  = 

(pss],  (p|S=l  das  nukv  (  -^  )  = — -r»  "»ithin 

,  .  ^  _      «    ,  g(a,— rfi)  — ai(a— <f) 

^«>  jf:=-^+ — «.(«.-rfo — * 

Ist  a<^d,  also  'j'<C^'  so  kann  -^  —  (p  sowol  positiv,  wie 
negativ  werden.     Man  hat  jetzt  für 

(p  =  0,  (pi=0  das  min  f  -y-  j= 

(p=:l,  (pis=0  das  iwoa?  f  Y"  )  ==^ >  mithin 

Ist  a==if,  also  -7=1 ;  so  kann  man  sich  sowol  der  Formel 


(6),  wie  auch  der  Formel  (7)  bedienen. 

V.    Vierter  Fall,   a  und  ai  sind  beide  negativ.    Wir 
setzen  jetzt 

a 

X — a-^dif  d^   d       ^ 

Xi       — fli-[-rfi  <pi      dl'  üi 

Ist  a^dy  üi^dt  also  -r^^?  ^^1;  so  sind  die  beiden 

o  rfi 

Grössen  -j  —  «f  und -r^  —  (pi  stets  positiv,  und  die  letztere  kann 

nicht  =  0  werden. 

Mail  hat  demnach  für 

cp=l,(pi==0  das  min  (  y- )  = 

tf)=0,  (pi=l  das  oiotr  (  -rr  )= r,  mithin 

VAi-/      Ol  — ai 
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X  __a—d  .  agj—jd—d)  (oi  — <fi) 

Ist  fl^rf,  öi>rfi,  also  -j  ^t,  -r-^^'j  so  ist  der  Nenner 

d  Ol 

-^  —  (|>i  stets  positiv;  der  ZäUer  --7  —  cp  kann  aber  positiv   und 

negativ  werden.     Man  hat  also  für 

(p  =  1   (Pj  =  1  das  min  (  -v"  )  = r 

(|>  =  Ö,  (pi  ==  1  das  fWöj?  r  ^  )  s== -j  tniihin 

Ist  a^dy  ai<di,  alteo  -j-^l,  -—^1;   so  ist  der  Zähler 

d  «1 

-j  —  (p  stets  positiv;  der  Nenner  -y  —  (p   kann   aber   positiv    und 
d  dl 

negativ,  auch=  0  werden.    Man  hat  dann  das  negative  Minimum 

a 

d    1^"^ 

aus  der  Form  —  -p. zu  bestimmen.    Dies  gibt  für 

di  «1 

(p===:0,  (pi==-7i  das  mm  L-y-)===-- 7r=== — ^ 

a 

d    1'^'^ 

Das  positive  Maximum  hat  man  aus  der  Form  -7-,  — j 

di  öi 

zu  bestimmen.     Dies  gibt  für 

qx=  0,  (pi  =rT-  das  mao?  f  y"  )  ^^  n"'^^  "^  ^'  mithin 

(10)  ^  =  ^Ü+2Ü^ 

Ist  a^d,  Äi^rfi,  also  -r^l  >  -r^  1>  so  kann  sowol  der 
—  d  dl  — 

Zähler  -j  —  cp,  wie  auch  der  Nenner  -^  —  cpt  positiv  und  negativ 
d  dl 

werden.      Das    Minimum    ist    alsdann   negativ  = — CT  und   das 

Maximum  posili\^  = -j- f/,  also 

(11)  ^  =  ^U^2U'i\>. 
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§.  55.    Am»endung  4er  ^ieiekwmgem  §mU  h€§rämMH  VeHtnäer* 
Ueken  auf  die  Be&tkmmmuf  der  CirihiXen  für  die  WHikürUehem 

der  unbeeikmmten  GMehungen* 

Wendet  man  die  in  den  letzten  Paragraphen  erörterten 
Formen  mit  bekränzt  VerSnderlicfaen  aaf  die  Bestimmung  der 
Willkürlichen  an,  weiche  in  den  Auflösungen  der  unbestimmten 
Gleichungen  erscheinen;  so  hat  man  es  im  Laufe  der  Rechnung 
nur  mit  Gleichungen  und  nicht  mit  Ungleichheiten  zu  thun, 
was  in  mancher  Hinsicht  Bequemlichkeit,  besonders  aber  eine 
grössere  Ökonomie  der  Formeln  gewährt. 

Wenn  man  beachtet,  dass  durch  die  in  Rede  stehenden 
neuen  Formen  eine  Grösse  nicht  fest  bestimmt,  sondern  nur 
zwischen  gewisse  Gränzen  eingeschlossen  ist;  so  wird  es  nicht 
befremden,  dass  hinundwieder  mehr  Gleichungen,  als  unbekannte 
und  gesuchte  Grössen  gegeben  sind.  Die  begränzt  Veränder- 
lichen (p,  t{) . . .  sind  bei  diesen  Rechnungen  nicht  einmal  zu  den 
unbekannten  und  gesuchten  Grössen  zu  zählen;  dieselben  sind 
vielmehr  wie  unbestimmte  bekannte  Grössen  anzusehen,  welche 
einen  willkürlichen  Werth  von  0  bis  1  annehmen  können. 

Hätte  man  etwa 

(1)  :r=104-7(p 

(2)  x=   9-f  3(pi 

so  folgt  aus  (1)  min  j?=10,  max  x^=il 

aus  (2)  min.  rF==   9,  max  x=^\2 

also  aus  (1)  und  (2)  min  x=   9,  max  x=s\7 

Folglich  ist,  wenn  die  beiden  Gleichungen  (1)  and  (2)  zu- 
sammen bestehen  sollen 

(3)  a:=9-4-8iJ) 

Es  ist  klar,  dass  man  in  einem  Systeme  von  mehreren 
solchen  gegebenen  Gleichungen  jede  zwei  als  selbst^äadige 
zu  behandeln  und  miteinander  zu  kombiniren  hat^  indem^  wenn 
z.  B.  drei  Gleichungen  gegeben  wären,  die  Erfüllung  der  ersten 
und  zweiten  und  die  Erfüllung  der  ersten. und  dritten  keines- 
wegs die  Erfüllung  der  zweiten  und  dritten  nothwendig  bedingt. 

Die  sonstigen  Eigenthümlichkeiten  der  Rechnung,  welche 
den  bei  den  Ungleichheiten  vorkommenden  analog  sind,  werden 
am  besten  aus  einigen  Beispielen  erhellen,  wozu  wir  zunächst 
mehrere  der  bereits  in  §.  49  mittelst  Ungleichheiten  gelösten 
Aufgaben  wählen. 

Beispiel    1.     Nach  dem  ersten  Beispiele  des  §.  49  soll 

20+311?  — 4ii7i>  Sund  <  20,  also  =  5-|-(20  — 5)  <pi=»5  +  t5<pt, 
femer  soll!  8  —  5ii? + 7ti?i  >  1 5  und  <  40,  also  =  1 5 -|- (40  —  1 5)(p, 
=  l5  +  25(p8,  endlich  — 30+2u?  +  3iri>0  und  <25,  also 
=  0-|-(25  — 0)(f)8=;  0-f-25(p8  sein.  Es  sind  also  folgende  drei 
Gleichungen  mit  den  beiden  Unbekannten  w,  Wi  gegeben : 
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(1)  20  4-3ie7  — 4te?i=    S-f-lScpi 

(2)  18  — 5ii?  +  7u;i=15-f.25(p, 

(3)  —  30  +  2u;-f-3iri==:  25  «p, 

Lös't  man  jede  dieser  Gleichangen  für  w  auf;  so  komiat 

(4)  w= ^ ^ 

^^.  7tPi+    3~25<p, 

(5)  .  tr= '—^ ^ 

(6)  ^^  — 3tgi  +  304-25(p3 

Setzt  man  je  zwei  dieser  Werthe  von  w  einander  gleich, 
und  lös't  jede  hierdurch  sich  ergebende  Gleichung,  für  tri  auf  5 
so  kommt 

(7)  tri  =  — 84  +75(pi4-75<p, 

(8)  ..=       i^0-30^^i  +  T5cp3 

^        144  +  50cp»  +  125(pa 

^  '  *  29 

Nun  folgt,  jenachdem  man  Wi  ans  Gl.  (7)  oder  aus  (8) 
oder  aus  (9)  gegeben  denkt^ 

aus  (7)  für  (pi  =  0,  (ps  =  0  das  min  tri  =  —  84 

für  (fi==l,  (fs  =  0  das  max  tri=      66 

90  5 

ans  (8)  für  (pi  =  l,  cp8=:0  das  min  Wi=     77 '^^^  ^ly 

für  <p.  =  0,  cp,  =  l  das  max  w,=     ly  =  l^n 

aus  (9)  für  (p2=0,  <ps=0  das  min  Wi=      "i^F'^^^öa 

319 
für  (pa=l,  (ps=l  das  wifl^r  i£?i=     -5o"=ll 

Hieraus  ergibt  sich  als  gesuchte  Auflösung  für  Wi 

min  Wi  =  St—  max  mji  =  1 1   oder 

17 

ÖÖ^  I    07- 

(10)  ^1  =  17+77^1) 

Diese  Auflösung   stimmt  mit  der    in    §.  49   in    der  Form 
5 
^i  ^  ^7^9  tDi<^\i  gefundenen  genau  überein. 

Um  für  einen  speziellen  Werth  von  Wt ,  z.  B.  für  tc?!  =  6 
die  zugehörigen  Gränzen  von  tv  zu  finden,  hat  man  diesen 
Werth  in  die  Gleichungen  (4);  (5),  (6)  zu  substituiren.  Dies 
gibt 


§.  55,    Beitimmung  der  Gränzen,  111 

(11)  ir=3  +  5(p, 

(12)  w=9  — 5q), 

(13)  „»iHl^il! 

Demnach  hat  man 

ans  (11)  für  (pi=0  das  min  w=3 

für  (pt  =  l  das  moo?  w?=8 

ans  (12)  für  (pt=l  das  intit  «7=4 

für  (pt=0  das  mojr  tr^=9 

aus  (13)  für  (p3  =  0  das  min  ir==6 

37 
für  (ps^=l  das  max  ii7=— ==  18J 

Hieraus  ergibt  sich 

min  w=6  max  »  =  8 

Die  zu  Wi  =  ^  gehörigen  Werthe  von  w  sind  also  6,  1,  8, 
wie  auch  in  §.  49  gefunden  ist. 

Was  die  unmöglichen  Fälle  hetrifrt5  so  liegen  dieselben 
offenbar  da  vor,  wo  für  dieselbe  Grösse  mehrere  Minima  und 
mehrere  Maxima  in  Betracht  kommen,  und  das  grösste  Mi- 
nimum grösser  ist,  als  das  kleinste  Maximum. 

Beispiel  2.  Die  3  Paar  Ungleiehbeiten  mit  den  3  Unbe- 
kannten IT,  «71,  tTs  in  dem  Beispiele  5  des  §.  49  sind  gleichbe- 
deutend mit  folgenden  3  Gleichungen: 

(1)  20+3«?  — 4iDi-|-    tri=      5-|-15(pi 

(2)  18  — 5«7-4-7tt?i  — 2M7t=    154-25(p, 

(3)  «?+   tt7i-f;    «7,=  — 94-18<P» 
Eine  Auflösung  Tür  «?  ergibt 

,,,  4tt?i— «71— 15--|-15q)i 

(4)  «?=== 3~ 

7«7i  — 2«7j4-3  — 25a)t 

(5)  «7= ^ 31 

(6)  «7  =  tt?i «7,  — 9-f-i8ip3 

Setzt  man  je  zwei  dieser  Ausdrücke  von  «7  einander  gleich^ 
und  lös*t  jede  entstehende  Gleichung  für  Wi  auf;  so  kommt 

(7)  Wi  =  «7,  —  84  +  75  (pi  +  75  «7, 

/ft^  «,        — 2<^«  — i^— i5(pi4-54(p3 

(ö)  W7l  =  = * 

.^^  —  3  071  — 48  +  25  <pj-f- 90  (fs 

(9)  w,  = j^ — ^L-J 3-. 

Setzt  man  je  zwei  dieser  Ausdrücke  von  «7i  einander  gleich, 
und  lös't  jede  sich  ergebende  Gleichung  für  «7t  auf  3  so  erhält 
man  Ein  und  denselben  Werth  für  «7|,  nämlich 

192  —  180q)i  — 175ip,  +  18(p8 

(10)  M?i= ^^—z ^^— ^ 
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Dass  sich  aus  der  Kombination  der  drei  Gleichungen  (7),  (8), 
(9)  nur  ein  einziger  Werth  für  w%  ergeben  kann,  leuchtet  schon 
daraus  ein,  dass  ursprünglich  zwischen  drei  Unbekannten  to,  tri, 
w%  3  Gleichungen  gegeben  sind.  In  einem  solchen  Falle  ver- 
einfacht sich  also  die  Rechnung  gegen  die  mit  Ungleichheiten 
in  einem  noch  höheren  Grade,  indem  sieb  die  in  §.  49  noth- 
wendig  gewesene  Betrachtung  noch  anderer  Ausdrücke  von  w^ 
als  überflüssig  erweis't.  Deraiiige  Ausscheidungen  überflüssiger 
Formeln  sind  offenbar  bei  der  Methode  des  §.  49  ganz  un- 
thnnlich^  weil  dort  nicht  die  Wirkung  einer  Grösse  wie  cpi^  (p^ 
oder  (ps,  die  allerdings  willkürlich  ist,  aber  doch  immer  nur 
von  einem  einzigen  gewissen  Werthe  sein  kann,  sich  nicht  bis 
ans  Ende  der  Rechnung  ermessen  lässt^  und  das  dortige  Ver- 
fahren bei  der  jetzigen  Methode  seine  Analogie  darin  finden 
würde,  dass  man  in  jeder  während  der  Rechnung  neu  entste- 
henden Formel  die  Grösse  (pi,  92  oder  cps  wie. eine  neue,  mit 
der  anfänglich  ebenso  bezeichneten  gar  nicht  identische  Grösse 
ansähe. 

Kehren  wir  jetzt  zur  Fortsetzung  unserer  Rechnung  zurück. 
Nach  GK  (10)  bat  man  für 

<|)4  =  1,  <p8=l,  cps=0  das  mm  Wf= 5-;=  —  54J 

(p^  =  0,  (ps  =  0,  (p3=l  das  »laa?  w?2=70 
genau  so  wie  in  §.  49.     Hiernach  ist 

/M  4\  163    I    373  , 

(11)  tt?,=  -._  +  _,tJ, 

.  Für  einen  speziellen  Werth  von  w^  erhält  man  aus  Gl.  (7), 
(8),  (9)  das  Minimum  und  Maximum  von  Wt,  Um  derartige  Er- 
mittelungen für  verschiedene  Werthe  von  w^  mit  Leichtigkeit 
anstellen  zu  können,  ist  es  bequemer,  die  eben  genannten  drei 
Gleichungen,  in  deren  jeder  zwei  Veränderliche  von  cpi,  cpj,  (p^ 
vorkommen,  erst  in  die  Grundform  {Ä)  mit  nur  Einer  solchen 
Veränderlichen  zu  bringen.  Dies  ist  leicht,  wenn  man  erst  das 
Minimum  und  Maximum  der.  obigen  Ausdrücke  für  Wi  ermittelt. 
So  hat  man  z.  B.  für  den  Ausdruck  (8) ,  welchem  auch  der 
Werth  von  Wi  sein  möge  für 

q)i  =  t,  (f3  =  0  das  mtn  tri  = 

4    1                        —  2m?8-|-42 
(p,=0,  <p8=l  das  max  m?i= —^ — ,  mithin 

2m?8-|-27    ,   69    , 

w,  = 7—+T^        • 

Ebenso  ist  mit  den  Ausdrücken  (7)  und   (9)  Kn   verfahren. 
Hiernach  kann  man  statt  (7),  (8),  (9)  auch  schreiben 

(12)  .w;i  =  M?,  — 84+150  (f' 
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(13)  Wi= yi |-y(p 

Diese  drei  Formeln  sind  es,  welche»  wenn  sie  statt  der 
Gleichungen  (7),  (8),  (9)  zur  ferneren  ßeslimmung  der  Grösse 
Wi  zu  Grunde  gelegt  worden  wären,  hierfür  nicht  den  einzigen 
Werth  (10),  sondern  drei  verschiedene  Werthe  geliefert  haben 
wiirrden,  welche  den  dafür  in  §.  49  gefundenen  drei  Gränzbe- 
difigiingen  entsprechen. 

Die  Formeln  (4),  (5),  (6)  bediftrfen  einer  solchen  Uai^or* 
mung  nicht,  da  nur  Eine  Veränderliche  in  jeder  derselben  vor- 
kommt, und  es  daher  leicht  sein  wird,  nach  vorgängiger  Sub- 
stitution zweier  speziellen  Werthe  Von  Wt  und  tri  daraus  die 
Eog^örigen  Werthe  von  w  zu  bestimmen,  selbst  wenn  GL  (5) 
nicht  der  Grundform  [A],  sondern  der  Grundform  {B)  angehört 

Für  den  speziellen  Werth  von  trs=iO  hat  man  z.  ß.  nacb 
(12),  (13),  (14) 

tt?i  =  —  74-f-150(p'  also  min  Wi  =  —  74,  tnax  Wi=7Q, 
v)i=  —  -t"  »     T  ^  *'**'*  tTi  =  —  6f ,  max  Wt  =  3^ 

Tö    t     Wo     fff  /»,  o  1 

tt?i  =  — j2  + -j^'^f  ^^^  M?i=— 6^,  max  Wi=öfj 

folglich  in  Berücksichtigung  aller  Bedingungen,  wie  in  §•  49 

min  tt?i  =  —  6^,  max  iri==3j*5 

Für  die  speziellen  Werthe  iTfSslO,  i^t»:!  erhält  man  aus 

(4),  (5),  (6) 

11?= — 7  -f-   5(pi  also  min  w= —  7,  max  y>=  —  2 
w=  —  2   —    5(pt  min  «?=—    7,  max  tr=  —  2 

t0=.-2O-|-18(p8  min  tr=— 20,  max  w=  —  2 

folglich  in  Berücksichtigung  aller  Bedingungen,  wie  in  §.  49 

min  .w=i  —  7,  max  w=  —  2 

Beispiel  3.  Wären  im  vorstehenden  Beispiele,  wie  im 
Beispiele  6  des  §.  49,  zwischen  den  3  Unbekannten  tr,  u^i,  Wt 
nur  die  beiden  Gleichungen  (1),  (2)  gegeben;  so  würde  eine 
Auflösung  für  w  die  beiden  Gleichungen  (4),  (5)  ergeben,  und 
hieraus  würde  die  einzige  Gleichung  (7)  folgen,  welche  den 
Schluss  der  Rechnung  macht. 

Es  ist  klar,  dass  alsdann  die  Unbekannte  tri  vollkommen 
willkürlich  bleibt,  dass  man  aber  zur  Ermittelung  zusammen- 
gehöriger spezieller  Werthe  von  tr,  tri,  tri,  nach  den  erläuterten 
Prinzipien  zu  verfahren  hat. 

Beispiel  4.  Die  zvriscben  y  und  w  gegebenen  ^drei  Be- 
dingungen im  Beispiele  2,  §.  49  sind  gleichbedeutend  mit 

Sehetner's  nnbetUmmte  Analytik.  8 
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(1)  655  +  3l440y  +  13lltr  =  24(pi 

(2)  5+     240y4-     iOw=U(fi 

(3)  y=Uifz 
Lös't  man  für  w  auf;  so  kommt 

~-31440y— 655  +  240)1 

(4)  io= %3ii 

Setzt  man  die8e  beiden  Werthe  von  w  eiaander  gleich, 
lös't  die  entstehende  Gleichung  für  y  auf  und  notirt  darunter 
nochnals  die  gegebene  Gldchung  (3);  so  erhält  man 

—  5—240  cpi-|- 1311  ü^<p« 

(6)  y= 24Ö 

(7)  y=  Uifs 

Jenachdem  man  y  durch  Gl.  (6)  oder  (7)  gegeben  denkt, 

245 
hat  man  aus  (6)  für  (pi  =  l,  (p2  =  0  das  mi«  y=— ^^  =  — l^V 

für  (pi=0,  (p2  =  l   das  mao?  y=Ui 
aus  (7)  für  (pa=0  das  min  y=^0 

für  (p3  ==  l  das'mflir  y=U 

Unter  Berücksichtigung  aller  dieser  Bedingungen  hat  man 
min  y=0  max  y^=^U    also 

(8)  y=ü^ 
sodjftss  y=0,  1,  2  ,  . .  OO  sein  kann. 

Beispiel  5.  Nach  dem  Beispiele  3,  §.  49  hat  man  zwi- 
schen 07  und  w  die  drei  Beziehungen 

(1)  4-}-      x—    7w==U(fi 

(2)  71  —  20  a?  +  40  «;  =  JZq)« 

(3)  a?=  U(f9 
Lös't  man  für  w  auf;  so  kommt 

(4)  tr«= — ! — j 1- 

,^v  iOx^llA-Uwi 

^  ^  40 

Setzt  man  diese  beiden  Werthe  einander  gleich,  und  lös't 
für  X  auf;  ^o  hat  man,  wenn  man  auch  die  gegebene  Gl.  (3) 
nochmals  notirt, 

657^A0Uif,^7U^, 

^  ^  100 

(7)  .a?  =  ü  <pa 

Dies  gibt 
aus  (6)  für  (pi  =  1,  (pj  =  1  das  mm  a?=  —  Ui 

*"  A  A   j  657       ^  57 

für  (pi  =  0,(pt  =  0  das  ffiaa?a?=  — =  6— 
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aiu$  (7)  für  (fi  =s  0  das  min  a^^^O 

für  (ft  =^  1  das  »laj?  x=^U 

also  unler  Berücluichtigang  aller  Bedingongen 

57 
minx=^Q  maxüf=^%'r^    als© 

(8)  x=  ^^ 

Für  de9  speziellen  Werth  j?  =  j  fiat  man  nach  (4)  nnd  (5) 

(9)  .  =  Iiri^ 

(10)  w  =  IllLti^*,     Dies  gibt 

aus  (9)  für  <pi  =  l  das  «iii  w=  — Ti 

für  (pi  =  0  das  maartr=      l 

11 
aus  (10)  für  ^2  =  0  das  min  «?  =  —  -jj 

für  (fissl  das  jwKr  »=*=-[- l/t 
folglich  uater  Beräcksickligung  aller  Bedjngu»geii 

m2|}  !(;  =  —  _--,    jwad?  W7  =  1 
4Ü 

sodass  zu  dem  Werlbe  ^r  »x  3  nur  die   befden   ganzen  Werlhe 

IT  =  0,  1  gehören  können,  was  auch  in  §.  49  gefunden  ist. 

^  iK6.    AmMftwAunn  Mer  €fieichimgen  nUt  be§HhUfi  Tet^MLer» 

Uehen  a»f  die  linmg  Teru^kUdenmr  nmäerer  nHflfcwtfitbiritgü 

Aufgaben^  deren  JEietmente  0wi9€k^n  gemebmifm  fhUfUfem 

unbetHmunt  geioMBen  9m4. 

Die  in  Rede  stehenden  Aasdrücke  gevährca  ipapcherlei 
Vortheile  bei  solchen  Aiifgpben  übeiiißupt,  ta  deow  niqbt  genau 
bekannte,  aber  gleiqiiwol  z^i^cben  bestimmte  Gj^zqp  einge- 
schlossene Daten  gegeben  ßiad.  Einige  Beispiele  werden  Dies 
erläutern. 

Aufgabe  1.    Diq  Stärke  eines  Heeren  ist  abgesqhäUt  auf 
60  bis  85  Bataillone  ä  900   bis  1000   Mann.     Wie   viel  Ma«n 
ist  dieses  Heer  mindestens  und  hechsteas  stark? 
Hiernach  sind  vorhanden 

80  +  (85  —  80)  (p  =  80  +  5  <p  Bataillone, 
ein  jedes.  900  4-(100  -  900)(pi  =  900  +  i00(pt  Mann  slark. 
Die  Stärke  x  des  Heeres  ist  also 

ar  =  (80-|-5(p)  (9O0  +  i00(pi) 
Demnach  hat  man  für 
(p  =  0,  (pi  =  0  das  min  a?=80.    900  =  72000 
(p=l,  (pi  =  l   das  «iaa?jF= 85.  1000«=  85000,  folglich 

0?»;=^  72000  + 13000 ;^|> 
Da^  äeor  i«t  also  720.00  bis  8500O  Mann  stark. 
■      '  ■■  8* 
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Aufgabe  2.     Man  weiss,  dass  eine  Kriegsmacht  ans  80 
Bataillonen  ä  900  bis  950  Mann  besteht.    Diese  Macht  erscheint 
jetzt  in  Korps  von  6000  bis  6500  Mann  im  Felde.    Anf  wieviel 
derartige  Korps  ist  mindestens  und  höchstens  zu  rechnen? 
Hiernach  hat  man 

Stärke  Eines  Bataillons        =900-f50(p 
Stärke  von  80  Bataillonen  =80  (900-{-50(p) 
Stärke^  Eines  Korps  =  6000  +  500  ^i 

Stärke  von  x  Korps  =2?  (6000 -|- 500  (pO 

X  (6000  +  500  0)0  =  80  (900  +  50  cp) 
80  (900 -f  50 y)       144  +  8(p 


6000+500(pi  124-0)1 

•144^  1 

für  (p  =  0,  (fi  =  l  das  min  a?  =  To*  =  1 1  t^ 

für  (p*=  1,  (pi  =  0  das  max  ^  =  -0^=^^^ 
Das  Heer  besteht  also  aus  11  bis  13  Korps. 

Aufgabe  3.     Bei  einem  Geschäfte  sind  30000  bis  40000 
Thlr.  zu  gewinnen.    Von  4  Unternehmern  A,  B,  C,  D  glaubt 

A)  10000  bis  11000  Thlr. 

B)  3000  bis     4000  Thlr.  " 

C)  höchstens   1500  Thlr. 

D)  9000  Thlr. 

zu    den    erforderlichen    Betriebskosten    beisteuern    zu    können. 
Welche  Rechnung  wird  sich  jeder  Unternehmer  mind^tftens  und 
^höchstens  auf  den  Gewinn  machen  können? 
Man  hat  folgende  Einlagen 

:500^ 

20-l-2(pi 


von  ^  =  10000 -4- 1000  (pi 

»     B=    3000  + 1000  (p, 

»     Cä=  1500(pj 

y>     D=    9000 

Summa  =     44  -|-  2  cpi  -j-  2  cp.  -f-  3  (pa 

Hiernach  wird  derAntheil  an  dem  Gewinne  von  30000-|-10000<f 
Thalern  sein 


6  +  2*« 
3(p8 
18 


'^  -^  =  C44  +  2y!  +  2^:  +  3cp3)  (30«00  + 10000 <p) 


^-C44  +  2cp!  +  2y:  +  3y,)  (30000  + 10000 cp) 
^     <^  =  C44  +  2cp.+  2<p,  +  3cp,)(^^<>^<^+^^Q«H) 

-    ^  =  C44  +  2cp.  +  2cp>  +  3cp3^'''''  +  ^Q^QH) 
Dies  gibt  zuvörderst,  wenn  man  noch  in  jedem  Gewinne  die- 
jenige der  Grössen  (pi,  (ps,  (ps,  welche  zugleich  im  Zähler  und 


I 
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Nenner  erscheint^  nnbestimmt  lässi,  und  dieselbe  dann  doreh 

Anwendung  der  Formel   .,   ,      =1  —  ^r— i —  bloss  in  den  Nen- 

®  iV-f-z  N-\-z 

ner  schaiR,  für 

r=0. ^1. ,.=1  d..  m.« X=(gJ^^30000=(l-_»_)30009 

<^I,  .p^.  ^^  d..  ^  ^(^^^)40000«(l.  ^^)40000 

^,  <p,=l.  .p^l  d..  min  B=(^ J+2fc^30000=(l-^j^£)30000 

<p=,l.  <p.=0,  ^^  d..  ««.  fe(^_«+2^400«0«(l-^5i9-_)4000. 

q>=0,  <pi=t,  q)t=l  das  mtn  G=(  ^^T»   ) 30000 =[i !j? —  )30000 

m=t,  <pt=0,  d>,=0  das  tnax  C=C .??\       J 40000=1  1- ..  fl       J 4O00O 
^^'^       ^    ■  V44+3<p,y  V     44+3(|),y 

<p=0,  <pi=1 ,  <pr=l ,  <p8=l  das  min  ^= t=-  30000 

9 
tfs=i\ ,  q)^=0,  <|>s=0,  (p^=0  das  i?Ma?D=—  40000 


Hieraus  folgt  nan  ferner  für 

<pi  =  0  das  min  ^4  =  ^.30000  =  12244- 

cpi  =  l  dasmÄa?.4  =  ~.40000  =  t915olg 

(p,  =  0  das  min  fi  =  ;j|. 30000=   3673|| 

<p,=l  das  mar  Ä  =  ^. 40000=   6956- 
(p,=0  das  min  C=  0  .30000=         0 
(p,=  l  das  mar  C==^.  40000=  2553^ 

das*  Wim  2?  =  ^.30000  =  10588^ 

das  maa?2>  =  ^.  40000  =  16363^ 

Bei  Weglassang  der  Brüche  wird  also 
A  mindestens  12244  und  höchstens  19130  TUr.  gemnnen 
B  »^  3673     »  »  6956      »  » 

C  »  2553      »  » 

Z>  »  10588     »  »         16363      »  » 

Aufgabe  4.   Was  war  zu  einer  Zeit  der  Preis  des  121öChigen 
Silbers  pro  Mark,  als  das  Pfund  Silber  36  bis  40  Thlr.  und  das 
Pfund  Kupfer  10  bis  12  Ggr.  kostete? 
Man  hatte  2u  der  fraglichen  Zeit 
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Preis  von  1  Loth  Silber  =  ~  (36  +  4(pi)  Thaler 

»        »    »      1)    Kupfer  =  ^Q^  4- l(p,J     )) 

Es  war  also  der  Preis  x  vod  12  Loth  Silber  und  4  Loth 
Kupfer  oder  von  1  Mark  12lölhigeni  Silber 

^=g(36+4<p.)+^^(l+l.p.) 

1301    I   3<pi   I    (pt 

~    96     •"   2      '96 

Deainach  ist  für 

ipi«:0,  (pj=0  das  min  ^=^  Thlr.=  13  Tblr.  13  Ggr,  3  Pf. 

cj)j  =  l,  (pi3=l  das  max  x=^-^  Thlr.  =  14  Thir.  1  Ggr. 

Ber  gesuchte  Preis  war  also  13  Thlr.  13  Ggr.  3  Pf-,  bis 
14  Thlr.  1  Ggr. 

Aufgabe  5.  Ein  Grundstück  von  20  bis  22  Morgen  sollte 
für  2500  Tblr.  verkauft  werden.  Jetzt  ist  dasselbe  um  5  Mur- 
gen vergrössert;  was  wird  nun  der  Preis  für  das  vergrösserte 
Grundstück  sein? 

Man  hat 
frühere  Grösse  des  Grundstücks  =20-}- 2  (p  Mörgeri, 

jetzige         »»  »  =25-4-2(p         » 

Der  Preis  x  für  das  vergrösserte  Grundstück  ist  also 

(p  =  l  das  mm  a?=|^.  2500  =  3068j\ 

OK 

<p=r=0  das  maa?ir  =  25-2^^^  =  ^^ ^^5 
Der   Preis   für   das   vergrösserte   Grondsttkck    betiägt    also 
3068r\  bis  3125  Thlr. 

Aufgabe   6.     Es  werden  miteinander  vermischt 

200  KubikfusseinerFlüssigkeit,  deren  spezifisches  Gewicht  =0^5  ist 
100         »  »  »  »  »  »       =  1,5  » 

Bei  der  Inhaltsmessqng  können  Fehler  bis  zu  dem  Betrage 
von  3  Prozent,  und  bei  der  Ermittelung  des  spezifischen  Ge- 
wichtes Fehler  bis  z«i  2  Prozent  rnitergelaof^  sein,  sodass  der 
wahre  thihaU  arid  das  wahri^  spezifigche  Ge^idit  der  Flü^ig- 
keiten  möglicherweifi^  um  die  genannten  Prozente  kleiner  öder 
grösser  sein  können^  sils  die  gegebenen  Zahlen.  Es  wird  nach 
dem  spezifischen  Gewichte  der  Mischung  gefragt. 

Hiörnweh  besitzt  die  enstis  Flüssigkeit  ein  toluM  ttiitidestens 
T^n  194  und  böcbsten^  von  206>  also  ^Oii  t944*18ipi  KuMk- 
fuss^  und  ein  spezifische»  €«#icllt  miidMteifs  von  0)46  .«nd 
höchstens  von  0,51,  also  VOta  :Dt,49  4^*>02»J^i.       '  •  : 


r 
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Die  zweite  Flüssigkeit  besitzt  ein  Volam  mindestens  von 
97  und  höchstens  von  103,  also  \on  97-|-6(ps  Rubikfass,  und 
ein  spezifisches  Gewicht  mindestens  von  1,47  nnd  höchstens  von 
1,53,  also  von  1,47 -{- 0,06  it>t. 

Hiernach  ist  das  absolute  Gewicht  der  ersten  Flüssigkeit 
gleich  dem  Gewichte  von  (194-|- 12tti)  (0,49 -{- 0,02 i|)i)  Kubik- 
fuss  Wasser,x  und  das  der  zweiten  rlüssigkeit  gleich  dem  Ge- 
wichte von  (97+G(pO  (1,47  + 0,06 if),)  Kubikfuss  Wasser. 

Das  spezifische  Gewicht  x  der  Mischung  ist  mithin 
^_(l94  4,12(p,)(0,49  +  0,02t|)0  +  (97  +  6(f,)(!,47  +  0,06i|)t) 

(194  +  12(pi)  +  (97  +  q),) 

Zuvörderst  erhellet,  dass  man.  für  das  min  x  stets  t{»i  =  0, 
t])2==0  und  für  das  max  x  stets  i{>i=:],  i|)s=l  haben  müsse, 
welches  auch  die  Werthe  der  übrigen  Veränderlichen  seien.  Dies 
gibt  für 

,        n     ,         n  -1«  23765  + 588 <pi  +  882(p, 

if)i  =  0  if),  =  0  das  mm  x  =  —^r.  .^L  i    .    — \—^ — r- 
^  ^  300(97  +  4(pi  +  2ip,) 

,     .        ,    ,  8245  +  204(pi  +  306<p, 

if>i  =  1,  t^t=  l  das  max  x  =   ..^  .'      ,    / — i—jt"  ^ 
^  ^  100  (97  +  4(pi  +  2(p,) 

Das  Minimum  iässt  sich,  jenaehdem  man  eine  Iheilwetie 

Division  des  Nenners  in  den  Zähler  out  4(pi  oder  mit  2(pi  au8-> 

führt,  resp.  in  die  Form 

'""^       300  V*^  +  97+4ipt+2ip,>' 


mtn 
oder  in  die  Form 
min  X 


_    1     /-  19012 +  1176(pA 

"300  V  97  +  4(pi  +  2(p,y 

bringen.  Aus  der  ersteren  erkennt  man,  dass  das  Minimum 
die  Bedingung  «pi  =  1  erfordert,  welches  auch  der  Werth  von 
(pa  sei,  und  aus  der  letzteren  geht  hervor,  dass  das  Minimum 
die  Bedingung  (ps  =  0  erfordert,  welches  auch  der  Werth  von 
(f  1  sei.  Man  hat  also  für  das  Minimum  (fi  ==  1 ,  (p i  =  0  zu 
nehmen. 

Was  das  Maximum  betrifiTt;  so  Iässt  sich  dasselbe,  jeaach- 
dem  man  eine  theilweise  Division  des  Nenners  in  den  Zähler 
mit  4(pi  oder  mit  2(pi  ausfuhrt,  resp.  in  die  Form 


max 
oder  in  die  Form 

max 


=  -L  C^X  I  3298  + 204  <p,"\ 
^"100  V  "'~97  +  4(p,  +  2q),>' 
m 

x-l-CnZ       J596+-I08cp^>| 
"^""100  V  97  +  4(p,  +  2(p,y 


bringen.  Aus  der  ersteren  erkennt  man,  dass  (pfSsQ  sein  muss, 
welches  auch  der  Werth  von  (ps  sei,  und  aus  der  letzteren  fdigt 
cpsBtzl,  weiche«  auch  der  Werth  von  fi  sei.  Das  Maximitti 
verlangt  also  die  bdden  Bedingungen  ^i^ssO,  (pf«sl. 
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Hiernach  hat  man  nan  fdr 

24353 
<P4  =  1,  (|),=0  das  min  ^=öaö^=  0,803729  .  .  . 

8551 
(pi=:0,  <|>t=l  das  maa?  a?  =  ^^jr- =  0,863737  ..  • 

Das  spezifische  Gewicht  der  Mischung  liegt  also  zwischen 
0,8037  • . .  und  0,8637  . .  . 

Hätte  man  auf  die  Ungenauigkeitenv  der  Messnogen  gar 
keine  Rücksicht  genommen;  so  würde  Dies  für  die  Mischung 
das  spezifische  Gewicht  0,8333  .  *  .  ergeben  haben. 


Vierter  Abschnitt. 

Vnendllche  periodische  Hietteii- 

brttelie. 


§.57.  AUgemeimeJSemerkmngen  über  unendUehe  MLettenJMkehe» 

I.  Die  im  ersten  Abschnitte  nachgewiesenen  Beziehungen 
zwischen  den  Näberungswerthen  eines  endlichen  Kettenhruchs 
gelten  offenbar  auch  von  den  Näberungswerthen  eines  unend- 
lichen Kettenbrachs,  insofern  die  fraglichen  Gesetze  unabhängig 
sind  von  den  Quotienten,  welche  das  Ende  des  Kettenbruchs 
bilden,  oder  von  dem  Gesammtwerthe  dieses  Keftenbnichs. 
Der  Anfang  eines  unendlichen  Kettenbruchs  kann  ja  immer  wie 
der  Anfang  eines  endlichen  Kettenbruchs  betrachtet  werden. 

Man  weiss,  dass  die  sukzessiven  Näherungswerthe  eines  nach 
dem  Additionspriiizipe  gebildeten  Kettenbruches  mit  lauter 
positiven  oder  mit  lauier  negativen  Quotienten  sich  fort- 
während einem  bestimmten  Werlhe  nähern.  Wenn  nun  die 
Quotienten  eines  unendlichen  Kettenbruchs  von  einer  gewissen 
Stelle  an  ins  Unendliche  fort  sämmtlich  positiv  oder  sämmt- 
lieh  negativ  sind,  ohne  den  Werth  null  am  enthalten^  so 
müssen  von  dieser  Stelle  an  die  weiter  folgenden  Nähe- 
rungswerthe sich  fortwährend  einem  bestimmten  Werthe  bis  zu 
jeder  beliebigen  Kleinheit  der  Feblergränze  nähern. 
Diese  Grösse  ist  natürlich  der  Gesammtwerth  des  unendlichen 
Kettenbruchs.  Ein  Kettenbrucb  von  der  bezeichneteu  Art  kann 
also  ein  konvergenter  genannt  werden«,  . 
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Sie  Richtigkeit  diesor  Behaaptong  erhellel,  weon  man  be- 
achtet, dass  man  bei  der  Bezeichnung  des  §.  3  ebenso  wie  in 
§.  6,  indem  K  den  Werth  des  unendlichen  Kettenbrachs,  n  den 
Zeiger  eines  Nähernngawerthes  und  r  den  Zdger  eines  späteren 
Näherungswerthes  bezeichnet^ 

hat.  Hierin  ist  :rn+i==[0,  «n^-j,  «n-i-s,  ön+*>  .  •  •  öj.  Lässt  man 
hierin  r  wachsen;  so  ändert  sich  auf  der  rechten  Seite  der 
vorstehenden  Gleichung  nur  die  Grösse  Xu-\-i>  Sind  aber  von 
einer  gewissen  Stelle  an  alle  Quotienten  bis  ins  Unendliche  fort 
nur  positiv  oder  nur  negativ,  und  liegt  an+s  unterhalb  -jener 
Stelle;  so  nähert  sich  die  Grösse  2^04.1,  welche  selbst  einen  den 
Bedingungen  des  ersten  Abschnitts  lentsprechenden  Kettenbruch 
darstellt,  fortwährend  bis  zu  jedem  Grade  der  Genauigkeit  ei- 
nem bestimmten  Werthe,  je  grösser  man  r  nimmt. 

Nach  der  Zusammensetzung  der  vorstehenden  Formel  ist 
klar,  dass  unter  diesen  Umständen  auch  der  Werth  der  Diffe- 
renz Kt-^Kn  sich  einem  bestimmten  Werthe  ins  Unendliche 
nähert,  'wenn  r  fortwährend  wächst.  Für  r  =  cx)  ist  aber 
K^=K  4er  Gesammtwertfa  des  unendlichen  Kettenbnichs.     Es 

OD 

stellt  also  Kr  diesen  Gesammtwerth  immer  genauer  dar,  je  tiefer 
r  unter  der  bezeichneten  Stelle  genommen  wird. 

II.  Was  nun  den  genauen  Werth  eines  unendlichen  Ket* 
tenbruchs  von  der  bezeichneten  Art  betrifft;  so  leuchtet  zavör<- 
derst  ein,  dass  derselbe  irrational  sein  muss.  ^Dies  kann  man 
sowol  daraus  folgern,  dass  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
brücbe  ins  Unendliche  wachsen  und  stets  relativ  prim 
bleiben,  wie  auch  aus  folgender  Betrachtung.  Hätte  K  den 
Werth  eines  rationalen  Brudies ;  so  müsste  es  möglich  sein, 
denselben  in  der  Form  des  gegebenen  unendlichen  Kettenbruchs 
zu  entwickeln.  Beginnt  man  nun,  jenen  rationalen  Bruch  in 
einen  Kettenbruch  zu  verwandeln  3  so  kann  man  jederzeit  zu 
den  ersten  Quotienten  von  den  Zeigern  0,.  1,  2  ...  n  die  Quo« 
tienten  o«,  au  a^i  . .  .  a^  des  unendlichen  Kettenbruchs  nehmen, 
gleichviel  ob  dieselben  grösste  Sub-  oder  kleinste  Super-  oder 
willkürliche  Quotienten  sind.  Damit  nun  aber  bei  der  ferneren 
Entwickelung  als  <iB+t>  tfn+S} ...  in  inf.  entweder  lauter  positive 
Zahlen  >>  0  oder  lauter  negative  Zahlen  <[  0  erseheinen  können, 
ist  es  nach  §.18  unerlässlich ,  dass  man  vom  Index  n-[-i  an 
die  Entwickelung  entweder  mit  grössten  Sub-  oder  mit  kleinsten 
Snperqnotienten  ohne  eine  einzige  Abweichung  von  dieser  Regel 
fortsetze.  Bei  diesem  Verfahren  muss  aber  die  Entwickelung 
endlich  abbrechen;  es  ist  also  unmöglich,  dass  sich  ein  unend- 
licher Kettenbrach  erzeuge. 
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im  AllgemeioeD,  wenn  die  QaotieDtcn  eines  «oendlicbeQ 
Ketteabrochs  kein  bekanntes  oder  docb  ein  kefspliartes  Gesetz 
befolgen,  Jässt  sich  d«r  genaue  Werüi  diese»  E^uches  in  ge- 
schlossener Form  nicht  darstellen.  Man  kann  sich  demselben 
durch  die  sukzessiven  Näherungsbrndie  nur  bis  an  jedem  Grade 
der  Genauigkeit  nähern.  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  wenn 
alle  Quotienten  des  unendlichen  Kettenbruchs  positiv  nnd 
>  0  oder  negativ  und  <  0  sind,  wobei  indessen  für  den  ober- 
sten Oa  der  Werth  null  zulässig  ist,  die  aufeinander  folgenden 
Näherungswerlhe  abwechselnd  grösser  und  kleiner  sind,  als  der 
genaue  Werth  des  unendlichen  Kettenbruchs,  und  dass  die 
Fehlergränze  ein  Bruch  mit  der  Einheit  zum  Zähler  und  dem 
Quadrate  des  Nenners   des   betreffenden   Näherungsbruchs    zum 

Nenner  ist  (§.  6) 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  jedoch  der  Fall,  wo  die 
Quotienten  eines  unendlichen  Ketlenbruchs  von  einer  gewissen 
Stelle  an  regelmässig  wiederkehren  oder  eine  Periode  bilden. 
Ein  solcher  Kellenbruch  lässt  sich  immer,  die  Quotienten  mögen 
positiv  oder  negativ  oder  Beides  zugleich  sein,  genau  redn- 
ziren     wie  im  nachstehenden  Paragraphen  gelehrt  werden  soll. 

§.  5a    MUdmMimt  eimee  |ierfl#iKseftm  MfM^mktmtke. 

I.  Angenommen^  in  dem  nach  dem  Additionsprinzipe  ge- 
bildeten unendlichen  Kellenbruche  jr=*[flo,  «i,  öj . . .  «n,  «»n+i»  — 
Onj^r,  ««+r+H .  •  ]  wiederholen  sich  die  r  Quotienten  a„+i . , .  a^^^ 
in  derselben  Reihenfolge  unausgesetzt,  sodass  a,+,44,  a^^.,-!.,. . . 

Unter  diesen  Umständen  stellen  irgend  swei  mit  den  An- 
fangsgUedern  zweier  beliebigen  Perioden  beginnende  untere 
Theile  des  gegebenen  Kettenbmcbs  zwei  einander  vollkommen 
identische  unendliche  Keltenbrüche  dar.  Demnach  faal  der  Ge- 
sammtbetrag  eines  jeden  solchen  Theiles  Ein  nnd  denselben^ 
wenn  auch  irrationalen  Werth,  welchen  wir  mit  x  beceiehnen 
wollen..   Es  ist  also  4;==[ön4-t>  «n+s .  • .]  =  [««-fr^»!,  Äa-hr^-i .  .  .] 

Hieraus  ist  klar,    dass   wenn  man  die  Irrationalzahl  x  als 
den   letzten  Quotienten   eines   endhchen  Kettenbrochs   ansieht, 
man  den  Werth  K  des  gegebenen  Kettenbmchs  sowol  dorch 
/|^  JSr=[Äo,  öl,  ««•••  ^"»  ^1  ^^*  *"*  durch 

(2)  iir=i=[Äo,    öl»    Öj...  ÖBH-r>  X] 

darstellen  kann.  ^^     a     .      ,      ^ 

Zufolge  §.  3  hat  man  nach  dem  ersten  Ausdrucke  für  K 

{*v\       K=  ^    ""^      "*■  und  nach  dem  zweiten  Ausdrucke 
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Eliminirt    man    zwischen    diesen    beiden    Gleichangen    die 
Grösse  s;   so  ergibt  sich  folgende  Gleichung 

Dies  ist  eine  quadratische  Gleichung  von  der  Form 

aus  welcher  sich  der  Werth  von  Ä^-in  der  Form 

(6)  K jj^  -  — ^ 

ergibt.  Man  erkennt  aJso^  dass  der  Werth  eines  unendlichen 
periodischen  Kettenbrucfas  der  bezeichneten  Art  gleich  der 
War^ei  tiioer  Unreinen  quadratischen  Gleichung  ist.  Ans  der 
Nalur  der  Sache  folgt,  dass  D=g^  —  4/'A  weder  eine  vollkom- 
mene Qaadratzahl  (mithin  auch  mcht  =  0],  noch  negativ 
sein  kann,  weil  K  im  ersteren  Falle  einen  rationalen  und 
im  letzteren  einen  imaginären  Werth  haben  würde,  was  Beides 
unter  den  gegebenen  Umständen  unmöglich  ist. 

^  II.  Da  man  annehmen  kann,  dass  jede  spätere  Periode  von 
K  die  erste  sei;  so  kann  man  in  der  Gl.  (5)  statt/»  jeden  Werth 
von  der  Form  n-^pr  setzen,  worin  p  eine  positive  ganze  Zahl 
bezeichnet.  Da  man  ferner  annehmen  kann,  dass  jede  beliebige 
Menge  jener  rgliedrigen  Perioden  Eine  Periode  bilden;  so  kann 
man  in  der  Gl.  (5)  für  r  auch  jeden  Werth  von  der  Form  qr 
setzen^  worin  q  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnet. 

Die  Rechnung  wird  jedoch  immer  am  kürzesten  sein^  wenn 
man  j[>=0  und  9==1  nimmt. 

,  '.  .  Da  das  Bildungsgesetz  der  Zähler  und  Nenner  der  Nähe- 
^uag&brüche  aus  §.  3,  auf  welchem  die  Gleichungen  (3),  (4),  (%) 
beruhen^  schon  mit  dem  Zeiger  0  beginnt^  sodass  man 
Mfi—a^M^i-^M^t  und  JVo=ao  JVLi-f-jNL,  hat;  so  ist  die  Gl.  (5) 
in  allen  Fällen  anwendbar,  wo  »  —  1  nicht  kleiner  als  —  2,  oder 
n  niqht  kleiner  als  — 1,  also  der  Zeiger  n-f-t  des  Anfang&- 
gliedes  der  erstes  P^ode  nicht  kleiner  als  0  ist.  Der  entge- 
gengesetzte Fall  kann  aber  niemals  eintreten;  die  Gl.  (5)  ist  also 
in  allen  Fällen  brauchbar. 

0       1      S      8      4      6 

Wäre  z.  B.  K=^  [2,  7,  4,  8,  4,  8  . . .]  gegeiben,  wo  die  zwei- 

|;lttdcigie Pet i#de  4,  8  mit  dtMi  Zeiger  2  hegiiunt,  also  »=?sl,  t^^2 
lati  ^  bat  man  nach  fik  (5) 

<JVt,  iV.--JVi  N^)K*'^(M^  iVi+Jtfa  No-Mi  JV,-~Jf.  Ni)K. 

.  Umtdia  Ueria  YorfcomaiendaQ  ZäUer  und  Neiuner  der  Mä- 
ibenmglbrilcto  im  l)e6timQieii^  hat  rxmn 
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n        Ou  Mm  Nu 

-2  Ol 

-i  1  a 

0  2  2  1 

1  7  15  7 

2  4  62  !» 

3  8  511  239 

(1.239  — 7. 29)jr*  —  (2.239-1-511.1  -- 15.29  — 62.7)  Ä^ 

-|-(2.511  — 15.62)=0 

36  Jr^  -120^4-92=9  also 

±yj±5 

^—  3 

III.    Es  kommt   jetzt  nodi  darauf  an,   das   Zeichen    der 
Kweideatigen  Qaadratwonel  ^^TD  va  bestimneB. 

Zu  diesem  Ende  ist  Dor  xa  enlsdiddeii,  ob  Back  der  Be- 

zeicboiiBg  ia  Gl.  (6)  K>  oder  <]  -^  d.  i.  >  oder  <C§j>isL   Dies 

kaoD  jederzeit  ieidit  durch  folgende  Betrachtaog  ermittelt  werden. 

Die  Biffereoz  zwischen  dem  genauen  Werthe  Ton  K  nacb 

M 
GL  (3)  ond  dem  NäberongdHuche  Ku=^~  ist,  indem  sich  der 

Tilget  n  nidit  nothwendig  anf  den  der  ersten  Periode  vorher- 
gehenden (jaotienten,  sondern  auf  einen  b^iebigen  zu  beziehen 
braocht,  sodass  dann  immer  x=[a^^ij  ^+s...]  ist, 

/T\  t^       y        ar3f,-f  Jf-i        Jy»_  (—1)* 

(7)         ^-^■— ariv.-1-iv^i     iv.     i^MC+lvZo 

Setzen  wir  nun  yoraos,  der  Zeiger  n  liege  in  irgend  Einer 
der  Perioden,  ond  die  pcriodiscben  Quotienten  a,^4,  «m+t,  - 
seien  entweder  sämmtlich  positiv  oder  sämmtfich  negativ.  Sind 
sie  positiv;  so  ist  jr>l :  sind  sie  negativ;  so  ist  ar<;—  i^  sodass 
der  nnmerische  Werth  von  x  jederzeit  >  1  ist.  Bs  leacfatet  ein 
dass  von  irgend  einem  Zeiger  an  die  Werthe  der  Nenner  JV 
der  NSherangsbrncbe  ihrem  nnmerischen  Werthe  nach  in  beiden 
Fällen  fortwährend  wadisen  werden.  Diese  Stelle  wird  leieht 
zo  erkennen  sein,  wenn  man  die  sukzessiven  Näherongswefthe 
von  K  oder  anch  nur  die  sukzessiven  Werthe  der  Nenner  N 
herstellt.  Es  sei  iV^i  ein  solcher  in  den  wachsenden  Werthen 
von  JV  liegender  Nenner. 


IV.  Sind  nun  die  Quotienten  a.^i,  a.-).s...  sammüich  po- 
itiv,  also  x>l;  so  haben  alle  Grössen  iV^i,  jy.,  jy  *^ 
tinerlei  Zeichen.  Es  ist  also  fiir  n  and  jeden  höhecen  Zei-l 
^er  iV.  (xiV.-{-iV..O  positiv  und  auch  >JV.>.  Sind  dagemn 
dieQaotienten  ii,-^i,  ö.+«.  ..  sämmÜich  negativ,  alsoa:<;~i- 
so  haben  je  zwei  benadibarte  Grössen  in  der  Reihe  iV^,,  iV^  jy^^^  * 
entgegengesetzte  Zeidien.  Es  ist  also  für  n  und  jeden 
höheren  Zeiger  JV.  (arJV.-|-JV;^i)  »egaliv  nnd  dem  •faenhitttn 


s 
ei 
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Wertbe  nadi  i>  N^^,    Fo^licb  ist  in  beiden  Fällen  der  abtolale 

Ausserdem  wechselt  die  Differenz  K — Kn^  wenn  n  om  1 
wädisl,  imin^  diis  Zeieben,  d.  b.  Mi,  ist  abweebselnd  grösser 
«nd  kleiner,  als  der  wabre  Werth  K  de»  anendUcben  Retten-^ 
bmcbfiy  jedoch  niemals  um  den  vollen  Betrag  des  immer  kleiner 

werdenden  Bruches  -^. 

Hieraus  folgte  dass  endlich  einmal  unterhalb  der  vorhin 
beiseiobiielen  Stelle  zwei  uAmittelbar  anfeiDander  folgende  Nä<- 
beruBgsbrücbe,  etwa  iT«.  und  iTa+t»  und  demnach  auch  aUe 
spitorea  ifm-h»»  £^+3  • .  •  grösser  oder  kleiner  werden  müssen, 

als  irgend  ein  Bruch  -ji,   dessen   Werth  von-  ÜT  verschieden  ist. 

Söcbt  man  also  die  nädisten  zwei  Näberungsbrücbe  JTm  und  üfn+i 

unterhalb   der   genannten    Stelle   aaf,    welche  beide  entweder 

p 
grösser  oder  beide  kleiner  sind,  als  j^;   so  ergibt  sich  daraus, 

p 

dass  K  resp.  grösser  oder  kleiner  sei^  als  ^. 

Im  obigen  Beis(»ele,  wo  alle  Quotienten  positiv  sind,  bat 
man  77=^=.   ^   =->>,  und  da  man  erkennt;  dass  alle  Nen- 

ner  schon  von  No  an  fortwährend   wachsen,    und  dass   sowol 

2  15  'PS 

if^yssr—   als  auch  Jiri  =  —  grösser  als  77= -5-  ist;  so  folgt,  dass 

JSr>-r-,  also  s=-i — — J —  und  nicht  = 5— J —  sei. 

Od  O 

Wäre  der  Kettenbruch  jr=  [1,  2,  3,  1,  2,  3 . ..]   gegeben. 


^ /'S- 


worin  die  dreigliedrige  Periode  1,  2,  3  schon  mit  dem  Zeiger 
0  beginnt;  so  hat  man  11  =  —  1,  r  =  3,  also  nach  Gl.  (5) 

(JV.,  Nf  -  iV.i  JVi)Ä*-  (JL,  iV,4-ilft  iV-.-  3f.t  Ni  -  Mi  N.i)K 

+  (Jtf.,JJf,-itf:iJ»fi)=0 

n  fln  -Mn  iVn 

-2  0  1 

-1  10 

Olli 
12  3  2 

2  3  10  7 

(1.7  — 0.2)JiP-(0.7+10.1  — 1.2~3.0)£+(0.10  — 1.3)=0 

7Jir*  — Sif— 3  =  0 

K ;f 


}  26       Vierter  AbecknUt.    Unendticke  period.  MeUenhriiche. 

14  3        4 

Da  hier  iro==Y^y  und  auch  Üfj  =--]>y  {st;  so  miiss 


jr>4,  ^„  K=±i^ 


sein. 


y.  Wiiräi  die  periodisdieii  QaotienteD  des  fefsbenen  k«t^ 
ienbruGhs  nidM  sfinimtlich  positiv  oder  sttaiintNeh  fiejfirtiv;  m 
kann  die  in  der  Gl.  (7)  vorkommende  Grösse  x  zwischen  zwei 
benachbarten  Nähernngsbrüchen   selbst   das  Zeichien    wechseln. 

P 

In  diesem  Falle  hat  man  zur  Entscheidung,  ob  K  ^  odei  <^-^ 

sei,  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise  nicht  die  nomittiettMir 
aafeinander  folgenden,  sondern  die  in  Abständen  von  der 
Länge  Einer  Periode  aufeinander  folgenden  Nähenmgs** 
brüche,  für  welche  a;  immer  denselben  Werth  haben  muss,  also 
zwei  Brüche  wie  Kn  und  ITn+r  zu  prüfen. 

VI.  Wenn  die  Periode  schon  mit  dem  Zeiger  0  beginnt; 
so  vereinfacht  sich  die  obige  Gl.  (5).  Wir  haben  alsdann  iHts.^  1 
und  wenn  man  den  letzten  Zeiger  in  der  Periode  mit  m  be- 
zeichnet, also  n-|-r  =  ffi,  folglich  r=m  —  ii  =  m-(-1  setzt,  da 
Jtf.8=0,  iV_,=  l,  4f-i  =  t,  iV-i  =  0  ist, 

(8)  NmK'  -  (Jf«  -  iV„„i)if-  Jtf«,^i  «=  0  also 

(9)  K-±y^      2j^___      J+lvr+— 2lv„— . 

.  Wenn  die  Periode  mit  dem  Zeiger  1  beginnt,  also  n^^O 
ist,  wird  die  Gl.  (5),  indem  der  letzte  Zeiger  in  der  P^ripde 
jetzt  n-\-r=r  ist,  unter  Beachtung  der  Werthe  Mo  =  «o,  iVo=  1, 

(10)  ---jYr,tA^»->(iv,— floJv,.i^jy,,Ojr+(A— 4^iif,,o=^iii^ 

.^.x  ^ ,    l//^^r-.l  —  iVr  +  gp  iVr-Ä'   ,     M,  —  üp  M^^j 

,     3fr-l  —Nr-\-ao  Nr-i 

So  hat  man  z.  B.  für  K=  [2,  1,  1,  1,  4,  1,  1,  1,4.. .],  worin 
«  =  0,  r  =  4  ist, 


*^' 


n 

«n 

ilfn 

Nu 

-2 

0' 

i 

-1 

l 

0 

0 

2 

2 

1 

1 

1 

3 

1 

2 

1 

5 

2 

3 

1 

8 

3 

4 

4 

37 

14 

Mr.i  =  J»f, = 8,  -      JV,.,  =  M = 3 
J»f,  *=  itfj  =  37,         JV,  =  Ar»=14 


Es  ist  übrigens   nicht  unbedingt  jiothwendig,    dass  die  in 
Gl.  (9)  in  Bruchform  geschriebenen  Grössen  sich  stets  auf  ganze 
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Zahlen  reduziren«     Wäre  z.  B.  A'  ==  [2,  1,  3^  1,  4,  1, 3,  1,  4  . . .] 


N . .-^^'^- 


gegeben;  so  hilte  man 

-2  0  1 

"0221     Jlfr.t=J»f»^i4,  iV,_i  =  iV,=  5 

2  3       1?         4     ^'    =^*  =  67,  iVr   =A;=24 

3  1        14  5 

4  4        67        24 


|//^14  —  24  +  2>5V    ,    67  —  2.14    ,    U  — 24  +  2.5 
^  V.  2.10  y  ■*"  5  "•"  2.10 


EntWickelung  irrationaler   reeller  Quadrat- 
wurzeln in  Kettenbrüche. 

$.  59.     JBfiltHelreiicfif  ^^^r  VFuncel  einer  fuaäroHeeken  CM- 
ehnmg  tit  elffeit  MetteMbrueh  tmi  gHfeeten  SmkqßteHemiem 

ftacft  4em  ^ililKioii9Hf«r!if»e. 

L    Im  vorstehenden  Paragraphen  haben  wir  gefunden,  dass 
die  Redaktion   eines  periodischen  Kettenbruchs  auf  den  Werlh 

VD-A-P 
jjfsss ^     führt,  welcher  die  Wurzel   einer   quadratischen 

Gleichung  darstellt.  Wir  wollen  jetzt  umgekehrt  einen  Ausdruck 
der  vorstehenden  Form  in  einen  Retlenbruch  verwandeln^  wel- 
cher voraussichtlich  periodisch  sein  wird.  Wenn  etwas  Anderes 
nicht  ausdrücklich  befürwortet  wird,  soll  die  Entwickelung  immer 
nach  dem  Additionsprinsipe  mit  grössten  Subquotienten  gesche- 
hen.    Wir  schreiben  nun 

und  nennen  die  Grösse  D  unter  dem  Wurzelzeichen,  welche 
späterhin  noch  eine  widitige  Rolle  spielen  wird,  die  Deter- 
minante des  Ausdrucks  K,  Dieselbe  wird  als  eine  ganze 
positive  Zahl,    welche  kein  voUfcommenes  Quadrat   ist, 

vorausgesetzt,  sodass  also  V^eine  irrationale  reelle  Grösse 
ist  Po  und  ^0  sind  zwei  ganze,  aber  beliebig  positive  oder 
negative  Zahlen;  Po  kann  auch  »s  0  sein.  Es  ist  klar,  daas 
gebrochene  Werthe  für  />,  Po  Qo  nicht  betracbtet  zu  werden 
brauchen,  da  die  etwaigen  Nenner  durch  Maltiplikaljon  des 
ganzen  Zählers  uad  Nenners  von  K  leicht  beseitigt  werden 
k<^nnen. 
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II.  Die  Warzelgrösse  VO  wird  nicht  als  zweideatig,  son- 
dern als  entschieden  positiv  betrachtet,  was  der  AUgeMCoiheit 
der  Formel  keinen  Abbruch  thot,  da,  wenn  jTD  negatir    wäre, 

eine  Multiplikation   des  Zählers    und  Nenners  von  K  mit  1 

jene  Grösse  positiv  macht. 

III.  Endlich  wird  die  Bedingung  ausgesprochen,  dags  D P«* 

durch  Qo  theilbar,  also  — y—-  eine  ganze  Zahl  sei,  welche 
wir  mit 

(2)  (?..  =  ^^ 

vro 

bezeichnen.  Auch  hierdurch  wird  die  Allgemeinheit  der  Formel 
nicht  beeinträchtigt,  indem  man,  wenn  Qo  nicht  mD  —  Po*  ent- 
halten, vielmehr  m  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  Qo 
und  D  —  Po^y  also  Qo  =  am,  />  — Po*  =  ßm  wäre,  man  durch 
Multiplikation  des  Zählers  und  Nenners  von  K  mit  ci  den 
Ausdruck 

aQo  Qo 

erhalt,  wonn  nun  O.i  =  — jr-, —  = ^  =  -i tU 

Qo  aQo  Qo 

=  — —  =  ß  eine  ganze  Zahl  ist. 

Wollte  man  nicht  gerade  die  kleinstmöglichen  Zahlen  haben 
was  übrigens  für  die  Rechnung  das  Bequemste   ist;    so  könnte 
man ,    um  1>  —  Po*  durch  Qo  theilbar  zu   machen ,    wenn  Dies 
nicht  schon  von  vorn  herein  stattfände^  Zähler  und  Nenner  von 
K  sofort  mit  ^o  multipliziren,  wodurch  man 

f._VWß+QoPo_VD"+Po' 

Qo'  QT^      . 

erhielte. 

Der  Fall  ipo=0,  wodurch  ßi.i=0O  werden  würde,  ist 
aasgeschlossen. 

IV.  Es  wird  noch  bemerkt,  dass  der  obige  Werth  (l)v<>n 
K  die  Wurzel  a;  der  quadratischen  Gleichung 

(^,a?*  — 2PoJ?  — 0^  =  0 
darstellt,  worin  ß.i  den  Werth  (2)  besitzt. 

V.  Cm  die  nachfolgende  Entwickelung  nicht  durch  Neben- 
bemerkungen zu  sehr  zu  stören,  bemerken  wir,  dass  die  Wur- 
zelgrösse,  welche  im  Ausdrucke  K  im  Zähler  steht,  zum  Öfte- 
ren in  den  Nenner  tretenr  wird.     Um  einen  solchen  Ausdrack 
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auf  die  Form  yoq  K  zu  bringen,  niiiss  der  Nenner  rational 
gemacht  werden.     Dies  geschieht  allgemein  nach  der  Formel 

,der-i^M±^ 

VI.   Es  sei  a^  die  grösste  unterhalb  D  liegende  Qnadratzahl, 
wobei  a  nur  als  positiv  gedacht  wird,  also 

worin  b  nicht  =0  sein  kann,  sondern  posiliv>0  und<;2fl-}"^ 
ist,  indem  {a'\-iy  =  a^-\-2a-^i  sein  würde.     Hiernach  ist 

(5)  VD=  K^^  +  6  >  ö,  aber  <  a+  l 

Es    wird    mehrfach    darauf    ankommen,    die    grösstea 

Vd+p 

in  einem  Ausdrucke  von  der  Form  -r- —  enthaltenen  Gan- 
zen oder  den  grössten  Subquotienten  dieses  Ausdrucks 
zu  bestimmen.  Zu  diesem  Ende  beachte  man,  dass  wenn  Q 
positiv  ist,  gleichviel  welches  Zeichen  P  hat,  . 

(6)  ^    ^""^^  abcr<    ^^^ 

dass  also,  da  a-f-^  eine  ganze  Zahl  ist,  die  gröfsten  Ganzen 

Vd+p 

der  irrationalen  Grösse  j^ —  gleich    den    grössten    Ganzen 

der  rationalen  Grösse     ^     sind. 

Denn  wenn  m  die  grössten  Ganzen  von  — ^~ — ,  also  a-{-P 

=  mQ-\-R  ist,  worin  R  positiv  und  nicht  grösser  als  ^«--1  stin 
kann;  so  ist  a-\-\-\-P=mQ'\-R-\-\  höchstens  =(m-f-l)P» 

also  — —TT^ —  höchstens    =  m-}-i.      Da    aber   ~ — 

<^ — ""^a  —  '*^'  ^^  können  die  darin  enthaltenen  grössten  Gai>- 

zen  nur  =  wi  sein. 

Wäre  dagegen  Q  negativ;  so  hätte  man,  gleichviel  oh  P 
positiv  oder  negativ  ist, 

9  <^        ,aber<~^     ^ 

die  gesuchten  grössten  Ganzen  sind  aJso  dann  die  in  dem  Broi^bß 

a4-l4-p 

— ^r-' —  enthaltenen. 

Scheftler'i  nnbetUmmtfl  AsAlytik.  ^ 
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Bei  den  letzteren  Bestimmungen  des  grössten  Snbquotienten 

hat  man  genaa  anf  das  Zeichen  desselben   zu   achten   (§.  10 

M  19 

und  18).     Wenn  also  der  Bruch  -j^  positiv,  z.  B*  =  — ;  so  ist 

der  grösste  Subquotient  3  auch  der  numerisch  grösste  Snb- 
quotient^  welcher,  wenn  es  sich  um  einen  echten  Bruch  han- 
delt, =  0  wird.     Ist  dagegen  der  Bruch  -^    negativ,    z.  B. 

19 
= --;  so  ist  der  grösste  Subquotient  stets  negativ  und  •<  0, 

0 

hier  ==  —  4,  und  seinem  numerischen  Werthe  nach  um  Eine 
Einheit  grösser,  als  der  numerisch  grösste  Subquotient,  inso- 

fern  nicht  schon  ^  genau  eine   ganze  Zahl    darstellt,    welche 

dann  der  gesuchte  grösste  Subquotient  selbst  ist. 

1^27-4-6 
So  hat  man  z.  B.  {\jlvK=^ — --^— ,   worin  />  =  5« -f  2 


a  +  f^5-f-6^11 


3 


ist,      '      =  — ^—  =  y ,  also  m  =  3. 

Für  K=^  +  ',  °-+i+f=°+'+^="   ..=  -4. 

Für  K=-—-—,  ^— =       _2       =J'  «=3. 

Für  Jir= ~ ,  __  =  ___  =  __,  m  =  _4. 

¥üT  K^        _L_,  __«=_J -,  «_0. 

Für  y_>^  +  0    «+t+f_  5+1+0^        ^    m-       I 
Für  JiT--— j-,         ^ __=.__   «,__i. 

,  VII.     Indem  vir  nun  auf  die  Entwickeluog  der  Grösse  (1) 
in  einen  Kettenbruch  näher  eingehen,  setzen  wir,  wenn  Oo  der 

grösste  Subquotient  von  — Z^      ist, 

(8)  Ä=^.=  ____  =  ö.+_ 

Jenacbdem  JT  positiv  und  ]>  1,  oder  positiv  und  <[  1,  oder 
negativ  ist,  wird  ao  resp.  positiv,  oder  null,  oder  negativ  sein. 
Allein  Xi  und  alle  ferner  mit  Xn  zu  bezeichnenden  Grössen 
können  nur  positiv  und  ^1  werden,  und  alle  ferner  mit  a^ 
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zu   bezeichüenden  Quotienten   können   nur  positiv   und  ]>  0 
"vterden,  wovon  man  sich  durch  das  Nachfolgende  überzeugen  wird. 
Lös't  man  Gl.  (8)  für  xt  auf;  so  kommt  unter  Berücksich* 
tigung  der  in  Gl.  (3)  angemerkten  Transformation 

^*  ~  K^- ao (?o +/o          D^iaoQo-PoY 
^        fD  +  aoQo  —  Po 

J)  p  9 

Da  nach  Gl.  (2)    — ^r— ^  =  Q_i  eine  ganze  Zahl  ist;  so  ist 

auch  der  Nenner  des  vorstehenden  Werthes  von  Xi  eine  ganze 
Zahl.     Wir  können  also  setzen 

(10)  Pi  =  aoOo-Po     • 

(11)  <?i==^^^=^-i+2floFo-ao«(? 

Vda-Pi 

VIII."   Ist  nun  «1   der  grösste  Subquotient   von  ~ ; 

vrt 
so  setzen  wir 

Hieraus  folgt  durch  Auflösung,  wiej^othin 

VI 

oder  da  nach  Gl.  (11)    — ^j — -  =  Qo  eine  ganze  Zahl  ist, 

(12)    "-— po+2T./>>^./g; = — ^r-'  ^^"" 

(13)  P,  =  aiQi--Pi 

(14)  ft  =  ^— =(?o  +  2inft-flt»ßt 

VI 

IX.     Ist  ferner  at  der  grösste  Subquotient  von  Z^    '; 

so  hat  man  in  derselben^  Weise 

yp+p.      ,  1  ■ 

jpjcrr- -J p-ssraj-j alSO 

9* 


(IS) 
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_      _      t>« g,(K^-f  «.g,  — ft) 

'"  ~~  Yd— «* c,  -f  f»  ~    D— (a,  Q^ — p,y 

V» 

J) p  i 

oder  da  nach  Gl.  (14)   — 7r^=  ^*  *■"*  ganze  Zahl  ist, 

(Id)      -r^  =  7r~rV~p — :ri7r=' — n »  wona 

C^i-|-2fl±/^»  — ff*  (r*  v« 

(II)  ft=^^^*=(?.+2«.F,-«,*e. 

V* 

X.  Wenn  allgemein  a.  der  grössle  Sabquotient  von 
-1 — -r-i ist;  so  hat  man 

ar.= j^y =11,+— -also 

(19)  '  F.+i  =  «.e.  — P. 

(20)  (?.+i  =  ^^—  =  P-«  +  2  «.i".  -  «.'  <?. 

XI,  Diese  Entwicfcelong ,  welche  ohne  Ende  sein  wird, 
kann  man  beliebig  weit  fortsetzen.  Die  Grössen  Oo,  ai,  o«  .  .  . 
sind  offenbar  die  Quotienten  des  gesuchten  unendlichen  Ketten- 
bmchs,  weldier  =  K  ist.     Man  hat  also 

(21)  K=  [flo,    «1,    Ä«r    ÖS    •    .    .] 

worin  ao  positiv  ]>  0,  oder  =  0  oder  negativ  <[  0  ist,  jenach- 
dem  K  positiv  >  1  oder  positiv  >  0  aber  <^  1 ,  oder  negativ 
ist,  während  alle  übrigen  Quotienten  at,  Ot  —  nur  positiv  }>  0 
sein  können. 

Wenn  man  irgend  Eine  der  mit  x  bezeichneten   irrationa- 
len Grössen,  z.  B.  ar«+i  wie  den*  letzten  Quotienten  eines  end- 
lichen Keltenbruchs  betrachtet,  so  hat  man  genau 
(22)  K  =s:  [flo,  fli,  •»  .  .  .  ÖD,  ar.+i] 

Es  ist  klar,    dass  wenn  sich  für  irgend  einen  Zeiger  «in 

VDA-P 
der  Grösse  x^  —  ■      ^         g»«*  genau  die  Grösse  mit   einem 
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früheren  Zeiger  m,  also  ocm  = W^'^    wiederholt,    sodass 

Pn  =  Pmi  Qn  =  Qm  ist,  sich  Überhaupt  in  den  Grössen  von  den 
Zeigern  n,  n-f-1,  «-f-2...  die  früheren  Grössen  von  de|i 
Zeigern  m,  m-|-l>  m-|-2...,  dass  sich  also  auch  in  den 
Quotienten  a„  an+t,  ^n-i-s .  •  .  die  Quotienten  Onj  ^m+i»  ^m+s  •  •  • 
wiederholen  werden,  sodass  dann  der  fragliche  Kettenbruch 
periodisch   sein  wird« 

Es  muss  ausdrücklich  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
dass  der  Gesammtwerth  des  durch  vorstehende  Entwickelung 
zum  Vorschein  kommenden  unendlichen  Kettenhruefas  [ao,  ai, 
02 . . .]    kein    anderer    sein    kann,    als    der  Werlh  der  Grösse 

K= r*      ^,  sodass  eine  Reduktion  des  ersteren   genau   die 

letztere  Grösse  wiedererzeugen  muss.  Diese  Tbatsache  gründet 
sich  aber  darauf,  dass  wenn  man  jenen  Kettenbruch  bis  zu 
irgend  einem  Quotienten  an  nimmt,  man  gegen  den  wahren 
Werth  von  K  nur  einen  Fehler  begeht,  der  ddrin  besteht,  dass 

statt  des  letzten  Gliedes  ar.  =  «n  H der  Quotient  an,   also 

eine  Grösse  genommen  ist,  welche  um  keine  volle  positive 
Einheit  kleiner  ist,  als  a;^  Demnach  müssen  sich  die  sukzes- 
siven Näherungswerthe  des  fraglichen  Kettenbruches  bis  zu 
jedem  Grade  der  Genauigkeit  dem  Werthe  von  JT nähern, 
d.  h.  der  Gesammtwerth  des  Kettenbracbs  muss  genau  =  ÜTsein. 


§.  60.    BeUpiele. 

Zur  Erläuterung  der  im  vorigen  Paragraphen  beschriebenen 
Rechnung  mögen  folgende  Beispiele  dienen.  Wir  schicken  den- 
selben die  Bemerkung  voraus,,  dass  es  zweckmässig  ist,  um  die 
Entwickelung  auf  einen  einfachen  Mechanismus  zurückzuführen, 

i/ßJLp 

den  Übergang  von  dem  Gliede  — j^ — -  z\x  dem  nächstfolgen- 

den  Gliede  ^^^^°^*  nach  den  beiden  Formeln  (1 9)  upd  (20) 

Vn+l 

des  vorhergebenden  Paragraphen  zu  bilden,  also,  nachdem  man 

aus  dem  ersten  Gliede  den  Quotienten  an  bestimmt  hat,  sofort 

den  Werth  von  anQn-^Pn  zu  berechnen  und  als  Pa+i   zu   no- 

2) Po-' 

tiren ,  hiee»uf  den  Werth  von tt        ^^  berechnen  und  für 

•  v» 

^n+i  zu  nehmen« 


n 

Po 

(?o' 

du 

-l 

-10 

0 

9 

7 

1 

1 

-2 

1 

1 

2 

3 

2 

3 

3 

3 

1 

6 

4 

3 

2 

3 

5 

3 

1 

6 
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Beispiel  1.     jr=        S^^ ,  2>=ll  =  3»  +  2,  «=3, 
11  o« 

r    _/TT-2_,     ,      1 

^* 2 ^  +  ^  f 

iT*  = =  Xi 

vTr-4-9 

K=  ^    y      =[1,  1,  3^,  3J  . . .] 
Beispiel  2.     jr=m:i=  !2^,  Z>=18  =  4.+2, 

/T8+I5       „   ,     1 
^"•  = 9 =  '^  +  ^  «       ^«       ^.     «. 


_£l8-t-3  t 


-1  -23 

0 


1 


/18  +  4        ^    ,    1 


3 
4 
5 


T^T8  +  4        ^  .    1 
a?8  = r  —  =  ö-i 

l/"l8  +  4 

^4  =  2 ==  ^* 

^=  -^r^  =  [2,  7,  4,  8,  4,  8  .  .  .] 


15 

9 

2 

3 

1 

7 

4 

2 

4 

4 

1 

8 

4 

2 

4 

4 

1 

8 

N /  N / 


Beispiels.    Jir  =  IiL_J,  D=  37  =  6' +  1,  «  =  1, 
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Xo  = 


VS7  —  4 


Xi  = 


_-K37  +  4 


x%=^ 


Xs  == 


_  VVr4-3 

4 


Xk 

K 


^V37  +  4 
~        7 

VTf—  4 


=  0  +  1 

=  1  +  1- 

Xi 

=j+i 

=  3+1 

'    Xk 


=  Xi 


n 
-l 

0 

1 

2 
3 

f'  4 
5 

^6 


-4 

4 
3 
5 
4 
3 
5 


Qn 

1 

3 
7 
4 
3 
7 
4 
'3 


a. 


0 

I 

2 
3 
1 

3 


=  [0,  1,2,3,  t,  2,  3...] 


Beispiel  4.  iir=: 


5  —  »^       VT— 5       fT— 10 


2)  = 


8  =  2*  +  4,  a  = 
T^r— 10 


2,  (?.i  = 
1 


—  2 

8-~(~  10)» 


=  23. 


Xü  = 


—  4 


/8"+6 
^  7 

1^8+1 

K8-I-2 
4 


ir4  = 


1 


K8"+2 
X,  = ^ 


Xi 

=  1  +  1 

Xt 

=  3  +  1 
=  1  +  -^ 

'     X,, 

=  4+i 


=  078 


-l  23 

0-10  -4 

6  7 

1  1 

2  4 
2  1 
2  4 
2  1 


1 
i 
3 
1 
4 
1 
4 


jr= 


^2 


13» 


Beispiel  5*    K- 
an  37-0« 

Vn  +  o 

iro  = p — 

1^37  +  6 
iPi  = jj 

^37  +  6 
^.  =  — y— 


=  [1,  1,  3,  1,  4,  4,  4  . . ,]    . 

=  r37=^j±Ö,    I>=37  =  6«  +  1, 
=  37. 


=  6+1 
1 


12 


Xt 


n 

Pn 

Q. 

a» 

-1 

37 

0 

0 

1 

6 

1 

6 

1 

12 

2 

6 

1 

12 

=  Xi 
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K=  K37  =  [6,  12,  12,  12,^.] 

Beispiele.     K=^V2d=^^~tl^  j)=29  =  ^'-^4, 
a  =  5,  ß_i=j= i =  29. 


V29  +  0       V    ,     1 
_  ^29  +  5 


Xi 


Xi  = 


1 


.  =2  +  - 

V^  +  3       ,    .    1 


a?» 


ar* 


a?j 


_  1^29  +  2  _  ,    ,     1 
"~         5         — *"*~^ 
_/29-M_  _^ 

1 


n 

Pu 

(?n 

an 

-l 

29 

0 

0 

i 

5 

1 

5 

4 

2 

2 

3 

5 

1 

3 

2 

5 

1 

4 

3 

4 

2 

5 

5 

1 

10 

6 

5 

4 

2 

7 

3 

5 

1 

8 

2 

5 

1 

9 

3 

4 

2 

10 

5 

l 

10 

^d 


_  /29  +  5 

X^ -r^ =  Xx 

4 

K=  ^29==  [5,  2,  1,  1,  2,  10,  2,   1,  1,  2,  10...] 

V _:: 'S . ' 

Beispiel  7.     K=  fT^^e  +  O 


Z>  =  6  =  2*  +  2, 


Xo 


3 

K6"+0 
3 


=  0  +  1 

Xx 


^6  +  0        ,    ,     1 

= TT =  1+- 

_^  '     Xt 

_}  X) 


n 

Pu 

Pn 

«n 

-1 

2 

0 

0 

3 

0 

1 

0 

2 

1 

r  2 

2 

1 

4 

3 

1i 

2 

2 

{  4 
.  5 

2 

1 

4 

2 

2 

2 

^4 


f^6  4-2 

j-! —  =ir2 


K=yf=[0,  1,.4,  2,  2,  2...] 
Beispiels.     ül  =  — insi.^ 


ö  =  4,  ^.1 


_  18  — (— 15)<_^ 


9 


,Z>=18=^4»+2, 


.  9 


=  ^23. 
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VT8_15  „    ,    1 

ar,  == =  —  2  -^ 

VTs  — 3       .    ,    l 

_2  ~  Xi 

1  ■  ^     Xk 

vis +  4 
Xk  = ^ —  =  Xt 

«="^^  =  [-2,  1,  4,  8,    4,   8...] 


ft 

Pa 

Qn 

a. 

-1 

-23 

0 

-15 

9 

-2 

1 

-3 

1 

1 

(1 

4 

2 

4 

4 

1 

8 

(S 

4 

2 

4 

4 

1 

8 

\. 


Beispiel  9.    Ä^  = -^  Ks  —  — i^ ,  /?  =  3  =  l'+2, 

VT 4-  2             1  0  0-1-2 

xi=  —  — =j_|_  1  a       1      3 

./— .  2  12        1 

1^34-1         ,,     1  3  1           12 

Xt  = =1-^-  4  12        1 

1  X^ 

^*  "^ ' — 2 —  "^  ^' 

K=  —  /F=  [—2,  3,  1,2,  1.2..  .1 


_/\ ^ 


§    61.    JBe4rletaitfeit  ah^Uehen  den  Sr499en  Pd«  ita,  Sn  tiii«l 

I.  Zuvörderst  wollen  wir  die  aus  §.  59  leicht  sich  crg^e- 
benden  Beziebungeo  zwischea  den  Grtissea  P.,  jß«,  On  übersicht- 
lich  zusammenstellen.    Man  bat  /'o   und  Qoy    sowie   auch   die 

Grösse  p_i  i=i  — ^ — ^  als  gegeben  zu  betrachten.    Die  Grösse 

P_i  existirt  nicht.     Für  die  Grössen  mit  höhern  Zeigern  hat  man 
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(1)  P.=iU.iQ^f-P^i  (3)     Q,=^^^ 

(2)  P,^,=M.Q,-P.  (4)    fc^i  =  ^~^^'^'' 

Kes  siod  die  GmDdformeD  für  die  Grössen  P  und  Q.  Ausser- 
dem besteheo  noch  folgende  ¥on  den  Yorstehenden  abhingige 
bemerkensweitbe  Beziehungen.     ZoTörda^t  hat  man  nach  $.59 

Qi  =  Q.  4-2ä,/'i-iii»P, 


(6)  Q^i  =  Q^i'\'2auP.  -  «.•  ft 

Ans  der  Reihe  (1),  (2)  ergeben  sich  die  Gleichungen 

P»  4"  ^«  ^  ^«  Q*  *1^  *"^h  ^»  =    ^n 

P.  +  F,  =  «,p,  «,  =  Zl±Z! 


(3')         F...  +  i'.  =  «w.P.-.  «,-.  =  ^-'"*"^' 

(6-)        1». + i'.+.  =  «.(?.  a.  =  ^±5~ 

Aus  der  Reihe  (3),  (4)  ergeben  sich  die  Gleichungen 

Q.tQ,=D-P^ 


Q,    Q,=D-P,> 


(7)  Q^iQ.  =  D-P,' 

(8)  Q.Q.+,  =  D-P,+,* 

Ans  der  Reihe  (5)^  (6)  ergeboi  sieh  anler  BoücksichUgang 
der  Reihe  (1),  (2)  die  Beziehangen 

Qi  =  Q-iA-  a,  {Po  —  Py)  oder  ß.  _  ^_,  =  a,  {P,  —  /»,) 
Q*  =  Q,  +a,(P,  -P.)  Qt-Q»  =«,  (P.-P.) 


(9)  ^.    =^.-.  +  «.-.(i'w.-i'.) 

(10)  ft+i=(?^i+«.    (P.-P,+0 
oder 
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(11)  ön  -  P-i  =  a-1  (P..I  -P«) 

(12)  Qn+i-Qn-i^an{Pn-Pn+i) 

Es  ist  klar^  dass  sowol  die  Reihe  (3),  (.4},  wie  auch  die 
Reihe  (9),  (10)  als  Rekarsionsformeln  zur  Berechnung  der  Grössen 
Q  unter  gleichzeitiger  Benutzung  der  Reihe  (.1),  (2)  als  Rekur- 
sionsformeln zur  Berechnung  der  Grössen  P  verwendet  werden 
kann,  wenn  man  zu  gleicher  Zeit  die  Quotienten  an  hildet.  Was 
die  Letzteren  hetrifft;  so  hat  man  zunächst  für  die  irrationalen 
Brüche  Xn 

Vd+Po        ,1 

VD-\-Pi      ^    ,    1 


(13)  a?a  = jpJ-^  =  a„4-— - 

(1 4)  Xn-^i  = jj^ =  fln+l  + 

worin  die  Grössen  cp  vom  Zeiger  1  an,  also  a^ty  Xt,...  sämmtlich 

t      1 
positiv  und  ^  1 ,  also  — ,  —  .  ♦ .  sämmtlich  positiv  und  ]>  0,  <[  1 

sind. 

IL.  Wenn  JD  =  a*-j-6  gesetzt   wird^   sodass  a*  die  grösste 
unterhalh  J)  liegende   (^uadratzahl  ist,   so  ist   der  Quotient  o« 

auch   der  grösste  Subquotient  des   rationalen   Bruches     ^    ', 

insofern  ^n  p  P  s  i  t  i  v  ist^  dagegen  des  rationalen  Braches        fP~^f 

insofern  Qn  negativ  ist.  Man  hat  also,  wenn  man  den  Rest 
der  Division  mit  Q^  in  den  Zähler  dieses  rationalen  Bruches  mit 
Ra  und  jenen  Bruch  selbst  mit  y^  bezeichnet,  wenn  ^a  po- 
sitiv ist 

(15)      y,  =  ?L±^=ö^^^  also  (16)  fl  +  P„=fl„(?„  +  Ä„ 

und  wenn  ^n  negativ  ist, 

(17)  y,  =  ^±^tL  =  an  +  ^^a\8o(\8)a^^ 

In  beiden  Fällen  ist  der  Bruch  -^  positiv  und  <^1,  also 

Rn  in  Gl.  (15)  und  (16)  positiv  und  <  qI  aber  in  Gl.  (17)  und  (18) 
negativ  und  numerisch  <Ci^ii*  Unter  Umständen  kann  Rn=0 
sein;  sonst  hat  diese  Grösse  immer  dasselbe  Zeichen  wie  Qn. 
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Bezeichnen  wir  nun  aagenbiicklich  mit  Pn»  ^n  und  An  nur 
entschieden  positive  Grössen;  so  kann  irgend  ein  irrationaler 
Bnich  Xti,  dessen  Zeiger  n>>0  ist,  da  derselbe  durchaus  positiv 
sein  mass  (§.  59)^  nur  in  Einer  der  drei  nachstehenden  Formen 
erscheinen  . 

(20)  J;„=^^~^"       )=«-+    * 


Der  betreffende  rationale  Bruch  y^^  aus-  welchem  der  grösste 
Subquotient  a^  bestimmt  wird,  ist  dann  resp. 

IIL  Erster  Fall  (i9)/(22).  In  diesen}  Falle  erscheint 
nach  Gl.  (19)  die  auf  x^  folgende  Grösse  J7n+i  in  der  Gestalt 

^^^^  ^°+^  -    Z?  ^  (g.  gn  -  P.)^    ~  (?a+i 

Nach  Gl.  (22)  hat  man  «  +  Pn==^ön  Pn+Än  also 

(26)  p,^/=«,(?„^P.  =  a-/J. 

Da    i?n<^n;    SO    ist    «n  ßn  +  ÄnXön+l)  Ä„    alsO 

(27)  a+Pn>(«n  +  l)Än  oder  fi.<^i^ 

Ist  nun  Pn^«;  so  ist  nach  (27)  i?n<a  (oder  auch  sm«, 
was  jedoch  nur  darin  eintreten  kann,  wenn  Pn*»ö  und  ii«=3=l 
ist)  und  folglich  ist  nach  (26)  Pn-j-i  positiv  und  ^ä.  Ferner 
ist  alsdann,  weil  iPn+i  positiv  sein  muss,  nach  (25)  !pn+i  positiv. 

Ist  Pn>a,  aber  <  «n  ön',  so  ist  nach  (^6)  ebenfalls  Pn+i 
positiv  und  ^a,  und  folglich  nach  (25)  ipn+i  positiv. 

Ist  Pn']>a  und  ^«nipn;  so  leuchtet  aus  (26)  ein,  dass 
Pn  —  ein  Qn  =  Rn  —  «  positiv  (rcsp.  uuU),  also  fln^Ä  uud  dem- 
nach entschieden  QnS^a  sein  muss.  Die  Voraussetzung  ist  also 
nur  möglich,  wenn  Qn^^  ist.  Ausserdem  folgt  aus  (26),  dass 
Pn+i  negativ  (resp.  =  0)  werden  wird,  und  man  erhält,  da  a7n+i 
positiv  sein  muss^   entweder  die  Form 

iTu+i  = -^ r^,  woriQ  PnH-1  <  ö  ist, 

•   Vrn+l 
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oder  die  Form 


= jr — --y  worin  rn+i^a  ifil. 


—  Vtt+i 

In  der  letzten  Form  ist  aber  der  absolute  Werth  Pn  —  ön  Qu 

von    Pn4.i<Pn. 

IV.  Zweiter  Fall  (20),  (23).  In  diesem  Falle  muss  noth- 
wendig,  damit  Xn  positiv  sein  könne,  jPd^cz  sein.  Man  hat  dann 
j?n+i  in  der  Form 

^^^^       ^"^-''^  i>^(a■g.+7^F  ""(>»;r 

Nach  (23)  hat  man  a  — P„  =  a.O«i+*n  also 
(29)  p,^j  =  a„  (?,  +  />„  =  «  ~Ä„ 

Es  ist  also  Pn+i  positiv  und  ^a.  Ferner  ist  ^n+t,  weil 
^n+i  positiv  sein  mass,  ebenfalls  positiv. 

Es  ist  wichtig,  dass  die  letzteren  Behauptnngen  für  Pu-^i 
und  ^0^.1  auch  dann  Gültigkeit  haben,  wenn  Pn5>^»  also  x^ 
und  ttn  negativ  sein  sollten,  insofern  ^„^a  ist.  Denn  es 
ist  alsdann  Än<Cft>  folglich  auch  <[«,  mithin  Po+i  =  «  — Ä. 
positiv  und  ^a  und  demnach  ^^+1  positiv.  Dieser  Fall  kann 
sich  öbrigens  nur  für  den  Zeiger  n==0  ereignen. 

V.  Dritter  Fall  (21),  (24).  In  diesem  Falle  muss,  damit 
Xn  positiv  sein  könne,  JPn>ö  sein.  Man  hat  dann  a^n+i  in  der 
Form 

rqm  ^      _  YD^+jPn  ^  a.  Qu)  _  K/>  +  Pn^i 

-Qn 

Nach  (24)  ist  ß+l -^P^^-^äo  ßn  — An  also 

(31)  P„+l=P.-m(?„«=«+l+Äa 

Demnach  ist  Pn+i  positiv  und  >>a,  aber  gleich wol  <^Pn, 
Ausserdem  ist  Qn-^if  weil  Xn-\-i  positiv  sein,  muss,  positiv. 

VI.  Aus  dem  Vorstehenden  ergibt  sich  folgendes  Gesetz. 
Wenn  irgend  ein  P  grösser  als  a  ist;  so  muss  der  absolute 

Betrag  des  nächstfolgenden  P,  wenn  derselbe  nicht  kleiner  oder 
gleich  a  wird.,  doch  durchaus  kleiner,  als  der  Betrag  des  vor- 
hergehenden P  werden.  Unter  diesen  Umständen  können  sich 
wol  in  den  späteren  Stellen  einigemal  negative  Werthe  von  P 
und  Q  ergeben;  sobald  jedoch  an  irgend  einer  Stelle  P^g 
geworden  ist,  was  unter  jenen  Umständen  doch  endlich  einmal 
geschehen  muss;  so  bleibt  in  allen  folgenden  Stellen  sowol  P, 
als  auch  Q  positiv  und  zugleich  P^u,  mithin  wegen  Gl.  (22) 
ß^a-j-P  mki  noch  weit  mehr  Q^Za. 

Nachdem  dieser  letztere  Znstand  erreicht  ist,  was  in  einigen 
der  vorhin  erörterten  Fälle  schon  von  vora  herein  geschiebt, 
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und  in  den  übrigen  endlich  einmal  geschehen  wird,  müssen  sich 
an  irgend  einer  späteren  Stelle  zwei  zasammengehörige  WeFthe 
von  P  nnd  Q  wiederholen.  Es  kann  sich  jedoch  von  dort 
an  niemals  ein  früherer  negativer  Werth  von  P  oder  Q,  aach^ 
kein  positiver  Werth  von  P,  welcher  grösser  alsa  wäre,  wie- 
derholen. 

Hieraus  folgt,  dass  von  einer  gewissen  Stelle  an 
die  Grössen  P  und  Q  Perioden  bilden  werden^in  de- 
nen nur  positive  Werthe,  nnd  zwar  für  P^a  und 
für  Q^2a  erscheinen  können.  Ferner  ergibt  sich 
hieraus^  dass  auch  die  Quotienten  a^  des  Kettenbra- 
ches ifvon  derselben  Stelle  an  gleich  lange  Perioden 
bilden  werden,  in  denen  nur  positive  Zahlen  auftre- 
ten können^  welche  nicht  kleiner  als  i  und  nach  Gl. 
(22)  nicht  grösser  als  2a.  sind. 

VII.  Endlich  ist  wegen  der  Beziehung  ^n^i  Q»=D  —  i*«* 
klar,  dass  wenn  Puj  Qn,  ü^  die  ersten  Grössen  sind, 
welche  sich  für  einen  späteren  Zeiger  wiederholeD, 
auch  die  Grösse  ^„.i  vom  nächstvorhergehenden  Zei- 
ger sich  wiederholen  muss,  sodass,  wenn  man  die 
Reihen  der  Grössen  Pn»  Qnj  On  abgesondert  von  einan- 
der betrachtet,  die  Periode  der  Q  um  Einen  Zeiger 
früher  beginnt,  als  die  Periode  der  P  und  die  der 
Quotienten. 

Demnach  kann  man  die  Gesammlperiode  der  drei  Grös-^ 
sen  Pn,  Qn,  ^n  von  den  Einzelperioden  dieser  Grössen  un- 
terscheiden. 


$.  62.    Anfang  der  M^erUäe. 

I.  Für  die  Untersuchungen  über  die  Periodizität  der  Grössen 
Pii9  Qny  On  siud  HOch  folgcude  Beziehungen  von  Wichtigkeit. 

VDA-P 
Wenn  für  den  Zeiger  n  in  dem  Ausdrucke  a?n=  — ^    ° 

die  Grössen  P^  und  Q^,  positiv  sind  und  folgenden  drei  Be- 
dingungen 

(1)  ßo^ö  +  i'n  oder       Q.<  VIB+P^  oder  x^>A 

(2)  Pn-^a  «  P.<VD 

entsprechen;  so  erfüllen  auch  alle  Grössen  von  den  späteren 
Zeigern  n-)-l,  w  +  2...  dieselben  Bedingungen.  Für  die  Be- 
dingungen (1)  und  (2)  ist  Dies  schon  im  vorhergehenden  Para- 
graphen nachgewiesen,  und  es  muss  bemerkt  werden,  dass  wenn 
^n  positiv  ist,  die  Bedingung  (t)  für  jeden  Zeiger  w,  welcher 
5>0  ist,  erfüllt  sein  wird. 
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Was  die  Bedingung  (3)  betrifft;  go  lehrt  die  bekannte  Be- 
ziehung Pb+1  =  a»  Pb  —  Pb,  woraus  A  4^  Pn+t  =  fln  Qn  folgt,  dass 

2J  /*  4.  • 

ist.     Da  nun  ^«4.1= Tf"       *«M  »o  tat  man 

^n+l  +  Ön-l-l  =  Pu+l  H p   '"^^    ^  P%+i  +  p  -1-/^' 

oder  wenn  man  Z>  =  a'  -{-  6  setzt,  nach  gehöriger  Transformation 

in  TT"  i"+4 

Da  a  —  Pb  und  a  —  Pb+i  positiv  und  mindestens  =  0  sind, 
b  aber  nicht  kleiner  als  1  sein  kann;  $0  folgt 

PB+i  +  (?«+i^«+l  oder  >/^ 
was  zu  beweisen  war. 

Um  zu  diesem  Schlüsse  zu  gelangen,  bedurfte  es  nur  der 
]Sxistenz  der  beiden  Bedingungen  (1)  und  (2).  Diese  beidep, 
weldie  nach  §.61  endlich  einmal  eintreten  müssen,  ziehen  also 
die  dritte  Bedingung  (3)  als  eine  nothwendige  Konsequenz  für 
alle  späteren  Zeiger  nach  sich. 

Man  kann  demnach  auch  sagen,  wenn  die  beiden  Bedin- 
gungen (1)  und  (2)  für  den  Zeiger  n  bestehen;  so  gelten  die 
drei  Bedingungen  (1)^  (2),  (3)  für  den  Zeiger  n-|~l  und  für 
alle  späteren. 

Wir  notiren  hier  auch  noch  die  aus  --jr — ^<[«b-}-1  sich 

ergebende  Beziehung  a  +  -Pn<Cönßn  + ßn  oder 

Pa  +  ÄB  Qu  —  Pn^a  oder  ^ä  +  lj>^d.  i. 

(5)  ßa-fPn+i>a  +  l  oder  >VD 

IL  Was  nun  den  Anfang  der  Periode  betrifiTt;  so  folgt 
aus  dem  Vorstehenden,  dass  es  einen  in  den  Perioden  liegenden 
Zeiger  m  geben  muss,  für  welchen  sich  in  dem  späteren  Zeiger 
H  die  Grössen  P»,  (^n,  am  dergestalt  wiederholen^  dass  nun  auch 
aile  folgenden  Grössen  von  den  Zeigern  m-j^l,  i?i*}-2...  mit 
denen  von  den  Zeigern  n-j-l»  n-|-2...  übereinstimmen,  wah- 
rend für  alle  diese  Grössen  die  drei  Bedingungen  (i),  (2),  (3) 
erfüllt  sind.  Hieraus  erhellet,  dass  für  alle  in  den  Perioden 
liegenden  Grössen  jene  drei  Bedingungen  erfüllt  sein  müssen. 
Aueh  muss  Qm-i  =^  ^a.i  sein. 

Gehen  wir  nun  rückwärts  >  um  die  Grössen  Pm^i,  ^».1  mit 
Pn-u  An-i  zu  vergleichen;  so  erhalten  wir  durch  Subtraktion  der 
bekaOQten  Beziehungen 

Pm  =  ^'m-l  (rm-l  —  -«m-l 
^B  *=  ön-1  Vn-1  —  ili-1 
Pm  —  i'n  =  ö«-l  lPm-1 ^n-l  Qn^V  —  Pm-1  +  Pn^i 
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oder  da  Pm^Pm.  QmJi=Q^i  i»l. 

Wenn  nan  Qn^i  posiliv,  also  auch^  insofern  n — 1}>0,  die 
Bedingang  (1)  erfüllt  ist^  so  ist  klar,  dass  jenachdem  Pm-t  !>, 
<;,  =  P».i  ist,  auch  fl«_i>,  <!,=«»-i  sein  mass.  Wäre  aber 
Pm^i7>Pn^i9  also  auch  ii«_i>ö»-i;  so  hätte  man 

F„-i  ==  Pb-1  +  («--1  —  a.-i)  A-i  ^  P^i  +  ^-1 
also,  da  Pn-i  und  ^««1  in  der  Periode  liegen,  nach  (5)  entschieden 

Pm-i  >  a 

Ist  non  aber  für  den  Zeiger  m — i  die  Bedingang  (2)  er- 
fallt; so  ist  das  vorstehende  Resultat  unmöglich. 

Wäre  dagegen  Fn._i<Pn-i,  also  auch  «n»-i<a«_t;  so  er- 
gibt eine  ümkehrung  der  Gl.  (6),  wenn  man  auch  Qm^i  für 
Qn^t  schreibt, 

Ist  nun  aber  für  den  Zeiger  m-^i  die  Bedfagang  (3)  er- 
ruHt,  also  P«_iH-pm-i>«;  so  ist  das  vorstehende  BesuUai  un- 
möglich, weil  das  in  der  Periode  liegende  Pn.i<«  sein  «ras«. 

Wenn  also  die  drei  Bedingungen  (1),  (2),  (3)  aach  fiir  den 
Zeiger  m—  1  gelten;  so  kann  P«>i  weder  >,  noefa  <P,.i  sein, 
muss  vielmehr  ==  Pn-i  sein.  Demnach  raoss  auch  M^^t  ==  a«_, 
sein,  und  man  sieht,  dass  für  diese  Voraussetzung  /V-i,  öm-i,  a^^t 
yesp.  «/"n-i,  ön-i,  «0-1,  also  auch  ß«-8  =  ß„.»  ist 

Aus  Vorstehendem  folgt,  dass  sich  alle  diejenigen  Grössen 
von  den  unterhalb  m  liegenden  Zeigern  m  —  1 ,  m  —  2  . . .  wie- 
derholt haben  müssen,  fiir  welche  die  Bedingungen  (1),  (2),  (3) 
erfüllt  sind. 

Da  nun  nachgewiesen  ist^  dass  die  Erfüllung  der  Bedingungen 
(1),  (2),  (3)  fär  irgend  einen  Zeiger  ihren  Fortbestand  für  alle  folgen- 
den Zeiger  nach  sich  zieht,  ferner,  dass  alle,  in  den  Perioden  lie- 
genden Grössen  den  eben  genannten  Bedfi^nngen  entsprechen 
müssen,  endlich,  dass  die  Perioden  rückwärts  sich  soweit  fori*» 
setzen  müssen,  als  jene  Bedingungen  erfüllt  sind^  so  leuchtet 
ein,  dass  diese  Bedingungen  für  die  in  der  Gesammt- 
Periode  liegenden  Grössen  ausschliesslich  charak- 
teristisch sind,  und  dass  die  erste  Periode  mit  dem  niedrigsten 
Zeiger  beginnt,  für  welchen  jene  Bedingungen  sich  verwirklichen. 

Man  kann  auch  sagen,  dass  die  beiden  Bedingungen  (ij 
und  (2)  charakteristisch  sind  für  ein  Glied,  auf  welehes  notk-* 
wendig  ein  zur  Periode  gehöriges  Glied  folgen  muss. 

111.    Anfang   der   Periode   für  spezielle   Fälle.  — 

Wenn  in  dem   gegebenen   Ausdrucke  K^^     +    Q.       p^^^o 
und  Qo  positiv  ist,  also  für  Ausdrücke  wie  Y^B  und  ^-— ,  kön- 
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nen  die  beiden   Bedingungen  (1)  und  (3)  für  den  Zeiger  n=0 

nicht  gleichzeitig  errullt  sein,  inJem  man  hiernach  ^o<  V^ 

und  ßo>  /Z>  haben  müsste,  was  unmögiich  ist. 

Die  Periode  kann  also  in  diesen  Fällen  niemals  mit  dem 
Zeiger  0  beginnen. 

Es  wird  aber  für  den  nächstfolgenden  Zeiger  1  jedenfalls 
die  Bedingung  (1),  nämlich  ß,<  V^+A,  sowie  aoch  die  Be- 
dingung (2),  nämlich  Pi  <  K^erföHl  sein  (§.  61).  Was  die 
Bedingung  (3)  oder  Pi  +  ^t  >  //>  betrifft ;  so  bat  man  Pi  =  Co  Qo, 

Qi  = Q f  nnd  die  fragliche  Bedingung  verlangt 

ÖO  Voi "^T — ^~>  YD 

oder  nach  gehöriger  Reduktion 

-^(^-^-lj>ao(ao~l)  oder 

ir(jsr^t)>«o(flo-i) 

Diese  Bedingung  ist  erfüllt,  wenn  K=-jr-  ein  unechter 

Bruch,  also  «o^l  ist.     Unter  solchen  Umständen  beginnt  also 
die  Periode  mit  dem  Zeiger  1.    Z.B. 

^==-^-=[1,  1,  1,  1-,  2,  1,  1,  1,2,....] 


-^  ^.. 


Yd 

Jene  Bedingung  ist  jedoch  nicht  erfüllt,  wenn  ^[=-77- 
ein  echter  Bruch,  alscf  «0  =  0  ist^  indem  man  alsdann 
Pi'\-Qi=-rr<^yD  hat,  indem  aus  7^— <C1  nothw.cndig 

— 7^^ =7r\  '^^  folgt.    Unter  solchen  Umständen  ist  übri- 

gens  Xi  = rrJ = ~! —  =  ^  = .-  >  1.  Es  m»ss  also 

VI  v_         y  D     ^ 

nach  dem  vorhergehenden  Satze  die  Periode  der  Grössen  x 
mit  dem  zweiten  Zeiger,  also  die  Periode  vonir.rait  dem  dritten 
Zeiger,  d.  h.  mit  dem  Zeiger  2  beginnen.    Z.  B. 

if=-|^  =  [0,  1,  1,  1,1,2,  1,  1,  1,2...] 
Die  in  Rede  stehenden  drei  Bedingungen  können  scfaoa  für 

Schetner'fl  unbestimmte  Analytik.  1  0 
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Yp  I  p 
den  Zeiger  0  in  dem  gegebenen  Werlhe  üf= n~  erfüllt 

sein,  in  welchem  Falle  jedoch,  wie  gezeigt  ist,  Po  nicht  =0 
sein  kann.  Unter  solchen  Umständen  beginnt  die  Periode  mit 
dem  Zeiger  0.    Z.  B. 

Ar=        „+^  =  [4,  8,  4,  8,  4,  8,  . . .] 


2 


^^ 


§.  63.    9ehhi99  der  IPeri^de. 

I.  Wenn  m  der  Zeiger  unmittelbar  vor  der  ersten  Periode, 
m-f-l  der  erste  Zeiger  und  n  der  letzte  Zeiger  in  dieser 
Periode  ist,  sodass  alle  Grössen  von  den  Zeigern  m-f-l,  m'\-2... 
resp,  mit  denen  von  den  Zeigern  n-j-l»  n+2...  übereinstim- 
men; so  hat  man  immer  auch  für  das  letzte  Q  in  der  Periode 

(1)  .        (?n  =  (?« 

Was  den  Werth  des  letzten  Pin  der  Periode  betrifft;  so  ist 

/>„+ß„  =  jP„+ß„>a  also 

(2)  Pii]>ö  — ßm.    Ausserdem  ist  aber  auch 

(3)  Pn^fl 

Um  für  den  letzten  Quotienten  Oq  In  der  Periode  eine  Be- 
ziehung zu  erhalten,  beachten  wir,  dass  nach  §.61  Gl.  (16) 
^  =  ^m  Qm  —  Pm  +  Am  ist  Hicrdurch  werden  die  vorstehenden 
beiden  Ungleichheiten  resp. 

Ptt  ^  öm  ^m  —  Pm  -f-  Am  —  ^m 
Pn  ^  öm   Qm  —  Pm'T'  -^m 

Nun  ist  aber,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  Gl.  (6) 

Pn  =  Pm  +  (ön  —  «m)  Qm  =  öo   Qm  —  {Om  Qm  —  Pm) 

Substituirt  man  diesen  Werth  für  P^  in  die  vorstehenden 
beiden  Ungleichheiten;   so  kommt 

«n  Qm  —  (am  Qm  -  P»)  >  Am  Öm  — Pm  +  fi«  -  Qm 

'^Om  Qm  •—  Pm'T  Rm 

Hieraus  folgt 
(4)  a,>2flm-^  +  ^-l 

Zwischen  diesen  beiden  Gränzen,  deren  Differenz  <^1  ist, 

liegt  nur  eine  einzige  ganze  Zahl,  welche  =  a,  ist. 

2P 
Wenn  2Pni  ein  genaues  Vielfaches  von  ißn,  also  -77^  eine 

ganze  Zahl  c  ist;   so  kann  offenbar  nur 

2P 
(6)  a„  =  2aB, 7j-^  =  2am 


'm 


sein.    Biesen  Ajisdruck  kann  man  auch^  da  am  ißm  —  Pm  =  Pm+i 
ist,  in  die  Form 
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(7)  fl. = 


2/m+i 


briogeDy  woraus  folgt,  dass  wenn  -^  eine  ganze  Zahl  ist,  aach 

2  P 

— Y^    ■  eine  solche  sein  wird. 

II.  Schlass  der  Periode  für  spezielle  Fälle.  Für 
die  ersten   beiden   im   vorhergehenden  Paragraphen  erwähnten 

speziellen  Fälle  /r==  VD  und  if  =  1^  >  1    beginnt   die  >Pe- 

riode   mit  dem  Zeiger  m--\-i==^i.    Man  hat  also  m=Oy   und 

2P        2    0 
da  P„  ==  Po  =  0,  folglich  -jr^  =  -^  =  c  =  0  ist;    so  schliesst 

die  Penode  der  Quotienten  mit  <iB  =  2tfa  =  2ao. 

Vd 

^  Für  den  dritten  dort  erwähnten  speziellen  Fall  K^-^rr-  •<  l 

beginnt  die  Periode  mit  dem  Zeiger  m-^l  =2.    Man  hat  also 

2P 

«1  =  1,  und  da  Pm  =  Pi  =  0,  folglich  ebenfalls  -Tr-^=0  ist;  so 

vrm 

schliesst  die  Periode  der  Quotienten  mit  an=^2an  =  2ai. 

In  allen  Fällen  also^  wo  Po  =  0  ist,  besitzt  der  letzte  Quo- 
tient der  Periode  den  doppelten  Werth  des  der  ersten  Periode 
vorhergehenden  Quotienten. 

Bei  der  Entwickelung  einer  reinen  Quadratwurzel  K=^  YD 
geht  mithin  der  ersten  Periode  der  Quotient  üq  voran,  welcher 

gleich  den  grössten  in  V^  enthaltenen  Ganzen,  d.  i.  =a  ist, 
und  jede  Periode  schliesst  mit  dem  Doppelten  dieser  Zahl,  also 
mit  2  a. 

§.  64.    HywmMstrie  üer  JFeriQde» 

I.    Wenn  nach  der  Bezeichnung  des  vorhergehenden  Para- 

2P 
graphen  yr^  eine  ganze  Zahl  c  ist;  so  besteht  unter  den  in  der 

Periode  liegenden  Grössen  ein  bemerkenswerthes  Gesetz.  Man 
hat  nämlich  zuvörderst  nach  §.  63  Gl.  (7) 

ön    Qm  =  2  /\n+l 

und  da  nach  jenem  Paragraphen  auch 

Pn  =  An    Qva (öm  ^m  —  Pm)  =  Ou  Qm  —  Pm+i 

ist;  so  hat  man 

d.  h.  unter  solchen  Umständen  ist  das  letzte  P  der  Periode 
gleich  dem  ersten  der  Periode. 

Hiernach  folgt  sofort  aus  der  GL  (10)  des  §.61 

(2)  ^«i-l  =  öu+l  =  ^«4-l 

10* 


^ 


D  -  Pn+,« 
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Subtrahirt  man  den  Werth  für  Pn  von  dem  für  Pb+j  aus 
der  Reihe  (t),  (2)  des  §.  61;  so  kommt  unter  BerUcksichtigang, 
dass  /'n  =  K+i  und  ip„_i  =  ß„_,.i  ist, 

Pn+2  —  Pn-1  ==  («n+l Ön-l)    ^n-l 

Wäre  nun  Pn+j  >  Pn-i  und  mithin  gleichzeitig  ön+i  >  ««-i ; 
so  hätte  man  wegen  §.  &2,  (3)        ' 

P.+.  =  P„_i  +  (a,+i  -  ön-i)  Qr^i  ^  P«-i  4-  Go-1  >a 
was  wegen  §.  62,  (2)  unmöglich  ist. 

Wäre  aber  Pn+s<C^n-i»  ^^^^  ^^"^"^  öo+i<!öa_i;  so  hätte 
ma«   dnrch   Umkehrung    der   Gleichung    und   Substitution    von 

ßn+l    für    Qn-i 

Pn-l  =  Pn+S  -|-  («n-l  —  «n+l)    ^n+l 

Substitnirt  man  auf  der  rechten  Seite   jPn+i=      ß 
vorstehende  Gleichung  in  folgende  Form  bringen 

ö                 I    [(Ob-I — fln+l)  (g+^n-n)—  gn+t]  (« — f  B+»)H-(^n-l  —  tfn+l) t 
i^Q-1 öi TT- 

Da  ön-i  +  ^'n+i^*  ""^  ^^^^  S-  ^^'  (^)  «+^n+«^^n+«  ist; 
so  würde  entschieden  Pn-i>«  sein,  was  nach  §.  62,  (2)  un- 
möglich ist. 

Demnach  kann  nur  sein 

(3)  fln-l  =  ön+1  =  «m+l    Uttd 

(4)  Pn-l  =  Pn-l-8  =  Pm+2 

Um  jetzt  weiter  zu  schliessen,  subtrahirt  man  immer  zuerst 
diejenigen  beiden  Gleichungen  aus  der  Reihe  (7),  (8)  des  §.61, 
in  welchen  die  beiden  zuletzt  als  gleich  gefundenen  Werthe  von 
P,  d.  i.  jetzt  Pn-i  und  Pn+t  vorkommen,  indem  man  dabei  die 
Gleichung  der  zuletzt  als  gleich  gefundenen  Werthe  von  Q,  d.  i. 
jetzt  Qn-.i  =  Qn+i  bei^cksichtigt.  Dies  gibt  zunächst 
(5)  (?„.,=  (?„^.,  =  (?.+.  ^ 

Hierauf  subtrahirt  man  diejenigen  beiden  Gleichungen  aus 
der  Reihe  (1),  (2)  des  §.  61,  in  deren  erster  auf  der  linken 
Seite  das  niedrigere  der  beiden  zuletzt  als  gleich  befundenen  P, 
also  jetzt  Pn-i  vorkommt,  während  in  der  zweiten  auf  der  rech- 
ten Seile  das  höhere  jener  beiden  P,  also  jetzt  Pn+a  vorkommt, 
indem  man  dabei  die  Gleichheit  aller  bis  dahin  als  gleich  be- 
fundenen Q  berücksichtigt.  Dies  gibt  nach  einem  dem  vorste- 
henden ganz  ähnlichen  Schlussverfahren  zunächst 

V  )  Pn-2  =  Pii+8  =  Pm+S 

2P 
Aus  Vorstehendem  folgt,  dass  wenn  -—^  =  c  eine  ganze 

Zahl  ist,   die  Periode,  welche  sich  für  alle  in  Rede  stehenden 


S*  64.    Symmetrie  der  Periode.  149 

Grö$sen  vom  Zeiger  m-j-l  bis  zum  Zeiger  n  erslreckt,  für  die 
Grössen  P  zwischen  den  Gliedern  Pm+i  und  Pn,  für  die  Grössen 
Q  zwischen  den  Gliedern  Q^-^i  und  ^„.i  und  für  die  Quotienten 
zwischen  den  Gliedern  a„,-\-i  und  On^i  von  beiden  Enden  her 
gleiche  Werthe  enthält,  während  man  für  das  letzte  ausser- 
halb dieser  symmetrischen  Reihenfolge  liegende  Glied  der  Grös- 
sen Q  Qu^=Qm  und  der  Quotienten  an=2öm— c  hat»  Eine  Pe- 
riode von  dieser  Art  wird  symmetrisch  genannt.  Das  Schema 
einer  symmetrischen  Periode  ist  hiernach  folgendes: 

t  1.  symm.  Periode  {    2.  symin.  P. 

Qm-^l  Qm-\-t  •  .  . 


•  •  • 


0       1       >    .  .  .     m-l     m     !     m+l       m+2    .  .  .     n-l 

Po  Pi  P%.*.  im-l   Pvi  \Ptti-{-i   Pn-^t  . .  •  Pm-\-%    Pm-^l 
P-1  Qo  Qi  Qi  "  •  Qm~l  Qm  !  Qm-k-i  Qm-\-i  .  .  .  Qm-\-i     Qta 

ÜQ  üi  Of  . ,  .  Ilm.i    flin  I  tfm-f-1    ^m+f  •  •  •  ^+1  2<7|b*'C 

IL    Nach  Obigem  ergibt  sich  aus  der  Voraussetzung,   dass 

2P« 

-je—  eine  ganze  Zahl  sei,  die  Symmetrie  der  Periode;  umgekehrt  er- 

2P 
fordert  aber  auch  diese  Symmetrie,  dass  -jj^  eine  ganze  Zahl  sei. 

Denn  wenn  Pn=Pm+i,  Qn  =  Qm  und  ßn_i  =  ßn+i  «ein  soll;   so 

muss  nach  §.  61  Gl.  (6)  0  =  2  an  Pm+i  —  «n*  Qm  also  öo= 


2/*m+l 


2(ÄmVfm         Pro) ^^  ^  Pm    ^    -^ 

=  <c  am t; —  sem. 


Dl 


Qm  "  ft 

Dann  also,  aber  auch  nur  dann,  wenn  unter  den  Grössen 

2P 
Pmy  Qm  zwci  solche  vorkommen,  für  welche  -jr^  eine  ganze  Zahl 

ist,  bilden  die  fraglichen  Grössen  vom  Zeiger  m-f-i  an  sym- 
metrische Perioden.  Dabei  ist  es  übrigens  sehr  wohl  möglich^ 
dass  schon  mit  einem  früheren  Zeiger  eine  unsymmetrische 

Periode  anhebt,  wie  in  folgendem  Beispiele  für  K= r . 


n  =—1  0 

Pn=  3 

(?n==     5  2 
an  = 


1.  sytnm.  Periode 


2 
2.  symm.  Periode       I 
7      8      9    10    It     12  I  .  . 
3      2      4      4      2      3  1.. 
5      3      i      3      5      2  1.. 
1      2      8      2      1    I  3  I  .. 


12      3      4      5      6 

3      2      4      4      2      3 

5      3      13      5      2 
^.1282113, 
1.  nicht  symm.  Periode  I  2.  nicht  symm.  Periode  \ 

Hier  sind  schon  für  den  Zeiger  0  die  Bedingungen  (1),  (2), 
(3)desS.62errüllt,indem2<  ^9  +  3,  3  <  1^,  3-f  2>»^ 
ist.  Demnach  muss  die  Periode  schon  mit  dem  Zeiger  0  an- 
heben, was  sie  auch  wirklich  thut.  Diese  Periode  ist  jedoch 
nicht  symmetrisch. 

Dafürfii  =  0dieGrösse^  =  ^=y=3,  also  gleich 
einer  ganzen  Zahl  ist;  so  muss  vom  Zeiger  ,1  an  eine  sym- 
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metrische   Periode    vorbanden    sein,    deren    letzter  Quotient 

2Pm                    2  3 
a,  5=2aai jr-  =  2»3 ^  =  3   ist.     Auch  Dieses    findet 

sich  bestätigt. 

HI.  Symmetrie  der  Periode  für  spezielle  Fälle. 
Aus  dem  gegenwärtigen  und  dem  vorhergebenden  Paragraphen 
leuchtet  ein,  dass  in  allen  Fällen,  wo  Po=  0  ist,  eine  symme- 
trische Periode  vorhanden  ist.     Dieselbe   beginnt  für  VD  und 

VIS  Vd 

-jr-  >.  1  mit  dem  Zeiger  1  und  für  -j^  <[  1  mit  dem  Zeiger  2. 
Für  diese  drei  Fälle  nimmt  die  Periode  am  Anfänge   und 

^0 


am  Ende  folgende  Gestalt  an,  wenn  man  i9  =  a'-|-i, 


=  7^  ==ß-i  und  für  den  Fall,  dass  -^r-  ^1  ist,  die  gr(>ssten 

V2>  Yd 

in  -jr-  enthaltenen  Ganzen  =g  und  für  den  Fall,  dass  ^r—  <[  1 


I 

0  j  1      s 

oU  ft 


für        \p  _ 

K=^VD\Q-        ßilbQ^ 


n-2 


für      ,  ._ 


K= 


M  n  — — 


-1 


0 !     1       S    • • «      n-S 

^  1     '«B  =  g  ai  üt  ttt 


u— 1  n 

Pt  a 

b  1 

n  — 1  n 

Qi  Qo 

üi  2g 


a 
b 

gQo 

Qi 

öl 


>  * 


<1     (a,=  Oft 


t        8    .  .  .     ii_i 

Q*  Q»       Q» 

^3     08  08 


P»  hQ. 

ffs     2h 


D  B+1 


1 


0» 


P. 


n+J  •  •  • 
P, 

th 

ÖS 


So  hat  man  z.  B.  nach  §.  60  Beispiel  6  für  K=  V29 

7  ... 


n==  — l  0 

Ptt=  0 

(?«=  29  1 

On  =  5 


5  I  6 


12  3  4 

5    3  2  3  5  15  3... 

4    5  5  4  1  I  4  5  ... 

2    1  1  2  10  j  2  i  ... 

Endlich  ist  klar,  dass  wenn  Qo==2  ist,    die  Periode   stets 

2P 
symmetrisch  sein  muss,  indem  dann  -7r-^=Po  ist.    Alle  Grössen 


für  Qo 


haben  also  symmetrische  Perioden.     Ebenso  ist 
1  stets  eine  symmetrische  Periode  vorhanden. 
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S«  ^-    Mmttimm  wmd  JPwiig  in  4er  JPeri»4e. 

I.  Wenn  irgend  ein  positives  Qn^ä  ist;  so  müssen  alle 
Grössen  P  und  Q,  sowie  alle  Quotienten  vom  nächstfolgenden 
Zeiger  m-j-l  an  in  der  Gesammtperiode  liegen,  und  da  die 
Grössen  Q  sich  immer  schon  von  einem  um  1  kleineren  Zeiger, 
als  die  Grössen  P  and  die  Quotienten  wiederholen;  so  muss 
eine  £inzelperiode  der  Grössen  Q  auch  schon  mit  dem  Zeiger 
m  beginnen. 

Denn  es  erhellet  aus  §.  61,  dass  unter  solchen  Umständen, 
gleichviel  ob  P»  positiv  oder  negativ  ist, 
(1)  Pm+i  positiv  nnd  ^  a,  ferner  dass 

(2)  _  (?«+i^fl+Pm+l 

and  dass,  weil  ^-O-j-pB+i^ßm,  also  auch 


>  VD-Pm+i  oder  (?„+,  >  VD^P^^,  folglich 


(3)  P«+i  +  (?„+!  >  YD  oder  ^  a  + 1 

ist,  dass  also  für  den  Zeiger  m-f-l  <l>o  in  §•  62  für   ein  Glied 

der  Perioda  aufgestellten  drei  Bedingungen  erfüllt  sind. 

IL  Hieraus  erhellet,  dass  jedes  positive  Q,  welches  ^a 
ist,   nur  in   der  Periode  dieser  Grössen  liegen  kann. 

Dass  es  aber  jederzeit  in  dieser  Periode  derartige  Werthe 
für  Q  gibt ,  welche  ^  a  sind,  folgt  aus  der  Beziehung  ^..1  Q^ 
=1>  —  Pn*.  Denn  da  in.  der  Periode  P.^«*;  so  ist  D  —  Pu* 
=a"+6— Pn'<a«  +  ft  also 

Hieraus  erhellet,  dass  jedenfalls  Einer  der  beiden  Faktoren 
00-1;  Qa  (oder  beide)  ^  a  sein  muss. 

Aus  Vorstehendem  folgt,  dass  das  positive  Minimum 
der  Grössen  Q  in  der  Periode  dieser  Grössen  liegt. 

Auch  ist  aus  der  Beziehung  0n_i0n^(a-|-l)'  ^K^^»  dass  in 
der  Periode  der  Q  auf  ein  Q^  welches  ^a  ist,  sowol  ein  an- 
deres Q  folgen  kann 7  welches  ebenfalls  ^a,  als  auch  Eines, 
welches  ^  a  ist,  dass  jedoch  auf  ein  Q,  welches  ^  a  ist,  nur 
ein  anderes  folgen  kann,  welches  ^  a  ist. 

Die  positiven,  ausserhalb  der  Periode  liegenden  Q  sind 
sämmtlich  [[>  a. 

Was  die  etwa  vorhandenen  negativen  Werthe  von  Q, 
welche  nur  ausserhalb  der  Periode  liegen  können,  betrifft;  so 
wird  man  aus  späteren  Untersuchungen  (§.  71,  II.)  erkennen, 
dass  diejenigen  derselben,  deren  absolute  Werthe  ^  a  sind,  nur 
das  Entgegengesetzte  von  solchen  sein  können,  welche  auch  in 
der  Periode  liegen. 

Demnach  können  andere  absolute  Werthe  von   Q^d^ 
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als  welche  in  der  Periode  liegen,  |n  der  ganzen  Entwickelung 
von  K  nirgends  vorkommen. 

Aus  Vorstehendem  erkennt  man  auch,    dass   wenn  in  dem 

V^D  +  Po 

gegebenen  ausdrucke  K= ^= —  die  Grösse  Qo  positiv  und 

^a,  ausserdem  aber  auch  K  positiv,  also  für  den  Fall,  dass 
im  Zähler  das  negative  Zeichen  gilt,  Po^a  ist,  die  Gesammt- 
periode  mit  dem  Zeiger  1,  die  Einzelperiode  der  Q  aber  schon 
mit  dem  Zeiger  0  anfängt,  und  demnach  negative  Werlbe  von 
Q  überalt  nicht  vorkommen  können. 

Das  Minimum  von  Q  kann  nicht  kleiner  als  1  sein.  Der 
Werth  1  kann  also ,  wenn  er  überhaupt  unter  jenen  Grössen 
vorkommt,  nur  ia  der  Periode  erscheinen. 

Das  Maximum  von  Q  in  der  Periode  kann  nicht  den 
Werth  2a  übersteigen.  Wenn  dieser  Werth  überhaupt  unter 
den  Grössen  Q  zum  Vorschein  kommt;  so  muss  gleichzeitig 
P=a  und  der  Quotient  ön=l  sein.  (Im  Übrigen  kann  der 
letztere  Quotient  auch  noch  unter  andern  Umständen  =  1  wer- 
den.)    Der   höchstmögliche  Werth   2a  von   Q  stellt  sich    nach 

§.  64  stets  bei  der  Entwickeking  von  K=  >^/>hera«s,  und  zwar 
Bur  im  letzten  Gliede  der  Periode. 

III.  Das  Minimum  von  P  in  der  Periode  kann  nicht 
kleiner  ah;  1  sein.  Denn  es  ist  schon  in  §.  62  ivnter  den  spe- 
ziellen Fällen  gezeigt,  dass  für>eiH  positives  Q  der  Werth  F=0 
nicht  einem  Gliede  der  Periode  angehören  kann. 

Das  Maximum  von  P  in  der  Periode  kann  den  Werth 
a  nicht  übersteigen. 

IV.  Das  Minimum  der  Quotienten  «„  in  der  Periode 
kann  nicht  kleiner  sein  als  1. 

DasMaximu]m  dieser  Quotienten  in  der  Periode 
kann  den  Werth  2a  nicht  übersteigen,  welcher  sich  einstellen 
würde,  wenn  P=a  und  gleichzeitig  iß  =  1  wäre. 

Sobald  für  den  Zeiger  n  Q=i  wird,  muss  nach  §.  61 
Gl.  (%2}  oder  (23),    gleichviel  ob   Pn  positiv  oder   negativ    ist, 

j^  p.        2 

Ön  =  ö  +  Pn,     Än=0,     alsO    jPn+1  i=J  «    UUd     ^q^i  = '"^^ 

= -. =0  werden. 

$.  66.    Entwieketung  der  Grösse  K  in  einen  MLettenhruch  in 
allgemeinen  Xeichen  für  besondere  Wälle. 

i.  Wi^onman  berücksichtigt,  wie  die  Zähler  und  Nenner 
der  Näherungswerthe  eines  Kettenbruchs  aus  den  Quoüentßn 
entstehen    (namentlich    nach   dem    independenten  Gesetze    des 
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§.  12)  80  kann  der  in  §.  58  Gl.  (5)  und  (6)  nachgewiesene 
ZusammenhaDg  zwischen  den  Grössen  D,  Poj  Qo  nnd  jenen  Zäh- 
lern und  Nennern  dazu  dienen,  noi  allgemeine  Bedingungen 
aufzufinden,  unler  welchen  die  bei  der  Enlwickelung  von  K 
entstehenden  Grössen  Pn,  Quf  a^  gewissen  Anforderungen  ent- 
sprechen. Insbesondere  wird  man  auf  diesem  Wege  Untersu- 
chungen über  die  Merkmale  der  Grössen  D,  Po,  Qu  anstellen 
können ,  welche  erfiillt  sein  müssen ,  um  Perioden  von  einer 
bestimmten  Länge  zu  erhalten. 

Derartige  Betrachtungen  würden  jedoch  hier  zu  weit  führen; 
ich  erlaube  mir  indessen  die  Bemerkung,  dass  die  Behauptung 
von  Lagrange  in  den  Zusätzen  zu  Enlers  Algebra^ 
§.  36,  wonach  die  Länge  <ler Periode  der  von  ihm  betrachte- 
ten Grössen  Q,  Py  welche  sich  von  unseren  Grössen  f,  Q  nur 
durch  das  Zeichen  unterscheiden,  lediglich  von  der  Deterroi- 
nantie  Dy  nicht  aber  von  den  Grössen  Po  und  ^o  abhängig  sei, 
irrig  ist.     Dies  lehren  unter  Anderem  die  Beispiele  3  und  5  in 

§.  60,  indem  r eine    zweigliedrige,  dagegen    Y^l 

eine  eingliedrige  Periode  hat.  Lagraoge  hat  auch  jene 
Behauptung  ohne  Beweis  hingestellt.  £s  leuchtet  übrigens  ein, 
dass,  um  jene  Behauptung  zu  bewahrheiten,  nicht  etwa  je  nach 
den  Umständen  von  der  kürzestmöglichen  Periode  der  Grösse 
K  irgend  ein  Vielfaches  als  Periode  betrachtet  werden  darf, 
sondern  dass  es  sich  immer  nur  um  die  Periode  von  kleinster 
Länge  handeln  kann.  Denn  sonst  könnte  man  behaupten,  dass 
die  Perioden  aller  möglichen  Grössen  K  gleiche  Länge  hätten, 
indem  man,  wenn  resp.  für  K  und  K'  die  kürzesten  Perioden 
die  Längen  /  und  /'  besässen  ^  sowol  für  Kj  als  auch  für  K' 
Perioden  von  der  Länge  IV  annähme. 

II.  Bemerkenswerth  für  die  Entwickelung  von  K=^  ^TB 
sind  die  Fälle^  wo  in  der  Determinante  l>3=ra'-f-&  die  Grösse 

2a 
b  ein  Faktor  von  2a  ist,  wo  man  also  b  =  —  hat.    Dies  iribt 

P 

sofort  folgende  Entwickelung  für  /if=  ya*-^  b^s^y  a^-\ 

P 
ii=s     — 1     0     1     2     3     4  ... 

Pb  =  0     a    «    a    n  . .  . 

Qn=         6     16     16     1... 

00  czs  a    p   2a  p    2a  . »  , 

l/  2ä 

(1)  y  ö*+—  =  [a,  p,  2a,  p,  2«,  p,  2a..  .] 
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Zwiscfaea  dem  vollkonnioenen  Quadrate  von  a  und  dem 
nächst  höheren  Quadrate,  also  zwischen  a*  und  {a-^iy^sa^ 
-f-  2a~|~  1 ,  in  welchem  Zwischenräume  die  Determinante  D^za^-^-b 
li^t^y  giht  es  in  allen  Fällen  wenigstens  vier  Zahlen,  für  welche 

die  obige  Bedingung  &:= —  erfüllt  ist,  nämlich  wenn 

A=  1  2  a  2a 

also  i>=a*+l     a«  +  2    a'+a    a'+2ö 

und  pi=z  2a  a  2  1 

ist.  Für  die  Form  Dzrta^-^i  werden  alle  Grössen  Prsa,  alle 
Grössen  Q=:\  und  alle  Quotienten  mit  Ausnahme  des  ersten 
=  2a  und  man  hat 

(2)  /«M-^  =^  \^y  2a,  2fl,  2a,  2a  .  .  J 
Ferner  hat  man  für  die  andern  drei  Fälle 

(3)  Y^r^    ~  [ß,  a,  2a,  a,  2a  . .  .] 

(4)  ya^-\-a   =  [a,  2,  2a,  2,  2a  .  . .] 

(5)  |Aa*  +  2a  =  [a,  1,  2a,  1,  2a  .  ..] 
So  hat  man  z.  B. 

1^26  =  V^^lTJ     —  [5,  10,  10,  10,  10  .  . .] 

|/^=  l/"5'  +  2      =[5,  5,10,  5,  10..J 

/3Ö  =  T/'5'  4-  5     =  [5,  2,  10,  2,  10  .  . ;] 

|/"35t=y5'  +  2.5=[5,  1,  10,  1,  10...] 

'  K4Ö=l/lH=^-J^ö»  +  ^  =  [6'^  12,-3,  12...] 

III.  Um  das  charakteristische  Merknial  von  iT  zu  entdecken^ 
welches  zu  einem  Kettenhruche  mit  lauter  gleichen  Quo- 
tienten c  führt,  sodass  also  Ki=^[cy  c,  Cj  c .  ,  .]  wird,  setzen 
wir  in  §.  58,  Gl.  (5)  n  =  0,  r  =  1 3  Dies  gibt 

[N.iNi  -  JVoJVo)  ^  -  (Jf.iiVi  +  MiN^i  ~  JMÖJVo  -  MoNo]  K 

+  (ilLiJlfi- JlfoJ»fo)=0 
oderdaJI!Li=3l,  iV.t=0,  Jtfo=c,  iVo=l,  Jfi=c*-f-l,  JVi=cist, 

— jsr«4-^Ä'+i  =  o 

Hieraus  folgt  

(6)  jr=  )/(077+|.=i:äH:f =[,, ,, ,,.,.. .] 

Jenachdem  c  paar  oder  unpaar  ist,  hat  man  sich  des  ersten 
oder  des  zweiten  Ausdrucks  für  Jf  zu  bedienen.  Die  Wurzel- 
grösse  ist  stets  positiv,  da  Jr]>  c  ist. 

So  hat  man  z,  B^ 

-       VIÖ  +  3  =  }/Q)' +  1  +  |-=[6.  6,  6,  6  .  .  .] 
2  —  ^^ 1 l-^'  ^'  »»?•••] 
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Subirahirt  man  von  K  in  GL  (6)  die  vor  dem  Kettenbrache 
stehenden  Ganzen  c;  so  erhält  man 

^^^     ^\jj  '^^^J'^^Z =[0,  c,  c,c...] 

z.  B. -^— 2 =~ 2 ~f^'  l,  1,  1...] 

Addirt  man  zu  dem  letzteren  Werthe  die  ganze  Zahl  d; 
so  kommt 

(8)  KV2J  +i+^--2==         ^   2   =  [rf,c,c,  c...] 

In  der  GL  (8)  kann  d  auch  eine  negative  Zahl  sein,  wo- 
gegen c  stets  positiv  sein  muss.     So  hat  man  z.  B. 

Kl0~ll=}/Q)*+l-8- |-=[-8,  6,  6,  6..'.] 

IV.  Will  man  die  Wertbe  von  K  antersuchen,  welche  Ket- 
tenbrttche  mit  einer  schon  bei  dem  Zeiger  0  anhebenden  zwei- 
glieärigen  Periode  c,  d  ergeben,  sodass  K'=^[c,  i,  c,  d,..] 
ist;  so  hat  man  in  §.  58,  Gl.  (5)  n=:l,  r=2  zu  setzen.  Dies 
gibt 

(iV.iV,— iViiV,)iir'  — (ilfoiV,+J/,Ao-i»f.JV,-^,JV,)  K 

4-(jtf«jf,-j|ftJ»f,)=o 

und  da  Jtfos=:c,  iVo==l,  Jtfi=rcrf-|-1,  Nis=d,  Mt=c*d-\-2c, 

iV.rscrf+l,  Jf,=c»rf»+3crf+l,  Nt=cd*-\-2d  ist, 

dK*-cdK—c=Q 
Hieraus  folgt 

ra\  tr      l/z^g'N'  t  «    t    c  _Y  cd{cd+i)-]-cd      ,     ..     , 

(9)  K^\K^J  +3+2  = 2d  ^{c,d,c,d...] 

In  der  ersten  Form  von  K  wird  vorausgesetzt,  dass  sowol  -, 
wie  2  ^^^^  ganze  Zahl  sei,  wie  z.  B.  in 

Jir=f^+6  =  )/(^)+^+^=[l2,4,  12.4...] 

Die  zweite  Form  von  K  ist  in  allen  hierher  gehörigen  Fäl- 
len branchbar,  z.  B.  für 

^_  2:281+15  _  T^5.3(5.3  +  4)  +  5J^^^^  3^  ^^  3      ^ 

c  4  c  '  c 

Wenn  -?  oder  anch  schon  -3-,  nicht  aber  r-  eine  ganze  Zahl 

isl,  hat  man  die  Form 
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V^ 


(10)  K= ^ =  [c,d,c,d...] 

Wenn  -  oder  auch  schon  --,  nicht  aber  -^  eine  ganze  Zahl 
ist,  hat  man  die  Form 

(11)  -  a:=    ^^  ^ ^=[c,  rf,  c,  ^...] 

Was  die  Grössen  P,  Q  für  die  zweite  Form  in  Gl.  (9),  also 
für  k=  ^  ^^  ^^^^  ^)  +  cd  ^^^^..ff^,  g^  j^j  jj^  volistÄodlge  Eni- 

Wickelung 

«=—1  0  1  2  3... 

Pn=  cd  cd  cd  cd... 

Q^=      2c  2d  2c  2d  2c... 

ön  ==  C  d  C  rf .  .  . 

.Jenachdem  für  K  die  erste  Form  in  Gl.  (9]  oder  die  Form 
in  Gl.  [10]  oder  die  Form  in  Gl.  (11)  gilt,  hat  man  die  vor- 
stehenden Werlhe  von  P«  und  Qn  resp.  mit  cd  oder  mit  ^oder 
mit  2  zu  dividiren. 

Subtrahirt  man  von  irgend  Einer  dieser  vier  Formen  von 
K  den  Werlh  der  vor  dem  Kettenbruche  stehenden  Ganzen  c; 
so  erhält  man  die  betreffende  Form,  welche  den  Kettenbrach 
[0^  d,  c,  dy  Cy , . .]  erzeugt.  Dies  gibt  z.  B.  für  die  zweite  Form 
in  Gl.  (9)  

.                      Vcd[cd-\'i)  —  cd      r^     ,        ,  1 

(12)  2rf    ~  [^'  d,  c,  dy  c  ..  .] 

Addirt  man  hierzu  die  ganze  Zahl  f;  so  ergibt  sich 

(.3)        flM+MÄ-i»,^,  *.,*...., 

§.  67.  Hes^iehungen  itunaehen  awei  MimmeBmerthem  Her  €M^9en 
P9  Qi  und  9äaMHttichen  m  der  Jßniwiekeiungmreihe  vorAer^e- 

henden  €irÖ89en  dieser  Art* 

I.    Aus  den  Werthen  der  Reihen  (1],  (2)  in  §.  61  ergibt  sich 

P,  =  fla-l  Qn^i  —  P«-l  =  ön-l  ft-l  —  «i»-«  ft-1  +  i\i-l 
=  «n-l  Qn~i ^n-S  jPn-J  -|-  ön-8  ipa-8  —  i\l-8 

u.  s.  w.;  allgemein,  wenn  r  eine  unpaare  Zahl  ist, 

(1)  Pa-i- Pn^  =  an^i  ßn-1  —  «n-j  ^n-t  +  «n-8  ft-8 +Äii-r  fti-r 

und  wenn  r  eine  paare  Zahl  ist, 

(2)  Pa  —  Pn-r  =  ^n-l  Qn-i  —  ^n-»  Qn-i  "}-  Ö^n-S  ftls •  •  .  —  ö»^  ^n». 

Demnach  hat  man,  wenn  n  unpaar  ist, 

(3)  Po  +  Pn  =  flo  ÖO  —  öl  Öl  +  <^«  ö«  —  •  -  —  «»-«  ft-l  +  «i^l  P»^ 
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nnd  wenn  n  paar  ist» 

Ferner  folgt  aus  den  Werthen  der  Reihe  (3),  (4)  in  §.  61 
u.  s.  w.;   allgemein,  wenn  r  eine  an  paare  Zahl  ist, 
und  wenn  r  eine  paare  Zahl  ist 

_2:l - (^ - i*-')  ( J - f-«')    -(^ - P-,+.') 

Demnach  hat  man,  wenn  n  an  paar  ist, 
m  ^^       (2?-f.')(Z?- f. ')..■(/> -f.«) 

und  wenn  n  paar  ist, 

II.  Es  sei  m  irgend  ein  in  der  Periode  liegender  Zeiger 
und  r  die  Gliederzahl  der  Periode,  sodass  alle  Grössen  von  den 
Zeigern  m,  m-f-r,  m-^2r,,  .  resp.  einander  gleich  sind. 

Ist  dann  die  GliederzaU  r  der  Periode  paar;  so  ergeben 
die  Gleichungen  (2)  und  (6)  für  n  —  r^s=ifn  und  n=*m-|-r 

(9)    0  =  0»  Qm fl«+l  QwL+i  "h  •  •  ♦  -j*  Äm+r-J  ßm+r-S  —  «m-hiv-l  ^n+r-l 

nO^  .  _  (/>  -^  f .^,')  (/>  -  P^W)  ...{D-  f m+r') 

Ist  dagegen. die  Gliederzahl  r  der  Periode  unpaar;  so  er- 
geben die  Gleichungen  (1)  und  (5)  für  dieselbe  Substitution 

(11)  2Pm  =  dm  Qm  —  (im-^iQm+l-\~  •  ••  —  Öm+r-s  Vn)+r-J~rßni4-r-l  Vm+r-1 

n  9.^        n»  —  (^  -  f ■.+.')  (g  -  P,+,*) .  ■ .  (D  -  f -+r') 

Rechnet  nian  aber  im  letzteren  Falle  2r  Glieder  zu  der 
Periode;  so  hat  man  eine  Periode  von  paar  er  Gliederzahl^ 
also  nach  Gl.  (9)  und  (10.) 

III.  Aus  diesen  Formeln  lassen  sich  verschiedene  interes- 
sante Schlüsse  ziehen.     Unter  Anderem: 

Wenn  die  Periode  nur  rs»!  Griied  besitzt;  so  ist  nach  GL 
(11)  die  periodische  Grösse  /m=^  ^m  ^m;  es  muss  also  entwe- 
der am  oder  ^m  oder  beide  paar  sein.  Ferner  ist  dann  nach 
Gl.  (12)  ßm»=/>~Pm+i*=i>  — P„S  also  />  =  P«»-fß«*.  Rei 
eingliedrigen  Perioden  muss  also  die  Determinante  die  Summe 
zweier  Quadrate  sein,  derea  Wurzela  resp.  als  Pk  «ad  i^i. 


158      Vierter  Ab$chniit.    UfimuBicke  period.  Keltenkrüche. 

auftreten  werden.  Dies  findet  sich  in  den  Beispiele  5  in  §«  60 
für  D==37  =  6«  +  l»  bestätigt. 

Wenn  die  Periode  nur  r  =»2  Glieder  besitzt;  so  ist  nach  Gl. 
(9)  a„  ß«=fl„+i  iP«+i  und  nach  GL  (10)  />  — P,+i»=/>  — i'^+t« 
also  Pm+i  =  /\n+i;  6s  müssen  also  dann  alle  in  der  Periode 
liegende  Grössen  P  einander  gleich  sein,  was  sich  in  allen  be- 
treffenden Beispielen  des  §.  60  bestätigt. 

IV.  Man  kann  auch  npch  die  folgenden  Formeln  iperken, 
welche  sich  aus  den  Reihen  (9),  (10)  des  §.61  ergeben.  Zu- 
Yörderst  hat  man  Tür  einen  paaren  Werth  von  r 

(15)       \^^ ^""^  ^^^ **""*  (^n-l  ^--  Pf)  -|- «»-»  (J\-8  —  Pm^t)  4"  •  •  • 

(  "T"  ^n-r+l  (i*B-r+l  —  Pa-r+l)  • 

Ist  also  n  paar;  so  folgt  daraus 

(16)  ß.-<?o=ai  (Pi-7ft)+fl8(P.-P*)+...+«i^i(^-i  — A) 
und  wenn  n  unpaar  ist. 

Liegt  der  Zeiger  m  in  der  Periode  von  r  Gliedern;  so  hat 
man  nach  Gl.  (15),  wenn  die  Gliederzahl  r  der  Periode  paar  ist^ 

^^^^  r      +fl-+,-i(/'-+,-i-p.+,) 

Wenn  aber  die  Gliederzahl  r  der  Periode  unpaar  ist;  so 
ergibt  die  Gleichung  (15),  indem  man  darin  erst  r-|^l  für  r  an 
die  Stelle  setzt  und  beachtet,  dass  ißBi-r.i=0m.i  ist, 

ßm  —  Qm-i  =  öm  (^m  —  -Pm+l)  -J'  öm+l  (^m+t  —  i\n+s)  4"  •  ♦  • 

-j-  £lin+r-l  {Pm-^r-i  —  -fta+r) 


(19)  [ 


$.  68.  MetiMhmngen  «irtscJken  den  €hr69»en  P^  It  tctitf  den  Mähtem 
und  Nennern  M^  Itf  der  JSükerung^hrüehe. 

I.  Von  Wichtigkeit  ist  die  Bestimmung  der  Grössen  P,  Q 
mittelst  der  Zähler  und  Nenner  der  vorhergehenden  Näherungs- 
werthe  von  K,  > 

Da  Jl!f-ts=0,  JV.jäI,  JIILi=2l,  JV_ic=0  ist;  so  kann  man 
zuvörderst  schreiben 

-  Q,,  =  Jlf_8«  ßo  -  2  Jlf.,  iV.,  Po  —  Ml*  ö-i 

-  Po  =  itf-i  J»f-.  (?o  -  (Jtf-1  iVL,  +J»f..iV.O  Po  -  iV.i  M,  ß.i 
ßo=Jlf-i'(?o-2J«LiJV_iPo-JV_,»Ö-i 

Ferner  hat  man,  da  Mo:=ao,  iVo=l  ist,  nach  den  obersten 
Formeln  der  Reihen  (1),  (2)  und  (5),  (6)  in  §.  61  sofort 

Pi=JtfoJtf.i(?o-~(JtfoiV.i  +  Jlf.iiV6)Po-iVoMiP-i 

Subslituirt  man  diese  Weitbe  von  Pi  und  Qi  in  die  zweiten 
Formeln  der  eben  genannten  Reihen  in  §.  61;  so  kommt 

_/>,=J»f,Jtfoßo-(J»fiiVo  +  ilfoiVt)Po  — iViiVoß_i 

Q,=Mi'Qo  —  2M,NiPo-Ni*Q^i 
Eine  Substitution  dieser  Werthe  von  Pt  und  Qf  in  die  drit- 
ten Formeln  der  genannten  Reihen  gibt 
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P,= Jtf,  Jf,  ö,  -  (J»f.  iVt+ ilf,  iV.)  7».  -  JV.  JVi  (?., 
-  Q»=Mt*  (?,  -  2  MtNtPo  -  Nt»  0.t 
Eine  Fortsetzang  dieses  Verfahrens  ftihrt  unter  Beacbtong 
der  allgemeinen  Formeln  (1)  und  (S)  in  §.  61    zu  dem  leicht 
zu  erweisenden  sehr  wichtigen  Gesetze: 

(2)  (-1  )•  Qn = ilf.-i'  ^0-2  Jlf..,  N^i  Po  -  N^i*  Q.t 

II.  Setzt  man  in   diesen  Gleichungen   ß-i= — 75—^  und 

vo 
ninltipltzirt  eine  jede  mit  ^0;  so  nehmen  dieselben  die  gleich- 
falls sehr  beachtenswerlhe  Gestalt 

(3)  (-l)-i(?oft  =  [M^^yQ,  -  JV„.,Po)  (Jf..,^o  -  iV..,Po)  - N^iN,,tD 

(4)  (-1 Y  Qo  Qn  =  [Mn-i  Qo  -  JV„.i  PoY  -  N^i'  D 

an.    Eliminirt  man  zwischen  den  letzteren  Gleichungen  (3)  und 
(4)  die  Grösse  2>;  so  stellt  sich  die  Beziehung 

(5)  ^'.l-,ßo+^n-lPo=J^fn-l(?o-^B-iPo 

heraus. 

III.  Die  Gl.   (4)   ergibt   einen   interessanten  Ausdruck  für 

TUT 

den  Näherungswerlh  irB.|  =  -r^,  wenn  man  mit  iVn.i'  dividirt 

und  die  entstehende  Gleichung  für  üfn-i  auflöset.     Erhöhet  man 
schliesslich  die  Zeiger  n  und  n  — 1   um  1;  so  kommt 


(6)  «■  =  lv.-  Q, 

Je  grösser  man  n  nimmt,  desto  grösser  wird  iVn  und  wächst 
mit  n  ins. Unendliche,  während  die  Grösse  ^n+i  stets  endlich 
bleibt.  Man  erkennt  also  aus  dieser  Formel,  in  welcher  Weise 
sich  mit  wachsendem  n  der  Näherungswerth  JüTn  dem  Gesammt- 
werthe  K  des  ganzen  Kettenbruchs  nähert,  und  dass  fürn=CX) 

genau  Kn=^ "*     ^-=/r  wird.    Diese  Bemerkung  ist  von  we- 

sentlicher  Bedeutung,  indem  dieselbe  als  Ergänzung  zu  dem 
Schlusssatze  des  §.  59  den  Beweis  liefert,  dass  eine  Reduktion 
des  aus  der  Entwickelung  jenes  Paragraphen  hervorgehenden 

V15  I  P 
Kettenbrnchs  die  Grösse   - — n~^  nach  Werth   und  Form 

genau  wiedererzengen  müsse. 

Ebenso  wichtig  ist  der  Werth^  welcher  sich  für  die  Deter- 
minante D  aus  Gl.  (4)  ergibt.  Derselbe  ist;  wenn  man  die 
Zeiger  n  und  n  —  1  um  1  erhöhet, 

(7)  j  ^  (itfg  (?0  -  iVo  f  0)'  -  (-  1)°-^^  go  gn+i 


iV. 


t 
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Diese  Formel  führt  zu  einer  sehr  bequemea  Reductions- 
formel  für  einen  Kettenbrach,  welcher  die  Quadratwurzel  aus 
einer  ganzen  Zahl  D  darstellt,  für  welchen  also  Po=0^  Qo=t 
ist  Weiss  man  also  bestimmt,  dass  man  es  mit  einem  solchen  Ket- 
tenbruche, für  welchen  nur  die  Quotienten  gegeben  sein  mögen, 
zu  thun  hat;  so  sei  n'\-\  der  letzte  Zeiger  der  Periode, 
für  welchen  der  Quotient  an+i=2a  ist.  Alsdann  weiss  man 
aus  §.  64,  obgleich  die  Grössen  Q  gar  nicht  bekannt  zu  sein 
brauchen,  dass  Qj^^i^=Qo=i  sein  muss.  Hiernach  erhält  man 
aus  Gl.  (7);  worin  nun  n  den  vor  1  etzten  Zeiger  in  der  Periode 
bezeichnet, 


(8) 


K=  VD=  )/^^ 


Nach  dieser  Formel  würde  man  in  dem  schon  in  §.  58 
behandelten  Beispiele  Vi  =  [2,  1,  t,  1,  4,  1,1,  1,  4  . . .],  wenn 
man  schon  voraus  wüsste,  dass  K  die  Form  YlD  hätte,  sofort 

A—  y ^^^5 — ^=1/— _==]A7  haben. 

Die  Gleichung  (8)  zur  Bestimmung  von  K  gilt  auch    dann 

Vd 

noch,  wenn  K  die  Form  -rr-  hat,   aber  ]>  1    ist.     Denn    man 

hat  in  §.  64  gesehen,  dass  für  diesen  Fall  der  Werth  von  Q^ 
sich  im  letzten  Gliede  der  Periode  wiederholt.  Ist  also  n-j-l 
der  letzte  Zeiger  der  Periode,  folglich  n  der  vorletzte; 
so  hat  man  Qa+i  =  Qo.  Da  nun  auch  hier  Po  =  0  ist;  so  folgt 
aus  Gl.  (7) 


(9) 


^^t:-^ — N? — 


1^195 
So  hat   man  für   das  in  §.   58   behandelte  Beispiel  * — - — 

=  [2,  1,  3,  1,  4,  1,  3,  1,  4...] 

Qo   ~^  W  ^        5*      ~  "    5  ~      5 

Wäre  K=  -77- <C  U  so  ist  die  Formel  (9)  durchaus  nicht 

vro 

zu  gebrauchen.     Man  weiss  jedoch  aus  §.  64,    dass  sieh  dann 
im  letzten  Gliede  der  Periode  die  Grösse  Q^i  = 


D-Po*      D 


wiederholt.    Ist  also  auch  hier  n-^l  der  letzte  Zeiger  der 
Periode  und  n  der  vorletzte;  so  hat  man  i^n+i  =  ip-i  =  77- 
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SabÄtituirt  man  diesen  Werth  für  p„+i  in  Gl.  (7) ,  setzt  ft  =  0 
und  lös't  die  Gleiehang  für  -^  auf;  so  kommt 

1/195 
So  hat  man  z.  B.  für   ^-  =  [0,  2,  I,  3, 1,  4, 1,  3, 1,  4 . . .] 

o9  > ^  v__r 


00         '^iV4*^(— 1)*       ^14«~-1        '^  39  39 

IV.  Es  wird  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  d«ss  wenn 
in  den  Gleichungen  ^1)  his  (4)  der  Zeiger  n  in  der  Periode 
liegt,  und  die  Penode  eine  paare  Anzahl  Glieder  besitzt,  die 
Grössen  (— 1)"-*/\,  und  {'-\YQn  in  Abständen  von  Einer 
Periodenlänge  nicht  bloss  mit  ihrem  absoluten  Werthe 
Pw  Qny  sondern  auch  mit  demselben  Zeichen  ( — 1)"***,  ( — !)■ 
regelmässig  wiederkehren,  dass  jedoch,  wenn  die  Periode  eine 
an  paare  Anzahl  Gh'eder  enthält,  jene  Grössen  in  dem  bezeich- 
neten Abstände  regelmässig  das  Zeichen  wechseln,  also  im- 
mer in  Abständen  von  zwei  Perioden  längen  mit  demsel- 
ben Zeichen  wiederkehren. 

y.  Endlich  theilen  wir  noch  folgende  interessante  For- 
meln mit. 

^^^^         [  -  Jlfn-t  iV„_i  ß„.l 

(12)  (^I)«»0o=iV«..«  (?„  +  2iV,_.  N^,  Pn-iV..x*  Q^i 

(13)  .  (~l)-i  Q^,  =  M,^,'  (?.  +  2Jtf,«,  J»f„.iPH- J»fo.i»  O^i 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  erkennt  man  sofort,  wenn 
man  darin  für  P^,  Q^,,  Qn.i  die  nach  den  Formeln  (1)  und  (!^) 
gebildeten  Af|sdrücke  substituirt 

Setzt  man  in  diesen  Gleichungen  ft-i  =  — ^  '  ;  so  neh- 
men  dieselben  folgende  Form  an. 

^^^^      [  -  J»f„.i  iV„.t  D 

(15)  (-l)""(?o(?„==(iV„_s  Pa  +  iVn-ifn)'  -  iV._t«2> 

(16)  (-1)-^(?.i(?„=(i»fa.,0„  +  ^«-l^-)'-^-i*l> 

Eine  Elimination  der  Grösse  D  zwischen  den  beiden  Glei- 
chungen (14)  und  (15)  erzeugt  die  schon  oben  gefundene  For- 
mel (5).  Eine  Elimination  zwischen  (14)  und  (16)  ergibt 
dagegen 

(1 7)  Jtfa-t  (?u  +  Jlfa-i  Pn  =  N^.i  (?.l  +  M^,  Po 
Scbeffl«r's  !ui)>«stimmte  Analytik.  1 1 


ratiooalan  Theile.von  x^^,  also  aus  dem  Bruche  7^  bestimmt  wird, 
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g.  ^.  JEniwUikelun§  <Ic  CM^Me  K.  tit  eiiMit  MLHUsmkrueh  naeh 
dem.  Additiwuprin»ipe  n^it  l|uolienf en,  treleAe  den  raHwtalen 
^Fheil  der  €rrässen  X09  x^^  X2  •  •  •  am  voUHändigMten  eracMpfen. 

I.    Bisher  haben  wir   nur   eine  Entwickelung  der  Grösse 

jfjf  = ^^— ^  in  einen  Kettenbruch  mit  grössten  Subquotienten  be- 

vro 
trachtet.  Hiernach  stellte  der  Quotient  an»  welcher  aus  der  Formel 

VD+Pn         ^      ,        1 

hervorging,  den  grössten  Subquotienten  von n~*  ^^''• 

Es  hat  ein  besonderes  Interesse»  auch  diejenige  Entwicke- 
iung  von  K  zu  betrachten,  worin  der  Quotient  a»  stets  aus  dem 

indem  man  für  an  immer  diejenige  positive  oder  negative  ganxe 

Pn 

Zahl  nimmt,  welche  diesem  Bruche  jy'  ^^  nächsten  kommt, 

gleichviel  ob  sie  grösser  oder  kleiner  als  jener  Bruch  wird. 

a«  ist  also  immer  entweder  der  grösste   Subquotient  oder  der 

p 
kleinste  Superquotient  von  -j^,  jenachdem  der  erste  oder  der 

zweite   diesen  Bruch   am  vollständigsten  erschöpft.     Läge  der 

p 
Werth  von  -zy  genau  in  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  Zah- 

len;  so  ist  es  gleichgültig,  welche  von  beiden  man  für  On  an- 
nimmt: ein  solcher  Fall  kann  jedoch  nur  eintreten,  wenn  der 
Nenner  des  auf  seine  kleinste  Benennung  gebrachten  Bruches 

Pu  " 

^  gleich  2  und  der  Zähler  eine  unpaare  ZaU  ist.  Wenn  j^. 
in  Pa  aufgeht,  hat  man  natürlich  genau  ^0^=^=7^  zti  nehmen. 

Beispiel.     K=- — -r^ — ,  also  Q-.i= — r-j — ==3. 
Hier  erhält  man 

^^  =  — n— =^  n        Pn        Qn        an 

iJ?i=-^— 3 —  =  — 1  0  2.  11  0 


3 


1-2  3-1 


m;-l_  .  /2         -1  12  Ö 

^*~       12      ~  Iv3  1  3  0 

a?8=-!-^pi=0  U  1.3  0 

f37-l       ^ 
^*  =  — 12-=^* 
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II.  Die  wichtigsten  BlgensdiAften  der  hek  dieser  Entwicke^ 
kiDg  anftret^den  Größen  ergeben  *  sich  folgendermaassen.  Es 
ladcfatet  ^n,  dass  für  diese  Grösisen  die  Beziehungen  §.61,  Gl. 

(1)  bis  (14),  sowie  §.  67,  Gl.  (1)  bis  (14)  und  |.  6§,  Gl.  (1) 
bis  (7),  sowie  (il)  Ibis  (17)  vollkommerie  Gültigkeit  bebalteit 
Setzt  man  also 

0)  S^  =  «n+§  also  /'«  =  «„  (?„+Ä. 

so  ist  nach  der  VorausseUuiig  der  nnfnerische  Werüi  des  Restes 
An  (welcher  Rest  selbst  positiv  oder  negativ  werden  kann)'darch- 
aus  ^  i  ^B. 

Für  die  nächstfolgende  Grösse  P  vom  Zeiger  it-f-t  hat 
man  nach  der  Grundformel  §.61  Gl.  (2) 

(2)  P»+i  =  an(?n-i'. 
d.  i.  nach  Gl.  (1) 

(3)  P,^,  =  ^R       . 

Da  nun  numerisch  genommen  Rn^}[Qn  ist;  so  erkennt  man, 
dass  auch 

(4)  '     '       ft+i^i^» 
sei. 

Es  wird  behauptet,  däss  man  im  Lanfe  der  obigen  Entwi- 
ckelung  auf  einen  Zeiger  m  stossen  werde,  für  welchen  nicht 
bloss  laut  der  oben*  nachgewiesenen  fieziehuftg  Pn-\.i  ^  ^  Qm, 
sondern  für  welchen  auch  gleichzeitig  Pm+i  ^  i  9m+i  ist,  wobei 
die  Grössen  P,  Q  stets  nach  ihrem  numerischen  Werthe  be- 
trachtet werden. 

Denn  angenommen,  dieser  Zustand  sei  bei  dem  obigen  Zei« 
ger  n  noch  nicht  erreicht,  es  sei  also 

(5)  .  Pn-^i  ^  i  Pn,  dagegen  P„+i  >  ^  P„+i 

so  wird  man  für  deii  nächstfolgenden  Zeiger  wegen  der  Be- 
ziehung (t) 

(6)  Pn+t  ^^Qn+U    risO    Pn^f<  Pn+1 

kabeo. 

Wäre  der  fragliche  Zustand  auch  bei  diesem  Zeiger  noch 
nicht  erreicht,  also 

(7)  P„+8  ^  i  Qn^i ,  •  dagegen  Pn+s  >  h  P«+« 

so  ergibt  sich  für  den  folgenden  Zeiger 

(8)  Pa+S^i^H+t,     also    P«+3<Pn+. 

Hiernach  werden  die  Grössen  P«+i,  Pb+j,  Pb+»  • . .  nuMoriseli 
immer  kleiner,  bis  der  fragliche  Zustand  eintritt,  welcher  noth- 
wendig  einmal  eintreten  muss,  da  man  schliesslich  auf  einen 
Werlh  P=0  kommen  würde,  für  welchen  jener  Zustand  offen- 
bar vorhanden  ist. 

Endlich  also  hat  man,  numerisch  genommen^ 

(9)  Po+i ^hQn  und  auch  S k G^"+» 

oder  was  Dasselbe  ist  ^ 

ir 
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(10)  2  Pn+i  S  Qn  and  audi  ^  Q^+x 

III.  Nachdem  dieser  Zustand  erreicht  ist,  ist  f^r  den  Zeiger 
n-^i  und  für  jeden  höheren  der  numerische  Werth  des  Braches 

^<i-,  also  ön+i  =  0,  folglich  nach  Gl  (2) 

(11)  -Pa+l==Pn+«=-Pa+»  =  /'n+4  =  etC. 

sodass  also  von  jener  Stelle-  an  die  Grössen  P  einerlei  nume- 
rischen Werth  hehalten^  aber  fortwährend  das  Zeichen  wechseln. 

IV.  Femer  ist  Ton  der  bezeichneten  Stelle  an 

D—P,^,*      D-P,    * 


^n+l 


_D-PnW_0-Pn+i'_n 

u.  s.  w.,  also 

(12)  ^n+l  =  ön+a  =  ön+5  =  etC. 

(1  3)  Qn=  Ö.+2  =  ön+4  =  CtC. 

sodass  also  die  um  zwei  Zeiger  voneinander  abstehenden  Grössen 
Q  fortwährend  gleiche  Werthe  behalten. 

y.  Aus  Vorstehendem  folgt,  dass  die  obige  Entwickelung 
von  K  zu  einer  zweigliederigen  Periode  führen  wird, 
welche  vop  der  Stelle  an,  wo  man 

^n+i  ^  5  (^n  und  auch  <  i  ßa+i 
hat,  folgendermaaissen  darzustellen  ist 

m  =  n  n+1  ii+«  n+8  »+* ,  .  * 

jPm=  -«n+l  — Pn-\-i  -«b+I  '~- Pn-j-i  *  *  • 

:     Qn^=^         Qa  Qu+i  Qn  ft+1  Qn       ••• 

am=  0  0  0  0      ... 

VI.  Da  allgemein  i^n  ön+i  =  i?  —  i'n+i*  ist;  so  folgt,  dass 
für  diese  periodischen  Werthe,  wofür  numerisch  genommea 
Qn^^Pn^i  und  Äi|ch  Qo^i^ZPn^i  ist,  der  numerisghe  Werth 
der  Differenz 

ist.  Damit  Dies  möglich  sei,  moss,  weil  D  positiv  ist^  ofFenbar 
der  numerische  Werth  von  Pn+i<C-D  sein,  da  ft+i*  —  />.  un- 
möglich ^APn^i^  sein  könnte.     Man  hat  also 

(U)  1>  ^  5  P.+t*  oder  Pn+i^Yf    , 

Ferner  folgt  aus  der  Beziehung  ipn  ^b+i==^— /^n+i*,  weil 
numerisch  Pn^i<^D  ist,  dass  die  beiden  periodischen  Grössen 
Qa  und  ^n+i  gleiche  Zeichen  haben  und  das^  Eine  von  bei- 
den  numerisch  <[  ylO  ist. 
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§.  70.   Bmiwiekdkm§  der  Cfr^Me  K  i»  Hmen  Meiiemhnuik  mmeh 
dem  AOdUimm^ßHmmljße  mM  wUMkrUeken  %mmiiemiem. 

I.    Ähnlich  wie  in  §.  18  bei  der  Entwickelang  eines  ratio- 
nalen Brocbes,    so  kann  man   auch  bei  der  Entwickelang  der 

irrationalen  Grösse  K^=  - — Z^   ^  willkürliche    Quotienten    in 

vro 
die  Rechnung  stellen.     Die  Grössen  P  und  Q  sind  stete  nach 
den    bekannten    Regeln    des  §.  59   zu  bilden.      So  sind   z.  B. 

in  der  nachstehenden  Entwickelung  von  K=i— — "*      ,  worin 

l^  =  !0  =  3«-t-l,  Ä  =  3,  Q,i  =  ^^-^^=2  ist.    Die  Quotien- 

ten  ao,  ai*  «»>  a«,  a^,  01=3,  1,  —  2,  1,  0,  2  ganz  wi&kürlieh 
angenommen. 

'    *• 3 ^+i; 

_         3  _VTÖ+7         '        1 

^      —13      ^  KlO  — 20^      g    I    1 

30         yio—M     ,  .  1 

^^04-40  —53  a?4 

--53  KfÖ"— 13       „    ,    1 

KlO  +  13  _3  iP» 

3  KlO  +  13  1 

4*1.  j£^Z  .  SSS5 ■  «  1 «  z^s  |£   "^^  "^ 

fTÖ_l3  -^3  ar, 

-53 T^lO-119  . 

a?«  =  — ■ =  ' xrrr ^   elC. 

•        l/TÖ  +  119  267 

-2  Ol 

-1                                  2  10 

0  2                 3  3  3               1 

1  7            -13  l  4               1 

2  -20  30  -2  -5  -1 

3  -40  -53  1  -t  0 
4-13                 3             0            -5            -1 

5  13  -53  2  -11  -2 

6  -119  267 

Zwischen  den  in  einer  solchen  Entwickelung  auftretenden 
Grössen  P^y  Qw  dn  bestehen  offenbar  die  Beziehungen  §.61,  Gl. 
(l)  bis  (14),  ferner  §.  67  Gl.  (1)  bis  (14)  und  §•  68  Gl.  (l)ibis 
(7),  sowiß  (11)  bis  (17). 
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11^  ÜBgjiUig  werdw  jedoel»  iia .  AllgeinaiAM  aife  ihrigen 
bishec  erläalerien  Gesetze;  namentiich  die  über  die  Periodizität, 
sowiQ  die  darauf  sich  stütjcenden  Keduktioosforoielii  in  §•  58 
und  die  Sätze  üher  Maxima  und  Minima  in  §.  65.  Man  künnta 
ja  hier,  wenn  man  wollte,  ins  Unendliche  fortfahren,  für  die 
willkUrli^bpn  Quotienten  eine  jede  beliebige  Periode  einzv«- 
führen. 

Bin  solcher   periodischer  Kettenbruch   könnte   zwar   nach 

VW  -4-  P' 
§.  58  wieder  auf  die  Form  K'  = —^ — -   reduzirt    werden; 

allein  der  sich  ergebende  Werth  von  K'  würde  mit  dem  von 
K  nicht  übereinstimmen.  Denn  einestheik  würde  auf  die  ge-^ 
wärtige  willkürliche  Enlwickelung  die  Schlussbemerkong  in  §.  59 
übeir  die  abnehmende  Fehlergränze  keine  Anwendung  finden, 
anderentheils  würde  die  Gl.  (6)  in  §.  68  keine  Übereinstimmung 
zwischen  K'  und  K  bei  unendlich  wachsendem  n  erweisen,  weil 
bei  der  vorstehenden  Willkürlichkeit  die  Grössen  ^n  nicht  pe- 
riodisch werden,  vielmehr  im  Allgemeinen  ins  Unendliche  wachsen, 
sodßss  für  einen  unendlich  grossen  Zeiger  n,  selb«t  wenn  dafür 

JV.  =  00  würde,  doch  ^"7°"^'  nicht  =0  werden  würde. 

in.  Um  übrigens  eine  konvergente  und  auf  den  ursprüng- 
lichen Werth  von  K  genau  reduzirbare  Kettenbruchsentwickelung 
zu  erhalten^  ist  es  nicht  durchaus  nothwendig,  dass  man  fort- 
während nach  dem  früheren  Prinzip^  der  grössten  Subquo- 
tienten  verfahre.  Man  könnte  auch  nach  dem  Prinzipe  der 
kleinsten  Superquotienten  verfahren.  In  diesem  Falle 
würden  alle  Quotienten  des  Kettenbrucbs,  mit  eventueller  Aus- 
nahme des  ersten  Ooy  negativ  werden,  wie  in  folgendem 
Beispiele 

g^Vn±l^  D=lt=3*+2,  a=3,  (?.,=il:^  =  -  10. 

T    _m-H5_      1     :,  ^^  .%  ^ 

"^^         /Tr-5  -2  ^^x,  0        9  7       2 
-2      _Kll  +  3           _    ,    1          f  2       i       'i    ^Q 

—  2  fTi  +  3 

KTi-3        -1 
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ür=^ii  =  [2,  -4,  -6,  -3,  -6.  _3...1 

Aach  kann  man  mit  gleichem  Erfolge  nach  einer  besUmm- 
ten  Reihenfolge  grössle  Sub-  mit  kleinsten  Snperquotienten  ab- 
i^echseln  lassen.  Unter  den  Quotienten  werden  alsdann  von 
einer  gewissen  Stelle  an  in  einem  regelmässigen  Tomus  posi- 
tive mit  negativen  Zahlen  abwechseln. 

iV.  Wir  übergehen  hier  die  nähere  Erörterung  der  Ge* 
setze,  welche  unter  solchen  Umständen  an  den  Grössen  P,  Q^  M,  N 
sich  bekunden  werden,  stellen  aber  über  den  Einfluss  einer  an- 
fänglich willkürlichen  Entwickelung  noch  folgende  wesentliche 
Betrachtungen  an. 

Nachdem  man  die  Grösse  K= Z^      mit  ganz  belieb!- 

gen  Quotienten  bis  zu  irgend  einem  Zeiger  n  — 1  entwickelt 
hat,  sodass  ^o,  ai ...  On-t  ganz  willkürliche  Werthe  haben,  kann 
man  offenbar  die  Entwickelung  der  Grösse 

VD  +  Pn_  ,  t 

Qu  a^n+l 

genau  nach  dem  Prinzipe  der  grössten  Subquotienten  fortsetzen. 
Dies  muss,  da  Xa  ganz  und  gar  eine  Grösse  von  der  Beschaffen- 
heit wie  K  ist,  zur  Folge  haben^  dass  die  folgenden  Quotienten 
üa,  ^B+i...,  mit  Ausnahme  des  ersten  a^,  welcher  nach  den 
Umständen  positiv,  negativ  oder  null  werden  kann,  sämmtlich 
positiv  und  von  einer  gewissen  Stelle  an  periodisch  werden^ 
sowie  auch,  dass  die  Grössen  P,  Q  von  derselben  Stelle  an  po- 
sitiv und  periodisch  werden  und  den  einer  solchen  Periode  zu- 
kommenden Bedingungen  entsprechen. 

Es  wird  nun  die  sehr  wichtige  Behauptung  aus- 
gesprochen, dass  die  auf  diese  Weise  entstehende 
Gesammtperiode  der  Grössen  P,  Q  und  der  Quotien- 
ten genau  dieselbe  ist,  welche  sich  herausstellen 
würde,  wenn  man  gleich  von  vorn  herein  die  Grösse 
K  nur  mit  grössten  Subquotienten  entwickelt  hätte, 
auch  dass  von  einer  gewissen  Stelle  an  die  Nähe- 
rungswerthe  beiderEntwickelungen  identisch  werden. 

V.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  zuerst,  dass  von* 
einer  gewissen  Stelle  die  Quotienten  nnd  die  Näherungs- 
werthe  von  K  und  K'  übereinstimmen. 

Es  ist  nach  §.  57  klar,  dass  janterhalb  des  Zeigers,  bei 
welchem  man  angefangen  hat,  die  willkürlich  begonnene  Ent- 
wickelung von  K  nach  dem  Prinzipe  der  grössten  Subquotienten 
fortzuführen,  endlich  eine  Stelle  erreicht  werden  wird,  von  wo 
an  alle  späteren  Näherungswerthe  JT'«,  JT'bi+i,  iTm-t-«...  ^ctn 
Werthe  jr=s±:ürsich  wirklich  unausgesetzt  nähern   und  von 
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den  absoluten  Werlhen  der  Zähler  Jlf!«,  Jtf'm+i,  M'^^t...  und 
der  Nenner  N'm,  iV'm+i>  iV'm+s . . .  jener  Näherungsbrüche  jeder 
spätere  grösser  ist,  als  der  vorhergehende,  während  die  Quo- 
tienten a'mi  a  in+i9  a  m+2 .  • .  sämmtlich  positiv  ^  1  sind.  Liessen 
sich  nun  diese  Näherungswerthe  von  K'  als  der  untere  Theil 
einer  ununterbrochenen  Reihe  von  Näherungsweilhen  eines 
Ketlenbruchs  darstellen,  welcher  vom  zweiten  Quotienten  an 
nur  positive  Quotienten  ^1  enthielte;  so  müsste  offenbar 
dieser  Kettenbruefa  mit  der  £ntwicke]ung  der  Grösse  K'=K 
nach  dem  Prinzipe  der  grössten  Subquotienten  ganz  identisch  sein. 
Um  Dies  zu  zeigen^  entwickeln  wir  den  gemeinen  rationa- 
len Bruch  üf  m,  dessen  Zähler  und  Nenner  M  m,  JVm  sind;  und 
welcher  den  reduzirten  Werth  des  oberen  Theiles  a'o»  ö'i . . .  a'm 
der  zum  Theil  willkürlichen  Quotienten  der  Entwickelang  K' 
darstellt,  in  einen  KeUcnbruch  mit  grössten  Subquotienten.  Dies 
gebe  den  Werth  Kn,  dessen  Zähler  und  Nenner  ifa,  Nu  und 
dessen  Quotienten  aot  ai . . .  Cn  seien,  welche  Letzteren  vom  zwei- 
ten 01  an*  durchaus  positiv  sein  werden,  ielzt  hat  man  für  die 
Zähler  und  Nenner  der  letzten  Näherungswerthe  von  Kb  und 
K'm  die  Gleichheit  Mn  =  M'xa  und  JVn  =  iV'iB.  Was  die  vor- 
letzten Zähler  und  Nenner  betrifft;  so  brauchen  dieselben  zwar 
nicht  einander  gleich  zu  sein;  es  besteht  aber  zwischen  den- 
selben folgende  Beziehung.     Da 

Jtf '.-1  iV'm  -  .r .  N'^^i  =  +  [M..,  JV„  --  Mn  JV„_i) 
ist,  indem  der  absolute  Werth  einer  jeden  Seite  =1  ist  (§.  4); 
so  hat  man,  wenn  man  Jtf'm»  iV'm  mit  iWn,  Nn  vertauscht, 

und  da  Ma  und  JVq  relativ  prim  sind;   so  muss 

■       .  1 «■ .1    ■  MJ 

.      Mn  .  iVo  . 

eine  ganze  Zahl  sein. 

Hängt  man  jetzt  an  die  Quotientenreibe. /lo,  ai . . ,  a,,  welche 
^ch  durch  die  Entwickelung  von  K'jB  =  Ka  mit  grössten  Subquo- 
tienten ergeben  hat,  folgende  unendliche  Reihe  von  Quotienten 

worin  bei  ^q-i-i  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  jenacbdem 
in  u>  das  obere  oder  untere  Zeichen  stattfindet;  so  ist  klai*,  dass 
in  der  unendlichen  Reihe  ao,  ai,  as..«  alle  Quotienten ,  vom 
zweiten  an  positiv  und  ^1  sind,  mit  etwaiger  Ausnahme  von 
^n+i»  welcher  auch  =Q  oder  negativ  sein  kann,  ft^roer,  da;ss 
von  fln+s  An  alle  folgenden  Quotienten  denen  aus  der  Ent^icke- 
lung  K'  von  a'ni-f.9  an  gerechnet  gleich  sind,  endlich  dass  die 
Näherungswerthe  des  aus  dieser  Quotientenreihe  gebildeten  Ket- 
tenbruchs vom  Zeiger  n  an  denen  der  Entwickelung  K'  vom 
Zeiger  911  an  gleich  sind,  indem  m9iikKn=K'ny  Kn-y-i^H'm+i  e^c. 
und  dem  absoluten  Werthe  nach  auch  Mu=M'ny  -^n+i==^-'l^'»+i 
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ete.  and  JV^^^iVa,»  N^i^=^N'm+i  ele.  hat.  Da  nach  Obigen 
die  absoluten  Werlhe  der  Zähler  JH«,  Mi,.,  ifn,  sowie  aach  die 
Zähler  if'm»  M'm-^t  • .  •  oder  JV»,  M^^t . . .  eine  stetig  wachsende 
Zahlenreihe  darstellen;  so  folgt  ferner,  dass  jeder  spätere  Zähler 
(und  ebenso  auch  jeder  spätere  Nenner)  der  eben  bezeichneten 
unendliGhen  Reihe  Jlfo,  ifi . .  •  Mm  Mn+i ...»  absolut  genommen, 
grösser  ist,  als  der  vorhergehende.  Aus  der  letzteren  That- 
sache  erkennt  man,  dass  wenn  der  Quotient  aa+i  nicht  posi- 
tiv sein  sollte,  derselbe  doch  weder  s=0,  noch  =  —  1  sein 
kann,  also  in  diesem  Falle  ^  —  2  sein  muss. 

Ist  also  der  eben  erwähnte  Quotient  aa+i  positiv;  so  sind 
sie  es  vom  zweiten  an  alle,  und  der  S^tz,^  worauf  es  ankam, 
ist  erwiesen.  Wäre  jedoch  ^04.1  negativ;  so  beachte  man  fol- 
gende zwei  Hülfssätze. 

Wenn  die  Quotientenreihe  eines  endlichen  Keltenbruchs 
mit  den  drei  Quotienten  a,  — b,  c  schiiesst,  und  man  setzt/ für 
diese  drei  folgende  fünf  Quotienten  a— t,  1,  i  — 2,  1,  c — l; 
so  werden  von  dem  neuen  und  von  dem  früheren  Kettenbruche 
die  letzten  und  die  vorletzten  Näherungswerthe  resp.  ein- 
ander identisch  sein.  Schiiesst  ferner  ein  endlicher  Kettenbruch 
mit  den  drei  Quotienten  J,  0,  e  und  setzt  man  Tür  diese  drei 
den  einzigen  Quotienten  d-^e;  so  werden  ebenfalls  von  dem 
neuen  und  von  dem  früheren  Kettenbruche  die  letzten  und 
die  vorletzten  Näherungswerthe  resp.  einander  identisch  sein. 
Beide  Sätze  lassen  sich  durch  das  bekannte  Bildungsgesetz  der 
Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe  (§.  3,  III]  sehr  leicht 
darthun. 

Ist  also  in  der  unendlichen  Quotientenreihe  aoy  ai...  der 
Quotient  ^n+i  negativ  =-^  b;  so  kann  man  denselben  nebst 
dem  vorhergehenden  an  =  a  und  dem  nachfolgenden  an-\-%  =  ^ 
herausnehmen  und  durch  die  obigen  fünf  Quotienten  ersetzen, 
ohne  dass  dadurch  die  tiefer  liegenden  Quotienten  und  Nähe- 
rungswerthe eine  Änderung  erlitten.  Da  a^l,  6^2,  c^  1 
ist 5  so  kann  von  den  eingeschalteten  fünf  Quotienten  keiner 
negativ  werden.  Wol  aber  kann  der  erste  oder  der  mittelste 
oder  der  letzte  ==0  werden.  Ereignete  sich  Dies;  so  kann  man 
nach  dem  zweiten  der  obigen  beiden  Sätze  nach  und  nach  je- 
den Quotienten,  welcher  ==0  ist,  nebst  dem  vorhergehenden 
d  und  dem  nachfolgenden  e  ausscheiden,  indem  man  für  diese 
drei  den  einzigen  Quotienten  d-\'e  setzt,  ohne  dass  dadurch 
die  späteren  Quotienten  und  Näherungswerthe  eine  Änderung 
erlitten. 

Hierdurch  erhält  man  in  allen  Fällen  eine  anendliche  Reihe 
von  Quotienten,  welche  vom  zweiten  an  positiv  sind,  von  einer 
gewissen  Stelle  an  mit  denen  der  Entwickelung  K'  übereinstim- 
men und  einen  Kettenbruch  darstellen^  dessen  Näherungswerthe 
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von  jener  Stelle  an  gleich  denen  von  K'  sind.  Dieser  Ketten- 
brudbi  kann,  wie  schon  vorhin  bemerkt,  nur  di^  Entwickelang' 
von  K'  =:zK  nach  dem  Prinzipe  der  grössten  Sabqnotienten  sein: 
Durch  das  Vorsteheniito  ist  also  nachgewiesen ,  dass  von 
einer  gewissen  Stelle  an  nicht  allein  die  Quotienten,  sondern 
anch  die  Näherangswerthe  von  IT  und  K*  gleich  sind. 

Da  nun  für  K  und  jfif'  die  GrrÖssen  Po,  Qo,  Q-i  dieselben 
sind;  so  folgt  aus  der  Übereinstimmung  der  Grössen  M  und  N 
von  einer  gewissen  Stelle  an,  wegen  der  Gleichungen  (1)  und 
(2)  in  §.  68,  welche  sowol  für  £,  als  auch  für  K'  gelten,  dass 
auch  die  absoluten  Werthe  der  Grössen  P,  Q  von  der  betreffen- 
den Stelle  an  miteinander  vollkommen  übereinstimmen.  Da  die 
letztern  Grössen  in  der  Periode  liegen-,  also  nur  positiv  sein 
können;  so  stimmen  auch  deren  Zeichen  genau  überein,  und 
demnach  erhellet  aus  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  in  §.  68, 
dass  die  Nummern  der  Zeiger  der  übereinstimmenden  Grös- 
sen aus  K  und  K'  nur  durch  eine  paare  Differenz  sich  von- 
einander unterscheiden  können. 

VI.   Setzt  man  z.  B.  in  dem  ersten  Beispiele  dieses  Para- 

'i/  \  Q    j    2 

graphen  die  bis  a^  ganz  willkürliche  Entwickelung  von  - —    ' 

o 

QUDBiebr  mit  grössten  Subquptienten  fort;  so  ergibt  sich 

_KlO_119_  1 

""' 267  yj^ 

^        267        ^/10-^148_      .    1 


KlO  4-148  —82  i^^ 


^      —82  _yio4-66  ^.    I   1 

^'         /rÖ4-13               —3  "^ario 

a?io  ==  -77= === ^^ —     =34 

riO  — 4                 2  '  a?ti 

-    2                 VwJ^t  ,    ,     1 

VTO  — 2                 3  ^a?i, 

3  _/To-Ll  1 

a?i2  =  T7= = ' —      =  1 H 

Kiä— 1                  3  ^a;n 

3  _V\:Ö4-2  ^,     1 

VTQ  —  2                  2  ^^714 

^    — _1_  —1^+2  _^ 
flO  — 2                 3 
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Man  bat  9i$ö  H\%mAe  ForUeUoBg  der  Bnlwiekriaiif  ▼on 

KtO  +  2 

3 

n            Pn           Qn  an          Mu         JV„ 

4-13             3  0           -5           -1 

5  13           ^3  2           -11             -) 

6  -119            267  -l                6                1 

7  -148           -8^  1             -5             -l 

8  66             53  1                1               0 

9  -13.             -3  3-2-1 
10                 4               2  3-5-3 

^11                  2               3  1-7"*        -4 

12                  13  1            -12             -7 

kl3                 2               2  2-31           -18 

14      .           2               3  i           -43           -2J 

VTQ'  I  2 

Hätte   man  q~  gleich  von  vorn  herein  mit   grttwten 

Sabqnotienten  entwickelt;  so  würde  man  erhalten  haben 

»               Pn             Qu  ^D            Mn-            Nu 

-2  Ol 

-1                         2  10 


0            2            3  1  1  1 

13  1  2  1 

2  2           2  2  5  3 

3  2            3  1  7  4 

4  1            3  1  12  7 

5  2           2  2  31  18 


(1 
i 


6  2  3  1  43  25 

Die  vollständige  Übereinstimmung  der  Periode  der  Quo- 
tienten und  der  Grössen  P,  Q  in  diesen  beiden  Entwickelnngen 
beginnt  resp.  bei  den  Zeigern  11  und  0.  Reebnet  man  die 
Übereinstimmung  dieser  periodischen  Grössen  resp.  von  den 
Zeigern  11  und  3  an,  welche  eine  paare  Differenz  besit?uBn; 
so  stimmen  von  hier  an  auch  die  Näherungswerthe  überein. 
Dass  die  Zähler  und  Nenner  in  der  Einen  Entwickelang  die 
entgegengesetzten  Zeichen  von  denen  in  der  andern  haben,  that 
Nichts  zur  Sache;  man  konnte,  um  völUge  Übereinstimmung 
auch  in  diesen  Zeichen  zu  bewirken,  in  der  Einen  Entwickelung 
M,=— 1,  J»L;==— 1  setzen  (§.  19). 

l.  Die  beiden  vorstehenden  Grasten  K  uad  — K,  welche 
sich  nur  durch  das  Zeichen  von  Q^  uotersdieiden,  besitceo 
Ein  un4  dieselbe  Periode.  Um  dies  einzusehen,  so  sei  c 
eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl.  Nimmt  man 
in  der  Eotwickdung  von  JT  fte  die  ersten  zwei  Quotientra  a^ 
üi  die  Wertbe  c^  1  und. in  der  äslirickelung  voa  üTsss-^ffur 
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die  ersten  drei  Qaotienten  a'o,  a'u  ^'t  die  Wertbe  — (^•4*1)9  t» 
0 ;  so  findet  man,  dass  die  Grössen  Ps,  Q^  aus  K  mit  den  Grössen 
P'sf  Qs  aus  K'  genau  übereinstimmen,  sodass  nun  alle  Grössen 
aus  K  von  dem  Zeiger  2  an  mit  den  betreffenden  Grössen  aus 
JT  von  dem  Zeiger  3  an  übereinstimmen. 

Es  ergibt  sich  nämlich^  wie  leicbt  nachzuweisen  ist, 

(Jo  —  VO 

n  Pn  Qn  ön  «  Pn  Qn  «n 

0  Po  ^0  c  0  Po       -öo       -(c+1) 

1  Pi  (?i  1  1  P'i         (?'i  1 

2  ft         P,  2      -A         ^1  0 

3         ft         ^,  _ 

Setzt  man  nun  die  Enlwickelung  von  a?i  =  a?'s  = -^^ — * 

mit  grössten  Subquotienten  fort;  so  gibt  Dies  nach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  dieselbe  Periode,  wie  wenn  man  gleich 
von  vorn  herein  K  oder  JT'  =  —  K  mit  solchen  Quotienten  ent- 
wickelt hätte«  Die  Perioden  von  K  und  — K  sind  also  gleich 
und  auch  die  Näherungswerthe  von  einer  gewissen  Stelle  an, 
abgesehen  von  deren  Zeichen. 

/ —                 —          VD4-Q 
Hiernach  haben   also  auch   y  D  und  —yD  d.  i. p — 

und  — _j_"|       stets  gleiche  Perioden. 

Als  Beispiel  wollen  wir,   nachdem  iiti  vorhergehenden  Pa- 

.        K       IT       VTÖ+2      ,'uui.     v       nO  +  2  .       . 
ragraphen  jSr= ^ —  entwickelt  ist,  K  =i= -» ^J —  in  ei- 

Ben  Keltenhruch  mit  grössten  Subquotienten  verwandeln.  Dies 
gibt 

f»     .  P.        Q^        a.        M,  '  N. 

-2                                    0  .  .1. 

-1                -2                  i  0 .      . 

02-3-2-2  1 

14              2  3-5  3 

22.3  1-7  4 

3-1              3  i       -12  7 

4         2              2  2-31  18 

II.  Aus  dem  gegenwärtigen  Satze  folgt  die  wichtige  Ver- 
voUständigußg  des  Sfttzes  in  §.  65  über  die  Minimalwerthe 
der  Grössen  Q.  Man  kann  jetzt  nämlich  begreifen,  dass '  wenn 
es  ein  negatives  Q  gibt,  dessen  abKriuter  Befrag  ^a  ist>  die-- 
ser  Betrag  nothwendig  anoh  in  der  Periode  der  Grössen  vor- 
kommen muss.    Denn  beteiehn^t^^ii  «ine  positive/  Pn'alier  eine 


Qi^= — L_-L= — ^_L— .^^^     y^Q  jey  ferneren  £ntwicke- 
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pk)sili?e  oder  negative  Gräfiie;  so  flUirl  <Ke  fernere  Entwiekelsag 

VO  +  Pn 

von  Sn=^'' — •K       zu  derselben  Periode,  zu  welcher  die*£nt* 

Vn  

wickeiang  von  — a?n= — ^   ^  führen  würde.     Ist  nan  nach 

der  Yoraussetzang  Qn^a)  so  liegt  nach  §.  65  Q^,  in  der  Pe« 
riode  der  Grössen  Q^  welche  die  Entwickelang  von  —  ^Tb  bilden, 
and  mithin  auch  in  der  Periode  von  x^. 

D p  i 

Aber  aach  die  Grösse  ß.i  =  — ^        ist  dem  vorstehenden 

Gesetjse  unterworfen,  und  es  mass  ihr  absoluter  Betrag,  wenn 
er  ^a  ist^  jedenfalls  in  der  Periode  erscheinen.    Denn  nimmt 

yj^  I  p 
man  als  ersten  Quotienten  in  der  Entwickelung  von  K=  — I* 

dan  WerCh  Oo^b^O;  so  wird  Fiss=a#  0«  —  Po^tza  —  P^  und  mitbin 
B  —  Pi«      D  -.  Po« 

lung  der  Grosse  Xi  = j- =   ~  n  P'^  ^ber  das  vor- 

VI  v-i 

siehende  Gesetz. 

Hieraas  ist  nun  klar^  dass  man  durch  keinerlei 
willkürliche  Quotienten  bewirken  kann,  dass  in  der 
Entwickelung  von  K  unter  den  numerischen  Wer-» 
then  von  Q  solche  auftreten,  weicheres  wären  und 
nicht  auch  in  der  Periode  vorkämen. 

III.  Wir  machen  noch  auf  Folgendes  aufmerksam.  Durch 
die  obige  Entwickelung  von  IC  mit  den  ersten  drei  willktirlichen 
Quotienten  -(c-|-l),  1,  0  wird  erreicht,  dass  die  Zeiger  der 
beiden  Glieder,  bei  welchen  die  Entwickelungen  von  K  und  K' 
in  Übereinstimmung  treten,  sich  um  den  Werth  1,  also  um  eine 
unpaare  Differenz  unterscheiden.  Da  nun  nach  §.  70  die 
Zeiger  der  übereinstimmenden  Glieder  in  jeden  zwei  beliebigen 
Entwickelungen  derselben  Grösse  wie  K  oder  K'  stets  eine 
paare    Differenz    besitzen;    so  folgt,   dass,   wie  man  auch 

jjfs=a— — -J und  K  53= f^ —  entwickeln  möge,  immer  an 

vo  .,  .        — Vo 

den  Stellen,  wo  die  Ube^'einstimmung  Beider  eintritt,  die  be- 
treffenden Zeiger  aus  beiden  Entwickelungen  durch 
eine  unpaare  Differenz  sich  unterscheiden  werden. 

IV.  Nocb  anschaulicher  wird  die  Überführung  der  Entwik« 

n                  IT       *^+^o      -    ,.             t,,       1^^+Po      ^ 
kelung  von  K  *=  — -^f •  auf  die  von  K  = -k —   oder 

Vo  —  (/o 
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mgektbrt  diircfa  die  flemetkong^  dalto  wenn  inan  in  der  Eat-» 
wickeloDg  von  K  für  die  ersten  drei  Quotienten  die  Werihe 
009  01;  09^=  1^  — i,  1  annimmt,  sotot  beim  Zeiger  3 

ara  =  — ^^t^=r  also  F,=^Po  und  Qz  =  -Q, 
—  f/fi 

auch  Q»  =  —  ^.1  wird.    Dies  ist  durch  die  Formeln  (1)  und  (5) 

des  §.61  mit  Leichtigkeit  zu  konstatiren.    So  hat  man  z.  B. 


lUt 

3 

fl 

Po 

Qn 

a 

-1 

2 

0 

2 

3 

1 

1 

1 

3 

-1 

2 

-4 

-2 

1 

3 

2 

-3. 

10  +  2  ,.    ...    „       FlO  +  2 

oder  tut  J?5= ^ — 

n  Pn            Qn  äu 

-l  -2 

0  2-3  1 

1  -ö  5  -1 

2  0  2            1 

3  2  3 

$.72.  Sik»fiumde9W0riheBvmmll^om9rf0leMiUmM^Hwm9if^nM4 

I.    Es  ist  klar,  dass  wenn  in  dem  Ausdrucke  ir=s — ^ — 

vo 
der  Wertb  von  T'o  um  irgend  ein  Vielfaches  von  i^o  vermehrt 
oder  vermindert  wird,  Dies  nur  einen  Einfluss  auf  den   ersten 
Quotienten  ao  und  auf  die  zurückliegende  Grdsse  ^.i,  sonst 
aber  auf  keine   Grösse  der  Entwickelung  von  K  haben  kann. 

Man  hat  nämlich,  ind^m  w  irgend  eine  positive  oder  iiqja- 
tive  ganze  Zahl  darstellt, 

wenn  K= tj* =aoH — »  also  Q^i= — je ist. 


(?•  a 


0 


=5=^.1  — 2M?i\>  — W»ßo 

also 

(1)  a'o=öo+w 

(2)  ß'.i  =  ß.t  -  2  w  Po  —  M?*  Qo 

Sieht  man  also  von  dem  ersten  Quotienten  oder  der  Grösse 
Q  vom  Zeiger . —  1  ab;  so  können  unter  den  Wertben  von  K^ 
in  welchen  D  und  ^o  konstant  erhalten  werden^  nur  solche  eine 
verschiedene  Entwickelung  ergeben,  in  welchen  Po  positiv  und 
<iQo  ist,  indem  man  ja^  wenn  Po^ßo  wäre,  von  Po  ein  so 
grosses  Vielfaches  wQa  der  Grösse  i^o  trennen  könnte,  dass  an 
der  Stelle  jener  Grösse  ein  Betrag  <iQo  stehen  Uiebe.   So  hat 

Ki04-17       VTo  +  2  ,  ,    ^     ViÖr--\7       VTÖ4-i      ^ 
man ^ =  — -^J p  5  oder = ^ 6 
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Wean  man  nbrigeiis  für  Po  aaefa  negative  Wertbe  za-* 
lassen  will;  so  ist  klar,  dass  man  durch  AbsonderuDg* des  be» 
treffenden  Vielfachen  von  ^o  es  stets  dahin  bringen  kann,  dass 
der  numerische  Werth  der  an  der  Steile  n>n  Po  stehen  blei- 
benden Zahl  ^  J  (?o  lÄt.   So  hat  man  -H±il===  —---  +  6. 

II.  Betrachten  wir  jetzt  die  Beziehungen  zwischen  den 
£ntwickelnqgen  koo 

worin  also  Po  und  P'o  entgegengesetzte  Zeichen  haben« 
Setzen  wir  die  Entwickelung  von  K=[eh9  f^u  ^s*-.]  als  bekannt 
und  die  von  K  als  gesucht  voraus;  so  erhellet  sofort  aus  den 
Reihen  (1),  (2)  und  (3),  (4)  des  §.  61,  dass  wenn  man  In 
der  Entwickelung  von  K'  statt  a\f  a\,  «'t.«.  als  willilärlicha 
Quotienten  die  entgegengesetzten  Werthe  von  a%,  «t»  at.«. 
nimmt,  also  K'  =[-*—  «o,  —  <Ji,  —  «i . .  •]  setzt,  hierdurch  resp. 
P'o,  P'i  P't..«s= — Po,  — Pi,  — Pt...  dagegen  ß'o,  Qu  Qi*»*  = 
Q09  Qif  Qt"»  werden.    Es  wird  sich  also  ergeben 


mrif     ^^+ 

Po 

fürr    »^-'' 

Qo 

^0 

n        P,        Q, 

On 

n 

P'u               ß'.               «'. 

-1                    (?-i 

-1 

ö-. 

0        Po        Qo 

Oo 

0 

-/o         Q9        -a» 

1        Pi        Qi 

öl 

1 

-i»!         (»t        -a, 

2        ft        Q, 

at 

2 

-P*        Qt        -«. 

3        P,        Q, 

As 

3 

-F.         ft        -«. 

Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  diese  Entwickelung  von 
K*  mit  willkürlichen  Quotienten,  obgleich  sie  ebenso  periodisch  ist, 
wie  die  von  JiT,  doch  keineswegs  eine  konvergente  ist^  indem  die  Feh- 
ler in  jedem  Quotienten  im  Allgemeinen  mehr  als  Eine  Einheit  be- 
tragen. Demnach  nähern  sich  die  Näherungsbrüche  von  K'  in  der 
vorstehenden  Entwickelung  keineswegs  dem  wahren  Werthe  dieser 
Grösse;  man  erkennt  vielmehr,  dass  dieselben  nach  dem  abso- 
lute» W0rtbe  gleich  i«d  nach  dem  Zeichen  entgegenge- 
»elzi  de«  Näherungsbrüeben  von  K  sind. 

Diese  Operation  zeigt  aber,   dass  man  im  Stande  sei,  die 

Entwickelung  von  K'  mit  jedem  Gliede  x^  = ^-  ■"  der  Ent- 

wüskelung  von  K  dergestalt  in   Überrästimmuog   zu   bringen, 
dass  sich  Aur  die  Grössen  Pn  ducch  da«  Zeichen  unterscheiden^ 

^A                 1        '        Vd  +  P^      VP-Pn  .   ,    ^      ^ 
sodass  man  also  x  n=^       ^'  ' — =* ^ hat    Von  jedem 

dieser  Glieder  kann  man,  wenn  man  will,  diQ  EntwickeluDg  von 
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K'  mit  gröbsten  Sabqaotienten  weiterführen,  also  in  eine  kon- 
yeigeäte*  übergehen  lassen. 

III.    Erwägt  man  nnn,  dass  allgemein 

ist;  so  leuchtet  ein,  dass  die  mit  grössten  Subqaolienten  er- 
zielte Periode  von  K'  in  alle  den  Fällen  gleich  der  von  K  ist, 
wo  in  der  Entwickelung  von  K  zwei  zusammengehörige  Grössen 

Pny  Qn  vorkommen ,  für  welche  -rr^  eine  ganze  Zahl  w  oder 

(4)  -^^w 

ist,  indem  man  dann  sofort  ar'n  =  ar. -f- tr  also  a'u  =  fla-[-ir 
und  ferner  resp. 

/^n+l  9  P  n+2>  F  n+8  .  •  .  =  in+1 »  ■«  n+«>  ■«■+«  •  •  • 
^  n+l>  V^B+S;  Q  B-l-8  .  .  .  =  &n+l»  Qu^-ti  Qn+i  .  •  • 
ö  n+1»     ^  Ä+«»     ^  B+S  .  .  ♦    =(öB-|"tt')>   ÖB-l-t»     fla+8  .  .  . 

hat.  Unter  solchen  Umständen  kann  also  ohne  Weiteres  eine 
Entwickelung  von  K  in  eine  Entwickelung  von  K'  umgeschrie- 
ben werden,  wobei  jedoch  die  Letztere  bis  zum  Zeiger  n  nicht 
die  grössten  Subquolienten  enthält. 

Die  Bedingung  (4)  kann  schon  für  den  Zeiger  0  erfölU 
sein.  Dies  wird  offenbar  jederzeit  der  Fall  sein,  wenn  l^o  =>=  1 
oder  =2  ist.     Es  haben  also 

1^+Po  und  VD  —  Po  sowie 

VD  +  Po      ^  VD^Po 
___und— ^— 

stets  gleiche  Perioden. 

irrr  _l  q  VTi >  ^ 

So  ist  z.  B.       \'^     =  [3,  6.,   3,   6  .  . .]  und  — 


2  '  '     '      '  '  Z 

=  [0,  6,  3,  6,  3,  6...] 

Die  Bedingung  (4)  ist  ferner  dann  immer  erfüllt,  wenn 
unter  den  Grössen  Q  der  Entwickelung  von  K  irgendwo  ein 
Werth  ^n  =  ±l  oder  ^»=+2  vorkommt. 

yiQ.  [   2  Y \Q 2 

Dass  also  z.  B. '■    und  ^ gleiche  Perioden  ba- 

ben,  erkennt  man  aus  der  in  §.  70,  VI  mitgetheilten  Entwicke- 
lung der  ersteren  Grösse,  indem  man  daselbst  Pt^^Z,  Q^siaZ  also 

•^ass— — =2  =  tr  hat.    In  der  That  ist 5 »» 

{0,^2,  1,  1,  2,  1,  1,  2...}.  ' 
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Die  BedingoDg  (4)  ki  nach  $.  64  in  alle  den  Fällen  er- 
&Alij  wo  die  Periode  von  JSf  symmetrisch   ist.  .  Es  lenchteC 

also  ein,  dass  für  jede  Grösse  — ^r^—^,  welche  eine  sym- 

-iT^f p 

metrische  Periode    besitzt,    auch  - — ^^ dieselbe 

symmetrische  Periode  besitzen  wird. 

IV.  Wir  bemerken  noch,   dass  wenn  man  in  der  Entwik- 

Yd  -^  Fo 

kelong    von   K'  =  ^ den    ersten   Quotienten   a'o  =  0 

vo 

nimmt,    sich 

P',  =  Po,  Q\  =  Q^i 

ergibt.     Hieraas  erhellet,  dass 

jz und  — jr-^ ,  worin 

ist,   stets  dieselbe  Periode  haben.     Dasselbe  gilt  von 

—Q—  ""•*  -^T- 

Demnach  haben  %.  ß.  für  19  —  3'=2  .  5  die  beiden  Grössen 

YTb 3  VT9-4-3  Vnr9-4-3 

und  ^         oder  auch  die  beiden  Grössen tt-^— 

2  5  ,2 

und  -)!- — gleiche  Perioden. 

V.  Ferner  ist  klar,    dass  die  obigen  Bedingungen,   unter 
welchen 

VD+Po    ,  yp-Po 

—VT-  ""'  —QT- 

gleiche  Perioden  haben,  dieselben  sind,  unter  welchen 

yi±ii  „„a  y:^ 

gleiche  Perioden  besitzen.    Wenn  sich  Letzteres  ereignet,  haben 
offenbar  alle  vier  Grössen  _^ 

Vd+Pc  Yd  — Po   Vo+Pi,   Vd-Po 

(?o      '       Qo      '      Q.i      '       O-i 

gleiche  Perioden. 

Scheffler*8  nnbestimint«  Aulytik.  1  2 
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Die  letzteren  Beziebimgen  Skid  aach  gültige  wenn  auiii  für 
die  Zeiger  Q  und  —  1  allgemein  n  und  n  —  1 .  setzt.  Nimml 
man  nämlich  an  irgend  einer  Stelle  den  Quotienten  ».=  0;  so 
folgt  auf 

xn  =  ^-^  ^"  =  0  +  —  der  Werlh 

VD-Pn      , 

^n+1  =  7^ also 

Vrn-i 

^n+1  =  —  Pni     Qn+i  =  V»-l 

VI.   Schliesslich  machen  wir  noch  auf  folgende  Beziehungen 

aufmerksam.     Wenn  man  in  K= -^ —  gleichzeitig  die  Zci- 

vo 

chen  von  Po  und  ^o  umkehrt;  so  kann  man  für 

K"  = jz — ~,  dessen  Werlh  auch  «= ^   ' 

—  vo  Vo 

ist,  die  Quotienten  ao,  ai . . .  von  JT  beibehalten.    Dies  gibt  nach 

§.61 

//         */        if         

ö     0  >       fl      1  >      ö     2     .  .  .  flo  »  Äl  ,  01     •  .  • 

Q".u  Q"o,  Q'\,  (?"... 

wobei  natürlich  ao»  ai . . 
K"  darstellen. 

Entwickelt  man  üf"  nach  grössten  Snbqttotienten ;  so 
ergibt    sieh    nicht    unbedingt    dieselbe    Periode',     wie    für   K, 

Denn  wenn  auch  stets yz — -  und         ^   ^  gleiche  Perioden 

haben;  so  lässt  sich  Dasselbe  doch  nicht  allgemein  von    - — j^ 

und  n~^  ^   ^'*^  nicht  von  K  und  üf"   sagen.     Jenachdem 

i/o  •  ' 

man  also  in  == — ^   "^       das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 

vo 

kann  eine  Entwickelung  nach   grössten  Subquotienten  eine  an-> 
dere  Periode  ergeben. 

§.  73.    Mombination  aweier  JEntwickelungen  &  und  1k\ 
weiche  gieiche  Perioden  begitmjtn. 

I.  Man  habe  folgende  zwei  Entwickelungen,  denen  Ein  und 
dieselbe  Determinante  D  zu  Grunde  liege,  in  weichen  aber  die 
Quotienten  ganz  beliebige  Wertbe  haben  mögen. 


—  —  Pof  ^-  Pi ,  —  ft  .  . . 

=  -Q.i,-Qo,-Qi,-Qt... 
nicht  die  grössten  Subquotienten  von 


§.  78.    KonAimtion. 
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Wl-|-  1     -Pnr+l         Vm+l        Äm-J-i 
»lrf-*2    i^.4.1       Q^-^-i      üm+i 


n+2  n+. 


Aogeoominen»  ia  diosea  beiden  finiwickeluogen  seien  zwer 

Glieder  wie  Xm  und  ^r'^  ideatischy  also  r*     "=s= J^^ — '^; 

so  miiss^  man  haben  .         ^"^  ^ " 

Behält  man  von  dcf  Eatwickelung  jRT  die  über  dem  gebro- 
ehenen  Striche  liegenden  Grössen  bei,  setzt  für  den  Quotienten 
Um  den  Werth  nnll  und  lässt /anter  dem  horizontalen  Striche 
die  in  der  £ntwickelung  K'  über'dem  gebrochenen  Striche  stehen« 
den  Grössen  in  umgekehrter  Reibenfolge  und  indem  man  die 
Grössen  P'  und  a  mit  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt,  folgen^ 
sodass  man  also  setzt: 
(2)    a.=  0 

(3)  Öm+l»    öm-f-f>    0m+3    .  •  •  — '  —  ö  n-l»    —  Ä  n-t»    —  ö  n-«  •  .  . 

(4)  Qm-JhiJ    Qn-^tf    Vm+S  .  .  •  ==  V  n-l>  ß  n-»>  ß  n-S  •  •  . 

(5)  1  m+i,    ^+S»   /«i+S   •  •  .  =*  "—■«»>        —  -■    n-f  >   •"*  -«    n-f  •  .  • 

80  erhält  man  die  nachstdkende  Entwiekelung  von  K: 
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Die  Richtigkeit  dieser  Zosammeiifilganffy  weldM  wir  eine 
Kombination  von  K  und  K'  nennen  und  durch  die  Formel 

(6)  K{m)  komb.  K(n) 

bezeichnen  wollen,  ist  mit  Leichtigkeit  durch  die  Gnindformeln 

(1),  (2)  und  (3),  (4)  des  §.  61  darzuthun. 

IL  In  der  vorstehenden  Kombination  ist  der  obere  Theii 
von  K'  in  seiner  ganzen  Totalität  bis  zu  dem  obersten  Werthe 
^'.1  der  Grössen  Q'  mit  der  Entwickelung  von  K  vereim'gt,  and 
Dies  hat  zur  Folge,  dass  der  Schlnss 

i  m+n-l  -P',  Q\  a'i 

(7)  <  m+«  -P'i         Q\        a\ 

wird.  Die  Grösse  ^'o  erscheint  also  in  dieser  Ent- 
wickelung von  K  bei  dem  Zeiger  m-j-n»  ond  die  Gr(»sse 
ß'_i  bei  dem  Zeiger  m-|-«-f'*- 

Wenn  man  wiU,  kann  man  offenbar  diese  AnhSngung  bei 
jedem  beliebigen  Zeiger  abbrechen.  Wir  werden  dieselbe  bei 
der  Anwendung  auf  die  unbestimmten  Gleichungen  immer  bei 
dein  vorletzten  Zeiger  m-^n  abbrechen^  sodass  ^'o  in  der 
Reihe  der  Q  und  —  a  i  in  der  Reihe  der  Quotienten  die  letzte 
Grösse  ist,   was  folgenden  Schluss  ergibt 

III.  Die  Bedingung  (1),  worauf  sich  die  vorstehende  Kom- 
bination gründet,  setzt  voraus,  dass  K  und  jBT',  wenn  sie  mit 
grössten  Subquotienten  entwickelt  werden,  gleiche  Perioden 
haben,  und  umgekehrt  ist  klar,  dass  zwei  Entwickelnngen  nnt 
gleichen  Perioden  an  jeden  zwei  identischen  Stellen  dieser  Pe- 
rioden in  vorstehender  Weise  kombinirt  werden  können. 

Als  Beispiel  wollen  wir  folgende  zwei  Entwickelangea 
nehmen. 

^     KTo+2  ^,      KTo  — 12 

K= 3 
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Hier  kann  man  offenbar 
jedeo  Werlb  von  K  (0),  (3),  (0) . . .  mit  jedem  Werthe  von  Ä'  (1),  (4),  (7) . 

„  /r(i),(4),(7)...  „     „        „     „  ir'(?),(5),(8). 

„    lir(2),  (5),(8)...    „       „  „        „    Ä"(3),(6),(9). 

kombiniren.     Für  K  (3)  komb.  K'  (4)  hat  man 
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IV.  Durch  dieses  Verfahren  ist  es  leicht,  wenn 
zW'ei   Grössen   Qo  und   Q'o  bekannt   sind,    für   welche 

sich  K= y^ und   K  = -^ als  zwei  Ent- 

Wickelungen  mit  gleichen  Perioden  darstellen  lassen, 
eine  Entwickelnng  von  K  zu  bilden,  in  welcher  die 
Grösse  ^'o  in  der  Reihe  der  Q  erscheint. 

Umgekehrt  ist  hieraus  und  aus  §.  72  klar,  dass 
jede   Grösse    Q\,    welche   fähig   ist,    in  irgend  einer 

V1D-\-P 
Entwickelnng  von  JSr= n~  «öter  der  Reihe  der 

Q  zu  erscheinen,  von  der  Art  sein  muss,  dass  zu 
ihr  eine  Grösse  P\  mit  einem  numerischen  Werthe 
^3  &'o  gefunden   werden  kann,   vermittelst  welcher 

K  ==. jrr ein  Ausdruck  wird,  der  mit  Ji  = -p^ 

eine  gleiche  Periode  besitzt. 

V.  Nimmt  man  bei  der  obigen  Kombination  K  =^K\  so 
kann  man  nach  der  Formel  K{n)  komh.  K{n)  in  der  Entwickelnng 
von  K  von  jedem  Gliedeaus  rückwärts  schreiten,  und 
zwar  nach  folgendem  Schema,  wobei  sich  auch  die  früheren 
Näher ungs werthe  reproduziren. 
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(Fortsetiung  auf  der  folgenden  Seite.) 


182      Vierter  Abschnitt.    Unendkphe  peri^d.  KettenbrOehe. 


n-i 

Pn.i 
Pn 

Qn-i 

Qn 

«n-l 

i»f.-l 

iV„.i 

n 

0 

JWo_J 
iW„_8 

iV„., 

n+1 

-Pn 

Qn.i 

iV„.3 

• 

-Pn-i 

Qn-1 

-«n-8 

M«-» 

iVo-* 

• 
• 

-P» 

Q* 

-08 

JMo 

iVo 

tn-1 

-ft 

Qi 

-«1 

1 

0 

tn 

-Pi 

Qo 

-Äo 

0- 

1 

J«+l 

-Po 

Q-i 

0 

1 

ö 

Sn+8 

Po 

(?. 

• 

■* 

In  dieser  Kombinalion,  wekher  wir  am  Ende  noch  den 
Quotienten  0  hinzugefügt  haben,  stellt  sich  die  Grösse  Qo  zuerst 
bei  dem  Zeiger  2n  wieder  ein.  Bei  dem  Zeiger  2n-|-^  ergeben 
sich  die  Endformeln  des  vorhergehenden  Paragraphen,  Bei  dem 
Zeiger  2n-\-2  stellen  sich  die  beiden  Grössen  Po,  Qo,  welche  den 
Anfang  der  Entwickelung  von  if  bilden,  zusammen  ein.  Sejtzt 
man   in    dem    angehängten   Theile    statt   eines   Quotienten    \yie 

—  ön-r-i  den  Werlh  0;  so  erhält  man  beim  Zeiger  n-^r-\-2 
die  beiden  Grössen  Pn-r?  ^D-r*  welche  ein  zusamraengebörigQS 
Paar  aus  der  ursprünglichen  Entwickelung  von  K  bilden.  Dem- 
nach kann  man  nicht  allein  jedes  spätere  Paar  solcher  Grös- 
sen, wie  Pn+r,  ^n+r»  soudem  auch  jedes  frühere  Paar,  wie 
Pn-ry  Qn-T9  dis  in  det  Fortsetzung  der  Entwickelui^g  un- 
terhalb des  Paares  Po^  ^q  liegend  betrachten,  wenn  man 
im    letzteren    Falle    auf    den    Quotienten   an.i    die   Quotienten 

0,  «n-l,    Äii-2  ...    ön-ri    0    folgCU    läSSt> 

VI.  Von  jetzt  an  werden  wir  unter  der  Kombination 
(6)  der  beiden  mit  gleichen  Perioden  begabten  Entwickelungen 
IT  und  ÜT',  wodurch  eine  neue  Entwickelung  von  K  gewonnen 
wird,  also  unter  der  Kombination  K{m)  komb.  K'  in)  im  engeren 
Sinne  den  Werth  des  Kettenbruchs 

[öO)    öl,    «2...    ffw-1  >    0,    — ö  n-l»    —  fl.n-2  .  .  .     —  a  \\ 

verstehen,  worin  der  Schluss  nach  der  Formel  (8)  gebildet,  also 

—  a\  der  letzte  angehängte  Quotient  ist,  welchem  in  der  Kom- 
bination der  Zeiger  m^n — 1  zukommt,  sodass  in  der  neuen 
Entwickelung  von  K  der  Werth  Q\  in  dei*  Reihe  der  Grössen 
Q  bei  dem  Zeiger  m-\^n  erscheint. 

Man  hat  nun   folgende  wichtige  Sätze.     Wenn  r  die  Glie- 
derzahl der  gleichen  Perioden  von  K  und  K'  bezeichnet;  so  ist 
die  obige  Kombination  (jß)  auch  gleich  der  feigenden 
(9)  '   K  {m-\-vr)  komb,  K'  (n-ftr) 

worin  v  irgend  eine  willkürliche  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Denn    offenbar  wird  die  letztere   Kombination  erhalten,   wenn 
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man  statt  des  QaotieDlen  0  in  der  Kombiaation  (6)  die  Qao- 
iienteiNreifae 

einschaltet.  Die  zweite  Hälfte  der  Quotienten  dieser  Reihe 
reproduzirt  aber,  wie  man  schon  sub  V  gesehen  hat,  die  Nä^ 
herun^swertbe  der  ersten  Hälfte;  sodass,  angekommen  bei  den 
beiden  letzten  Quotienten  —  am+t,  — a«  dieser  Reihe  resp.  die 
beiden  Näherungswerthe  Knt^i,  Ä._i  reproduzirt  sind. 

Die  nämlichen  beiden  Näherungswerthe  in  der  nämlichen 
Reihenfolge  entstehen  nun  ebenfalls  in  der  Kombination  (6) 
durch  die  beiden  Quotienten  Am-i,  0.  Hieraus  folgt,  dass  die 
fernere  Fortsetzung  sowol  der  Kombinatton  (6),  als  auch  die 
der  Kombination  (9)  durch  die  letzten  Quotienten  von  — a^^t 
In»  — a'i  genau  dieselben  Näherungswerthe  hervorbringen  muss, 
dass  also  beide  Kombinationen  einander  gleich  sind. 

Sowie  die  Vermehrung  der  Zeiger  m  und  n  in  (6)  um 
Ein  und  dasselbe  Vielfache  der  Gliederzahl  der  Periode  ohne 
Einfluss  auf  den  Werth  der  Kombination  ist;  ebenso  ist  es  die 
Verminderung  der  Zeiger  m  und  n  um  ein  solches  Vielfaches, 
wofern  nur  die  neuen  Zeiger  m  —  vr  und  n  —  vr  in  K,  und  in 
K'   die  obere  Gränze  der  Perioden   nicht  überschreiten. 

Aneh  ist  klar,  dass  man  unbeschadet  des  Werthes  der  Kom* 
bination  (6)  die  Zeiger  m  und  n  um  jeden  beliebigen  posi--^ 
(iven  ganien  Werth  w  vermehren  oder  vermindern  kann, 
wofern  nur  l>ei  der  Verminderung  in  K  oder  in  K'  die  obere 
Gränze  der  übereinstimmenden  Glieder  (welche  zuweilen 
noch  oberhalb  der  Perioden  liegen)  nicht  überschritten  wird. 

Vn.  Sucht  man  also  alle  möglichen  verschiedenen 
Kombinationen  von  K  und  K' ;  so  erhält  man  dieselben,  indem 
man  zunächst  für  m  und  n  die  Zeiger  von  irgend  zwei  in 
den  Perioden  liegenden  Stellen  aus  K  und  K'  nimmt, 
welche  die  Bedingungen  (1)  erfüllen,  und  alsdann  feigende  zwei 
Reihen  von  Kombinationen  bildet: 

(10)  K(m\  (iw+r),  (w-(-2r)  ...  komb.  K' (n) 

(11)  K(m)  komb,  K' {n\  («-fr),  (n+2r)  ... 

I«  diesen  heid^  Ridlhen  dnd  nur  die  eisten  KooitHoationeR 
ir(m)  komb,  K'  {n)  einander  gleich. 

So  würden,  in  dem  obigen  Beispiele  alle  verschiedenen 
Kombinationen  durch  die  beiden  Reihen 

Jif(O),  (3),  (6)  ...  komb.  K'  {\)  und 

ir(0)  komb.  r(l),  (4),  (7)  ... 
vollständig  dargestellt  seio.^ 

.    Der  nähere  Zusammenhang    zwischen    den    btiden  Reiben 
von  Kombinationen  (10),  (11)  wird  in  §.  84  erläutert  werden. 
Wir  bfljaerken  noeb^  dass  offenbar 
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K(m)  komb.  K' [0)^K(m)  ^  - 
Ist,    dass  also   darch  die  Anhangung    von  K'  (0)  an  Jir(iii)    der 
Werth  von  K[m)  nicht  geändert  wird. 

VIII.  Aus  Vorstehendem  erkennt  man,  dass  zwei  Entwicke- 
langen K  nnd  K\  in  denen  von  gewissen  Zeigern  m  nnd  n  an 
die  Glieder  übereinstimmen,  mehr  als  Eine,  und  zwar  un- 
endlich viele  verschiedene  Kombinationen  nar  in  der  Vor- 
aussetzung  ergeben  k(Hinen,  dass  jene  Entwjckelungen  perio- 
disch seien.  Wären  sie  nicht  periodisch,  gleichviel  ob  sie 
eine  unendliche  oder  endliche  Länge  besässen;  so  würden  alle 
jene  Kombinationen  offenbar  immer  die  nämlichen  Werthe  dar- 
stellen^ sodass  es  alsdann  eigentlich  nur  Eine  Kombination 
zwischen  K  nnd  K'  gäbe.  Diese  Bemerkung  hat  Wichtigkeit  für 
den  in  §.  87  ff.  zu  untersuchenden  Fall,  wo  die  Determinante 
D  ein  vollständiges  Quadrat  ist. 

Ausserdem  ist  klar^  dass  wenn  K  und  K'  zwar  unendlich 
und  periodisch,  aber  doch  von  der  Beschaffenheit  wären,  dass 
die  Periode  zweigliedrig  und  alle  Quotienten  in  der 
Periode  den  Werth  null  besässen,  die  unendliche  Man- 
nichfaltigkeit  des  Anschlusses  in  den  Abständen  verschiedener 
Perioden  doch  zu  keinen  verschiedenen  'Kombinationen  fahren 
würde,  indem  je  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Quo- 
tienten wie  011=0,  00+1=^0  stets  dieselben  vorhergehenden  Nä* 
herungswerthe  regelmässig  wiedererzeugen  würden,  was  ans  dem 
Schema 

-Wn-J  iVa-i 

-9fn-l  iVn.i 

erhellet«  Also  auch  in  einem  solchen  Falle  würde  nur  von 
einer  einzigen  Kombination  zwischen  /T  und  K'  die  Rede 
sein  können.  Diese  Bemerkung  ist  von  Wichtigkeit  für  den 
in  §•  94  ff.  zu  untersuchenden  Fall,  wo  die  Determinante  J9 
negativ  ist. 

$.  74.  IBeäemiumg  der  J^armci»  äee  §.  €9  fttr  4ie 

Gieichungen  vm  t$weUeu  €irade. 


I.    Wenn  in  der  Gl.  (2)  des  §.  68,  welche 

(t)         ^0    itfn-l'  —  2Po    Jtfn-l    Na^i  —  Q.i    iV„.i»  =  (-  1  /    Q^ 

ist,  die  Grössen  Qo,  Po,  Q^i  und  (—1)**  ^n  wie  ^ier  gegebene 
positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  dagegen  Mn^i  und  JVn_i 
wie  zwei  gesuchte  ganze  Zahlen,  welche  relativ  prim  sind 
angesehen  werden;  so  entspricht  Dies  einem  gewissen  Falle  der 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  zwei^ 
ten  Grade  mit  zwei  Unbekannten.    Hierdorch  erhält  jene 
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Formel  für  die  nDbestifDinte  Analytik  eine  besondere  Wichtig- 
keit. Den  Sehliissel  zor  Verwendung  jeneir  Formel  in  der  be- 
zeichneten Absicht,  was  den  Gegenstand  des  fünften  Abschnittes 
ausmacht,  liefert  folgende  Betrachtung. 

II.  Wenn  iV«  ^o»  ^.i  bekannte  Zahlen  sind;  so  ergibt  sich 

jp p* 

aus  der  Beziehung  ß-i  =  — jz — -  der  Werth  der   Determi- 

nante  D  in  der  Form 

(2)  Z>  =  Po*  +  öo^-i 

Dieser  Werth  von  D  ist  stets  eine  ganze  Zahl,  und  wir 
setzten  vorläufig  auch  voraus,  dass  er  positiv  und  kein  voll- 
kommenes Quadrat   sei.     Ausserdem  entspricht  er  der  Be- 

dingnng  (2)  in  §,  59,  wonach  ß-i  =  — ^ — -  eine  ganze  Zahl 

sein  soll. 

III.  Nun  ist  klar,  dass  jede  zwei  relative  Primzahlen  M^u 
JV„.i,  welche  die  Gl.  (i)  füllen,  nebst  der  Zahl  (—1)"  ft,  in 
der  schon  mehrfach  erläuterten  Weise  zum  Vorschein  kommen 
müssen,  wenn  man  den  Ausdruck 

(,)  AT-  »^ 

in  einen  Kettenbmch  mit  gewissen,  noch  näher  zu  bestimmen- 
den Qaotienten  entwickelt. 

Denn  entwickelt  man  den  rationalen  Bruch  -rr^  in  einen 

JV..1 

Ketlenbrnch  [a^  tfi»  at. ..  a^^]  ond  nimmt  nun  die  entstehenden 
Quotienten  der  Reihe  nach  als  willkürlidie  Quotienten  der  Ent« 

Wickelung  von  jf  =  ■      Z^       an;  so  gilt  für  jeden  Zeiger  die 

Gl.  (2)  des  §.  68.  Offenbar  sind  aber  die  Zähler  und  Nenner 
des  Nftfaerungsbmches  vom  Zeiger  n  —  1  die  Grössen  ilfn-it  iVa^f, 

Ulf 

für  welche  -r—^  =  [ao,  «i . . .  «n-i]  gebildet  war.    Es  ist  also  die 

Eine  Seite  der  Gl.  (2)  des  §.  68  mit  der  betreffenden  Seite  der 
obigen  Gl.  (1)  ganz  identisch.  Demnach  müssen  auch  die  an- 
deren Seiten  einander  gleich  sein,  d.  h.  es  muss  der  Werth  der 
gegebenen  Grösse  (-—1)*'  Qu  gleich  der  für  den  Zeiger  n  sich 
ergebenden  Zahl  aus  der  Reihe  der  Q,  multiplizirt  mit  ( —  1)"  sein. 

Als  Beispiel  wollen  wir  statt <jI.  (i)  die  folgende  Gleichung 

nehmen.     In  Gestalt  der  Gl.  (1)  ist  dieselbe 

5a?«-2(-3)a?y  — I7y«==-ß0 
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Hftfi  bftt  hier  ^«=5,   A»  — 3,   0.,  «=  17,  al8ol>s:« 
<— 3)*-f  5 .  17=94.  Diese  GMchang  ist  erfillt  durch  s^%  y=»7. 

Entwickelt  man  den  Bruch  —  =  --  in  einen  Kettenbruch;    so 

9        7- 

9 
kommt  ---=[1^  3^  2].     Nimmt  man  diese  Quotienten  als  Quo- 

i/*94 3 

tienten  der  fintwickelung  von  K=^ jr ;   so  ergibt  sich 

K94-3         .    ,     1 

5  _/94+8    _«    ,   1 


x% 


_.    _6  ^K94  +  10_g        1 

~1/'94~10  —  t  "^^3 


1 

K94~12 

50 

^»— ]/^94  +  12 

« 

n        Pb 

QA- 

'^YQn     a. 
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3        -12 
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Man  sieht,  dass  hier  in  der  That  für  den  Zeiger  n  —  1  =2 
die  Grössen  Jfttt=9,  Nt^^l  und  für  den  Zeiger  j»e=  3  di«  Grösse 
(^l)»ß5«:s  — 50  erscheint 

Wenn  also  der  Werth  auf  der  rechten  Seite  der  gegebenen 
Gleichung    (1)    fähig    ist,    in    irgend    einer  Entwickelung    von 

^3= 7?^-^  uBlcr  den  Grössen  (^.l)»©«  ^  erscbrioeB;  so 

liefern  Zähler  und  Nenner  ilfn.!,  iVn.i  des  Näherungsbriiches  von 
vorhergehenden  Zeiger  eine  Auflösung  jener  Gleichung  in  relativ 
primen  Zahlen. 

Besitzt  die  rechte  Seite  jener  Gleichung  diese  fährgkeit 
nicht;  so  ist  die  Auflösung  in  relativ  primen  Zählen  anmögli  eh. 

IV.     Um  nun  jene  rechte  Seite. der  Gl.  (1),  welche  wir  jetzt 
ipit  q  bezeichnen  wollen^  sodass 
(4)  ^=(-.l)n(?.  also  ß„  =  (-l)°y=  +  y 

ist,  auf  die  zuletzt  erwähnte  Eigenschaft  zu  prüfen,  und  zugleich 
einen  Weg  zu  finden,  auf  welchem  man  zu  den  von  vorn  her- 
ein unbekannten  Quotienten  ao,  ai . . .  an.!  und  demnach  zu  der 
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Ifesiicbten  Anflöscuig  [oo»  Hi . .  .  a^t]  «^  i^^  gelaagen  kams  k»- 

merken  wir  Folgendes. 

Wenn  q  die  fragliche  Eigenschaft  besHzt ;  so  daif  also  eine 

Spttftickeliuig  von  K  »>  ■  r*  ^  mit  irgend  welchen.  QooCienian 
auf  ein  Glied  von  der  Form 

fähren  kann;  so  mnss  es  nach  §.  73'and  71  eine  positive 
oder  negative  Zahl  p  geben,  welehe  nnmerisch  ^\q 
und  von  solcher  Beschaffenheit  ist,  *dass  die  Ent- 
wiefcelvog  von  . 

mit  grössten  Subquotienten  dieselbe  Periode  besitzt 

wie  die  Entwickelnng  von  Jir  = ^   ^. 

y.  Vor  allen  Dingen  hat  man  also,  da  anch  für  die  Grösse 
K'  die  Bedingung  (2)  in  §.  59  erflüilt  sein  muss,  diejenigen 
Werthe  von  p  aufzusuchen,  für  welche 

.  1 X— ascf  eine  ganze  Zahl  oder 

wird.  Diese  Untersuchung  wird  in  den  nächstfolgenden  Parar 
graphen  geführt  werden. 

VI.  Hat  man  hierdurch  einen  zulässigen  Werth  für  v 
gefunden,  und  sich  überzeugt,  dass  die  Entwickelung  von  it' 
dieselbe  Periode  besitzt,  wie  die  von  üf;  so  kann  man  diese 
beiden  Entwickelungen  nach  §.  7}  kombinirea,  also  bewies 
ken,  dass  -^q  in  der  Reihe  der  Grössen  (— l)"^n  erscheint. 
Ergibt  si^h  hierbei  die  letztere  Grösse  nicht  blass  nach  ihreni 
absoluten  Werthe,  was  jedesmal  der  Fall  sein  wird-,  s^dem 
auch  nach  ihrem  Zeichen;  so  stellen  Mn^u  ^n-i  sofiort  eine 
gesuchte  Auflösung  dar. 

Da  sich  zwei  periodische  Entwickelungen  an  unendlich 
vielen  Stellen  kombiniren  lassen;  so  wird  es  im  allgemeinen 
eine  uoendliche  Menge  von  Auflösungen  geben.  D\^  Bequem- 
lichkeit der  Rechnung  macht  aber  für  die  Ausführung  dieser 
Kombinationen  gewisse  Vereinfachungen  wünschenswert b,  mit 
welchen  wir  uns  in  den  §§.  82  ff.  beschäftigen  werden. 
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S.  75.    MmMemreUtm^  wHekm  km  MimUe  tef ,  dNe  ici  4cr 
mitk§hm§  4er  %mm4rmimmrgM  ■  Am»4Hkeke  im  MHUmiHkHm 
vrkmmmem^em  OperaUemem  mu  erMeimem. 

VD  +  Po 

I.  Wenn  der  Aosdrack  K^ss —i zur  Entwickelong 

vro 
in  einen  Kettenbrach  gegeben  ist;  so  sind  die  Gr(tosen  D^  P^ 

O09  Q~i  ==  — n        bekannt.    Wird  nun  yerlrngt,  dass  die  Ent- 

wickelang  mit  grössten  Sabqaotienten  vor  sich  gehe  5  so  sind 
nicht  allein  die  Grössen  P^y  Qm^  sondern  auch  die  Quotienten 
Oa  gesucht.  Verlangt  man  jedoch  eine  Entwicketung  mit  will- 
kürlichen oder  mit  gegebenen  Quotienten  3  so  sind  aach  die 
Grössen  an  bekannt  und  nur  noch  Pm,  Qa  gesucht. 

Im  ersteren  Falle  hat  man  zur  Bestimmung  der  Grössen 
an,  Pn+i»  00+1  die  drei  Grundformeln 

(0    -^ — r*     '  =  gnH ,  worin  ar.+i  positiv  und  >  1, 

Qn  iPn+1  ^ 

(2)  Pn^i=anQn-Pn  odcr   P.  +  ft+l  =  fl.0« 

(3)  0«+!=^^^=^  (?ne.+i=l>-P.+i^ 

im  letzteren  Falle  dagegen  kommen  zur  Bestimmung  von  fn+i, 
0B+i  nur  die  Formeln  (2),  (3)  in  Betracht. 

II.  Obgleich  im  Allgemeinen  die  Grössen  Pf  Q9  sowie  die 
Quotienten,  positiv  und  negativ  sein  können;  so  leuchtet 
doch  ein,  dass  alle  möglichen  Wertbe  der  Grösse  D  —  P*  erhal- 
ten werden,  wenn  man  für  P  nach  und  nach  bloss  die  posi- 
tiven Wertbe  der  aufsteigenden  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3.  .  . 
setzt,  indem  (— P)»  =  (+P)»  ist. 

Nach  Gl.  (3)  ist  klar,  dass  die  Grössen  Q  Faktoren  der 
Glieder  der  Reihe 

A  1>— 1,  I>  — 4,  />  — 9  .  . .  D'-f  ..  . 
welche  Glieder  wir  kurz  mit 

•A>>  ^u  •*•>  •'•  •  •  •  ^f  •  •  • 
bezeichnen  wollen,  sind.    Obgleich  stets /.pssjp  ist;  so  hat  doch 

das  Zeichen  von  p  immer  eine  sehr   wesentliche  Bedeutung 

für  die  Entwickelung  von  K.    Wir  haben  es  also  eigentlich  mit 

einer  Doppelreihe  zu  thun,  in  deren  Mitte  das  Glied  Jo  liegt. 

Denken  wir  pns  demnach  für  eine  gegebene  Determinante, 
z.  B.  für  Z^=94^  diese  Zahlenreihe  J  gebildet,  fassen  wir  dann 
jedes  Glied  /p,  mit  Ausnahme  des  Gliedes  Jo»  vi^ie  ein  Doppel- 
glied /|.t  auf,  von  welchem  der  Eine  Werth  mit  negativem 
Zeiger  dem  absteigenden  und  der  andere  Werth  mit  posi- 
tivem Zeiger  dem  aufsteigenden  Schenkel  einer  nach  bei- 
den Seiten  ins  Unendliche  sich  fortsetzenden  Reihe  anjgehört; 
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so  ergibt  sich,  wenn  wir  daneben  anch  die  Prim^ctoreB  der  «n- 
zelneo  Glieder  notiren, 


a 


J. 

> 

94—   0« 

94 

1.2.47 

/.l 

/. 

94—    1» 

93 

1.3.31 

J-, 

J. 

94—   2» 

90 

1.2.3.3.5 

J^ 

V. 

94—   3« 

8S 

1.5.17 

/-* 

/» 

94—    4» 

78 

1.2.3.13 

/-. 

J, 

94—   5« 

69 

1.3.23 

/-. 

J. 

94—   6» 

&8 

1.2.29 

J-, 

Jt 

94  —   7» 

45 

1.3.3.5 

J-i 

J, 

94—   8» 

30 

1.2.3.5 

/-. 

J. 

94—   9* 

13 

1.13 

/-i. 

•MO 

94—10' 

-6 

-1.2.3 

/-« 

Ja 

94—11' 

-27 

-1.3.3.3 

J-» 

i.. 

94— 12» 

-SO 

-1.2.5.5 

J-1. 

J., 

94  —  13' 

-76 

• 

-1.3.5.5 

/-» 

/.» 

94  —  14' 

-102 

-1.2.3.17 

J-,. 

J.. 

94  —  15» 

-131 

-1.131 

J-u 

Ju> 

94  —  16' 

-1«2 

-1.2.3.3.3.3 

J.K 

Ji, 

94-17' 

-196 

-1.3.5.13 

.    J-» 

Jl. 

94  —  18* 

-230 

-1.2.5.23 

«/-u 

JlQ 

94  —  19» 

-267 

-1.3.89 

/-.« 

JiQ 

94  —  20' 

-306 

-1.2.3.3.17 

«.  s.  w. 

Setzen  wir  die  Determinante  D  wie  f ruber  :=:ä*-\-k,  so- 
dass a*  die  grösste  nnterbalb  D  liegende  Qtiadratzahl  ist;  so 
werden  die  Glieder  von  Jo^=zD  bis  J^=:D -^a*=b  positiv 
und  bilden  eine  abnebmende  Reibe;  die  jenseit  J«  liegenden 
Glieder  sind  dagegen  sämmtlicb  n egativ*  und  bilden  nnmerisdi 
eine  zunehmende  Reibe.  Das  zweideutige  Glied  null  kann 
nirgends  erscheinen.  Durcb  die  Linie  aa  beben  wir  die  positiven 
Glieder  von  den  negativen  gelrennt. 

III.  Wenn  q  ein  Faktor  irgend  Einer  der  vorstehenden 
Zahlen  J^^=^D — p*,  also  D — j»*  durch  q  theilbar  oder 

1>  — ö* 

(4)         -^ — tLs=x|.  eine  ganze  Zahl  oder  D  -^p*=:rq 

ist,  wobei  p  utid  q  sowol  positiv,  wie  negativ  sein  können ;  so 
kehrt  jener  Faktor  q  in  allen  Gliedern  der  obigen  Reibe  wieder, 
welche  um  q  Glieder  von  einander  abstehen.  Diese  spezielle 
Reihe  der  durch  q  Iheilbaren  Zahlen  setzt  sich  in  einer 
leicht  zu  erkennenden  Weise  nach  beiden  Seiten  ins  Un- 
endliche fort,  und  ausgehend  von  irgend  Einem  dieser  Glieder« 
kann  man  alle  übrigen  durcb  einfache  Abzahlung  finden. 
So  bat  man  z.B.  für  9=b5,  wenn  man  von  dem  GliedeiT=24& 
=  9.5  ausgebt; 
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=  .,.-75         30      -85         90        45       -W      -195... 

=  ...-15.5  6.5  17.5  18.5  9.5-10.5  -^39.5... 
IV.  Kehrt  man  in  einer  solchen  Reihe  Jp  (hs  Zeichen  von 
p  um;  so  ergibt  sieb  für  J_p  eine  zweite  Reihe  Wenfalls  durch 
q  theilbarer  Zablen,  in  welcher  die  Wertbe  der  einzelnen  Glie- 
der mit  den  vorstehenden  >genau  übereiniCiiiimen«  Diese  zweite 
Reihe,  welche  im  letzteren  Beispiele  heim  Fortschritte  ton  untoD 
nach  oben 

•   .  •  «/— 17        «/-IS       •/— 7        «/-l        «'s       «/ji        **i3  •   •   • 

sein  würde,  wollen  wir  die  konjugirte  der  er^eren   nennen, 
y.     Allgemein    hat   man,  wenn  w  eine   beliebige    positive 
oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 

(5)  J±p+wq=/>  — (±p+W5)«  =  Z>~p*=f:2!i?p9-M>*9« 

z=s(r^iwq  —  w^q)q    • 
sodass  der  andere  Faktor 'von  q  in  diesem  Glieie  «3r^2ir9 
—  w^q  ist.     Selzt  man 

(6)  — p4-wq  oAtr  wq-^p^s.p'  und 

(7)  r-J-2tt?5f  ;i-i  ^9      -=»r' 

so  erkennt  man  sofort  die  Identität  der  ia  §.  61  vorkommen- 
den Grössen  und  Formein  mit  den  gegenwärtigen.  V\Kr  wollen 
dieselben  zur  besseren  Überdcbt  einander  gegenäber  stellen. 

D  D 

Pu  p 

Qu  f 

On-iQn—D  —  P^^  ra^D-'-p^ 

(*}  \  Pn^l=^anQn—Pn  f    tt=iwq^p 

V^  +  Pn  r      1  VTf  +  P        ,      .       1 

a?n+i  =^^ — 7^- —  a?a-Hi = rr-^ '  • 

Vn+i  r 

VI,  Hiernach  ist  es  npa  leicht,  sich  der  obigen  Zaiü^seilifii 
/zu  bedienen,  um  die  in  der  £lntwickeluiig  von  4?»== JT- 

auftretenden  Grössen  Pn+i,  /*„+«,  P^+z . . .  und  Qn+u  Qa-^i^  Qn-^z .  • ', 
durch  einfache  Abzahlungen  und  Divisionen  darzustellen, 
wenn  für  die  Quotienten  «„,  «n+i;  «n-f 2 . . .  beliebige  Grössen  g  e- 
geben  sind.  Hierbei  fassen  wir  die  Reibe  J  immer  als  eine 
nach  beiden  Seiten  ins  Unendfiche  sich  erstreckende  oder  als 
Doppelreihe  auf,  indem  wir  die  Zählungsrichtung  von  J.  ge- 
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gen  Jh^  dte  positive  oder  Vorworts  gehenci«  und  dils  von 
/f  gegen  J.  die  negative  oder  rUekwärts  gebende  nennen. 
Um  operirt  folgend^rmaassen: 

Da  Pt^=sip,  Qn*=^f^  mn==^w  bekannt  (positiv 'i>de»  negativ) 
siad;  so  geht  mM^  am  zanäebst  i^i+i  ^ssp  =s&^p>^toq  zu  biU 
den,  In  das  Glied  J^p  ein»  dessen  Zeiger  ^p  den  entgegen-» 
gesetzten  Wertb  von  p  hat.  Haben  w  und  q  gleiche 
Zeicben,  ist  also  wq  positiv;  «o  zählt  man  von  jenen  Gliede 
vorwärts  «7mal  q  Glieder  ab:  haben  dagegen  to  nnd  j^  un- 
gleiche Zeichen,  ist  atoo  to^  negativ;  so  zMl  man  vo& jenem 
Gliede  rückwärts  dieselbe  Anzahl  von  Gliedern  ab.  Hierdurc|i 
gelangt  man  in  das  Glied  J_p^^q=Ä=Jp.  =  l>  ^p'*  =  r'5r,  also  z« 
dem  Werthe  Pn+i  «=j»'  = — p-\^wq,    Dividirt  man  dieses  Glied 

durch  ^n3=flf;  so  ist  der  Quotient  — i  =  r'  =  Qn+t» 

q 

Nachdem  man  so  Pn-^i  und  ^n+i  gefänden  hat,  ergibt  sich' 

nach  demselben  Prinzipe  mit  Hülfe  des  ferneren  Quotienten  ^„4.1 

der  Werth  von  Pn+s  und  ^n+s»  indem  man  von  dem  CHMl^ 

/-p'  aasgeht,  oi:  s:  f. 

A«f  diosdfls  Wege  erhält  man  1».  B.  aus  iif= — ^  für 

die  willkürlicben  Quotienten  2,  .t1»  1>  0,-1,  3  folgende  Wertbeu. 


« 

P. 

Ö. 

On 

-l 

n 

0 

3 

5 

2 

1 

7 

9 

-l 

2 

-W 

-18 

1 

3 

-a 

-5  . 

0 

4 

2 

-18 

-i 

5 

16 

9 

3 

6 

11 

.3 

- 

VIL  Will  man  dber  die  Eotwickelnng  von  K  mit  grdssten 
Sa.bqootieo^freii  darstellen*;,  so  sind  die  Quotienten  Oa^^^tif 
nicht  mehr  von  vorn  herein  gegeben  oder  willkürlich,  sondern 
an  die  Bedingung  geknüpft,   dass  wenn  der  genaue  Werth  von 

"?=— er- 

zwischen  den 

^vea  Zahlen    x    and  c-j-l  '^^^^  a.=^to=^-    ^      sei  -  , 

»  0       »        1         »       »        » =      0        » 

|Ven     ))    -(e-f~0  *^       "^        ^*       ^        » =-(c-[-l) » 

'Zahl  ün^^w  lässt  sich   nun  unter  diesen  Bedingungen 

^t  aus  der  obigen  Zahlenreihe  J,  sowol  ihrem  absolu- 

re,  wie  ihrem  Zeichen  nach,  durch  Abzahlung  von  dem 

aas  bestimmen,  wodurch  man  dann  auch  das  folgende 

r'f,  «HtUtt  P^^t'^p:  und  iß,+,=^  =  r'  ephittt. 
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Man  lut  Ueibei  nach  folgenden  leicht  tu  kontlUirsndea 
Bi^ieln  zu  verfahren,  welche  wir  za  grösserer  Deallichkeit  gra— 
{riiisch  darstellen  wollen.  Bei  dieser  griphisdwn  Darstelku^ 
bezeichnet  der  Pfeil  die  Richtung,  in  welcher  man  vom  Gliede 
J-f  ans  bis  zum  Gliede  Jp-  fnrtzuzflhlcn  hat,  indem  das  Gefie- 
der der  Stelle  des  Zeigers  -p  and  die  Spitze  der  Stelle  des 
Zeigers  p'  entspricht.  Wenn  die  Pfeilspilze  in  Beziehung  la 
4er  die  positiven  abd  negaliven  Zahlen  J  trennenden  Linie  aa 
Fig.  2.  Eine  der  beiden  in  Fig.  3  dargeitelltm 

I  Lagen   hat,    so   soll   damit   angedeutet 
werden,  dasa  man  sich  der  Linie  au  von 
I  der  beireffenden  Seite  her  soviel,  als 
<  nur   möglich   ist,   nähere,   also 
I  bis  zn  der   nächsten   auf  jener  Seite 
'  der  Linie  aa  liegenden  durch  q  theilbaren  Zahl  J^-  scbrei- 
mnss.     Wenn  dagegen  die  Pfeilspitze   Eine   der  beiden  in 
Fig.  3.  Fig.  3   dargeslellteu   Lagen   hat;   so 

soll  damit  angedeutet  werden,  dass 
man  die  Linie  aa  nach  der  betref- 
fenden Seile  hin  eben  überschrei- 
ten, also  bis  zu  der  nächsten  jen- 
I  seit  der  Linie  aa  liegenden  durch 
q  tbeÜbaren  Zahl  Jf-  schreiten  muss.  Bei  dieser  Bewegung  Tom 
Gliede  J.,  aus  zählt  man  immer  Komplexe  von  je  e  Gliedern 
ab.  Wfire  unter  den  vorstehenden  Bedingungen  gar  kein  Fort- 
schritt möglich;   so  entspricht  Dies  dem  Falle  (io  =  0. 

Ob  Bm  positiv  oder  negativ  sei,  entscheidet  sich  anter  gleich- 
zeitiger Berücksichtigung  des  Zeichens  von  q  nach  der  desfallsigen 
früheren  Erläuleruög.  Man  erkennt  aber  leicht,  dass  a,  stets  po- 
sitiv ist,  wenn  man  nach  Fig.  l  diesseit  der  Linie  aa  bleibt,  dage- 
gen stets-  negativ,  wenn  man  nach  Fig.  2  die  Linie  aa  über- 
Khreitet,  gleichviel  in  welcher  Richtung  die  Bewegung  «folgt. 
Fig.  4. 
I.        1  U.  lÜ.  IV. 

rs±p\    VD~p     Vß-\-p     VD-p 


.  h 
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Hiernach  wird  die  Fig.  4,  welche  die  Regeln  fdr  die  verschie- 
denen möglichen  Fälle  darstellt,  verständlich  sein.  In  den  Über- 
schriften müssen  unter  p  nnd  q  absolute  Werthe  gedieht 
werden,  sodass  — p  und  — q  negativ  sind.  Man  überzeugt  sich, 
dass  der  zweideutige  Fall>  wofür  f==0=+0  ist,  durchaus  mit 
keiner  Unsicherheit  behaftet  ist. 

Ais  Erläuterung  zu  vorstehender  Figur  mögen  folgende 
spezielle  Fälle  dienen. 


'  94  +  5  ^    ,    1     /944-5  ,    1 

1^4-11^  1     f94  +  13_  1^ 

_27  '^x'     _15  ~^  s 

j  1.       '^94  —  8  ^    ,    1     f^94  — 4  ^    ,    1 

adll.     -^^=       0+^,—^—=       2+p 

V^4--14_       .    ,    1 
«diu      ^^^  +  Q    -21^     >^94+lt_  1 

f94  — 14  ^    ,    1 

—  2  '     57 

Da  in  der  Periode  von  K  jede  Grösse  P<  l'^^  oder 
^  a  ist;  so  folgt,  dass  sich  in  dieser  Periode  die  vorstehende 
Bewegung  auf  die  oberhalb  der  Linie  aa  liegenden  positiven 
Glieder  von  Jo  bis  J«  beschränken  wird. 

Man  erkennt  leicht,  dass  wenn  p  und  pi  zwei  beliebige 
Glieder  Ein  und  derselben  durch  q  theilbaren  Zahlenreihe  sind, 
sodass    man    also   pi  =p-|-t£>9  hat,    die  Entwickelnngen    von 

^—^  und  von    ^-i— = !— ^  -4-  w  mit  irrosslen  Sab- 

q  q  9       ^  ^ 

quotienten  schon  bei  der  nächsten  Entwickelungsstufe  genau  zu 
denselben  Grössen  führt  (§.  72). 


$.  76.  lErste  Methode  der  Aufsuehunff  oller  tMhen  der  dmreh 
4  theilbaren  Mahlen  J  durch  Mestinunung  des  Gliedes  «tif 

Irletnsf  em  Meiger  in  Jeder  M^eihe. 

Es  kommt  uns  jetzt  darauf  an,  alle  verschiedenen  Reihen 
der  durch  q  theilbaren  Zahlen  zu  finden.  Da  die  Zeiger  der 
Glieder  einer  jeden  solchen  Reihe  um  q  Einheiten  von  einander 
abstehen ;  so  genügt  es,  von  jeder  verschiedenen  Reihe  ein  ein- 
ziges Glied  zu  bestimmen.  Hierzu  wollen  wir  gegenwärtig  das 
Glied  Jf  mit  dem  kleiaste  n  Zeiger  ^  ausersehen. 

ScheSler's  unbestimmte  Analytik.  13 
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Von  je  zwei  konjugirten  Reihen  brauchen  wir  offenbar 
nur  Eine  zu  bestimmen^  indem  die  Utnkehrung  der  Zeichen  ^ir 
Zeiger  dieser  Reihe  sofort  die  andere  ergibt.  Im  Allgemeinen 
sind  die  beiden  konjugirlen  Reihen  verschieden.  Für  den 
Fall,  dass  sie  gleich  sind,  dass  also  ihre  Glieder  in  der  Ge- 
sammtreihe  J  aufeinander  fallen,  wollen  wir  die  Eine  Reihe, 
welche  alsdann  statt  der  beiden  konjugirten  in  Betracht  kommt, 
eine  symmetrische  nennen. 

Da,  wie  schon  erwähnt,  die  Differenz  zwischen  zwei  benach- 
barten Zeigern  einer  jeden  gesuchten  Zahlenreihe  ^^q  ist;  so 
muss  von  jeder  möglichen  Reihe  dieser  Art  jedenfalls  Ein 
Glied,  aber  auch  nur  Ein  Glied,  wenn  ^  paar  ist,  unter 
den  Zahlen  von  J,  bis  J^ 

~  1  * 

und  wenn  q  unpaar  ist,  unter  den  Zahlen 

von  J,     .^   bis  j     , 

vorkommen.     Betrachten    wir    also    nur    positive    Zeiger    p\ 
so    muss    von    zwei    konjugirlen    Reihen   die  Eine    ein    Glied 

besitzen^  dessen  Zeiger  nicht  grösser  als  -^  ist. 

Man  bildet  also  die  Zahlen 

\D  —  (  9  )  wenn  jf  paar  ist 

ID —  f  L  J  wenn  9  unpaar  ist 

und  untersucht,  welche  derselben  durch  q  theilbar  sind. 

Ist  keine  durch  q  theilbar;  so  gibt  es  überhaupt 
keine  durch  q  tbeilbare  Zahl  von  der  Form /p=P — p^ 

Jede  Zahl  Jp=^D  — p*  dagegen,  welche  sich  unter  den  genann- 
ten durch  ^  theilbar  erweiis't,  gehört  einer  besonderen  gesachten 
Reihe  an.  J_p  =  Z>  — (--p)*ist  dann  ein  GKed  der  konjugirten 
Reihe. 

Wenn  für  eine  solche  Reihe  p  =  0  ist;  so  ist  die  konju- 
girte  Reihe  mit  derselben  identisch.  Man  hat  es  also  dann  mit 
einer  symmetrischen  Reihe  zu  thun. 

Dasselbe  findet  statte  wenn  sich j9  =  -^  findet,  was  jedoch 

nur  dann  möglich  ist,  wenn  ^  paar  ist. 

In  anderen  als  diesen  beiden  Fällen  können  offenbar  sym- 
metrische Reihen  nicht  auftreten. 

Es  sei  z.  B.  />  =  94,  ^=30;  alsdann  sind  die  Zahlen  von 
Jo  =  94bis  Jq=Ji6  =  94  — 15*=;:— -131zu  bilden.  Dieselben  sind 

8 

schon  in  §.  75    angegeben.     Man  findet,    dass   darunter    zwei 


§.  77.    Ayfiudkmg  der  durch  q  theiOaren  ZM$h  J.     195 

Zahlen,  nämlich  72=90  und  78  =  30  durch  jf= 30  theübar  sind. 
Demnach  hat  man  unter  Berücksichtigung  der  konjugirten  Rei* 
hen  folgende  vier  verschiedene  durch  30  Iheilbare  Zahlenreihen. 

.   .   .  7«38        7_S8        Ji  781        768  .    .   . 

,   .   .  7_81        7^38        7_i        7s8        758   .   .   . 

.  .  .  7^52     7-11     78       788     7e8  ... 

.   .    .  7^68        7.88        7.8        7ff        7^2  .    .  . 

§.  77.  Xweite  und  «teMett«  ein  fächere  Methode  derAufemehwmig 
aiier  M^eihen  der  durch  q  theUbären  MahMen  J  durch  M^^Hm^ 

mung  deu  mweUen  Waktors  r. 

Aus  der  Gleichung  D — p^=rq  folgt 
(1)  D^rq=f 

Es  muss  also  die  Grösse  D  —  qr  ein  vollkommenes  Quadrat 
und  zwar  von  dem  Zeiger  f  eines  Gliedes  der  zu  untersuchenden 
Reibe  sein.  Wir  fassen  das  schon  im  vorhergehenden  Paragra- 
phen betrachtete  Glied  dieser  Reihe  ins  Auge,  für  welches  der 
Zeiger  p  den  kleinsten  Werth  hat,  und  bestimmen  die  GrSnzen, 
innerhalb  weicher  die  Zahl  r  liegen  muss.  Man  braucht  alsdann 
nur  die  diesen  Gränzen  entsprechenden  Vielfachen  der  Grösse 
q  von  D  zu  subtrahiren  und  nachzusehen,  welche  Reste  ein 
vollkommenes  Quadrat  p'  liefern. 

Es  ist  offenbar  nur  nöthig  die  Annahme  zu  machen,  dass 
q  positiv  sei.  Denn  wäre  q  negativ;  so  brauchte  man  die 
durch  gegenwärtige  Methode  für  positive  q  sich  ergebenden 
Werthe  von  r  nur  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmen. 

Da  nach   de/n   vorhergehenden   Paragraphen .  der  Zeiger  p 
.des    von  zwei  konjugirten  Reihen  zunächst  an  der  Zahl  7o  lie- 
genden Gliedes,  jenacfadem  ^  paar  oder  unpaar  ist,  zwischen 

0  und  ^  öder  zwischen  0  und  ^L —    mitbin  der  Werth  qt  die- 
2  2  *• 

ses  Gliedes  zwischen  D  und  ^  — (  9  )    ^^^^  zwischen  B  und 

/"ö  — IV  -  D  —  p* 
D  —  l^—^-^j    liegt;  so  ist  klar,   dass  der  Werth  r=: ^ 


D       .  D  —  KiJ 


des  zweiten  Faktors  jenes  Gliedes  zwischen  —  und 

oder  zwischen  —  und  « Hessen   muss.     Die  erste 

Gränze  von  r  ist  positiv,   die  zweite  kann  jedoch  sowbl  positiv, 

wie  negativ,  wie  null  sein,  jenachdem  D^^  ^*^^  V9  J    ^^^^ 

13* 
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(  -^^  J   ist.    Bezeichnet  also 

ro  den  grössten  Sabqaotienten  von  —  und 

'  "-CO' 

fi  den  kleinsten   Saperqaotienten   von  oder 

^ ,  jenachdem  q  paar  oder  unpaar  ist,  - 

wobei  fo  nicht  kleiner  als  null^  fi  aber  sehr  wohl  negativ  wer- 
den kann;  so  hat  man  in  die  Formel  (2)  für  r  nach  und  nach 
die  Werthe  ^ 

ro     fo-^iro — 2     ro  — 3     ...     fi 

zu  gubstitoiren.    Die  Differenz  zwischen  n  und  n  kann  niemals 


den  Werth  der  Differenz =^  übersteigen,  so- 

.  q  q  4 

dass  im  Allgemeinen  Eine  Substitution  mehr  zu  machen  sein 
wird,  als  ganze  Zahlen  unterhalb  des  Werthes  -fliegen.  Da  nun 

aber  die  eben  genannten  Substitutionen  zu  folgenden  Werthen 

.(D-roq)    (2>-ro9)  +  ?    (l>-ro?)4-2^    (Z>-ro?)  +  3^.. . 

(/?  — ro^)  +  (ro  — rOjf 

führen;  so  hat  man  ganz  einfach  die  Grösse  D — rof  zu  bilden 
und  dieselbe  als  erstes  Glied  einer  Reihe  zu  nehmen,  wovon 
jedes  folgende  um  q  Einheiten  grösser  ist  als  das  vorhergehende. 
So  oft  man  hierdurch  auf  ein  vollkommenes  Quadrat  p*  stösst, 
hat  man  den  Zeiger  p  einer  durch  q  theilbaren  Zahl  J  gefunden, 
welche  immer  einer  neuen  Reihe  angehört  Ist  für  ein  solches 
Glied  {D'—roq)-\'tnqA,\.  Z>  — (r©  —  m)  ^=p';  so  hat  man  fUr 
den  zweiten  Faktor  r  =  ro  —  m. 

Das  gegenwärtige  Verfahren  erfordert,  wenn  wir  kurz  mit 

•j  die  ganze  Zahl  ro  —  n   andeuten,  nur  die  T-^  Jmalige 

Addition  einer  konstanten  Grösse  q  und  Yergleichung 
der  sich  ergebenden  Zahlen  mit  einer  Tafel  der  Quadratzahlen, 
um  diejenigen  zu  markiren,  welche  vollkommene  Quadrate  sind. 
Das  Verfahren  des  vorhergehenden  Paragraphen  dagegen  erfor- 
derte   die   doppelte   Anzahl   viel   umständlicherer   Operationen, 

nämlich  die  f  ^  Jmalige    Subtraktion    verschiedener   Quadrate 

und  Untersuchung  y    welche   der  entstehenden  Zahlen  durch  q 
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tbeilbar  seien,  welches  Letztere  noch  ebenso  viel  Divisionen  oder 
die  Zahülfenahme  einer  Faktorentafel  nöthig  macht. 

Beispiel    1.      Es  sei  J9=94,   ^=102,   also  q  paar  und 

1=51.  Jetzti8t|=-^.  _?_=iL-^^'=_24iL, 

alsoro=0,  ri  =  —  24,  ro — r^  ==24  und  zuvörderst J9  —  r^q=^^. 
Dies  gibt  folgende  Rechnung 

ü y Demnach   hat   man  in  diesem  Falle 

102  =jf  die  beiden  Reihen  resp.  für  p  =  14 


ro=  0  94                    und  p  =  20 

-1  196  =  14* 

-2  298 

-3  400  =  20*             .     - 

-4  502 

-5  «04              J.t92— --835.  102     J-m6=  —  801  .  102 

-6  706              J.i9o=  — 353.102     J.i84=  —  331 .  102 

-7.  808              ./.„=—    75.102     J.g,  =—    65.102 

-8  910     .         J,4    =—      1.102     Jfo    =—     3.102 

-9  1012              Jh6—  — 131.102     Ji„  =  —  145.102 

-10  1114              J,o8  =  —  465.102     Jm=  — 491.102 

-11  1216 

-12  1318 

-13  1420 

-14  1522 

-15  1624 

-16  1726                    und   ausserdem   die   konjugirte   von 

-.17  1828                    jeder  dieser  Reihen,  für  welche  nur 

-18  1930                    die  Zeiger  die  entgegengesetzten  Zei^ 

-19  2032                *    eben  annehmen,  für  welche  also  Ein 

-20  2134                    Glied  resp.  den  Zeiger  p=:-*  14  und 

-21  2236                    p=— 20  hat. 

-22  2338 

-23  2440 

ri=  -24  2542 

Beispiel  2.  Es«oijDa=94,y=23,alsojfttapa»randiy-  =  ll. 

.  .  .'  .  O       94       ,2              V2y        94-11*  ,   4 

Jelzt  ist  -  =  -  =  4-, =  _-^— =    -1—, 

also  ro  =  4,  ri  =  — 1,  ro— ri  =  5  und  zuvörderst  D  —  rojf=2. 
Dies  gibt  folgende  Rechnung 


23  — q 

ro=     4 

2 

3 

25  =  5* 

2 

48 

1 

71 

0 

94 

n— -1 

117 
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r      'Iß   .  ,    fn 

-_/ _ —         Demnach   hat  man   in   diesem  Falle 

Tür  /?  =  5  die  Reihe 

J.,1  =  —  69  .  23 
J-i8  =  — 10.23 
^3  =  3  .  23 
J„  =  —  30.23 
und  ausserdem  die  konjugirie  Reihe. 

Beispiel  3.  Es  sei  J0=94, 5=13,  also  q  unpaar  und  2—.  =  6. 

q        13  13'  q  13  *13'^**^ 

ra  =7,  Ti  =  5,  ro  —  ri  =  2  und  zuvörderst  />  —  roj  =  3.     Dies 
gibt  folgende  Rechnung 

~Y^ Demnach   hat  man   in  diesem   Falle 

.: ^^  =  y  für  p=4  die  Reihe 

ro  =  7  3 

6  16  =  4*  J.,=      1.13 

n  =  5  29  J,   =      6.13 

Ji7  =«10.13 
und  dazu  die  konjugirte  Reihe. 

Beispiel  4.   Es  sei  Z>=94,  ^=6,  also  q  paar  undi  =  3. 

Jetzt  ist  ^=^=  15  J.  ^^  =  ^-izil^  =  14^      also 

jf        6  6'  5  6        —       6' 

r#  =  1 5,  n  =  1 5,  ro  —  ri  =  0.    Ist  milhin  nicht  schon  />  —  rotf  =  4 

eio  vollkommenes  Quadrat;  so  gibt  es  eine  gesuchte  Reihe  überall 

Dicht.    In  der  Tbat  ist  aber  dieser  Werth  4  =  2*  ein  Quadrat; 

man  hat  also  für  p  =  2  die  Reihe 

...       JlO  J_4  J,         ^       Jg  Jl4     .  .  . 

=  ...—1.6        13.6         15.6       5.6    —17   6. 
und  daneben  die  konjugirie  Reihe. 

§.  78.   A»k»nt»mg  «er  *mnife»eit««n  Meetumng  fOr  «eftr  «roM« 

Werthe  von  q. 

I.  VVenn  die  Zahl  q  sehr  gross  ist,  wird  es  erwünscht  sein, 
die  vorstehende  Rechenarbeit,  obgleich  dieselbe  nur  fn  Addi- 
tionen besteht,  soviel  als  möglich  abzukürzen,  indem  man  die- 
jemgen  zwischen  den  Gränzen  u  nnd  r.  für  r  liegenden  Zahlen 
von  der  Form  D-rq,  welche  unmöglich  vollkommene  Quadrate 
werden  können,  von  der  Berechnung  ausschliesst. 


§,  78.    Abkürzung  für  grosse  Werthe  von  qf 
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Zu  diesem  Ende  ei*wäge  man,  dass  eine  Qaadraizahl  nor 
mit  Einer  der  sechs  Ziffern  0,  1,  4,  5,  6,  9  schliessen  kann, 
dass  also  jede  Zahl,  welche  mit  Einer  der  vier  Ziffern  2,  3,  7,  8 
sc^hliesst,  unmöglich  ein  Quadrat  sein  kann.  Die  aus  D—rq 
hervorgehenden  Zahlen  der  letzteren  Art  lassen  sich  aber  leicht 
von  der  Berechnung  aiisschliessen,  wenn  man  statt  der  im  vori- 
gen Paragraphen  bezeichneten  Einen  Tabelle  deren  zehn  anlegt, 
in  deren  jeder  r  nicht  um  1 ,  sondern  um  1 0  variirt.  In  jeder 
dieser  zehn  Tabellen  werden  alle  Zahlen  mit  derselben  Ziffer  schlies- 
sen; man  unterdrückt  daher  gleich  von  vorn  herein  diejenigen  Tabel- 
len, welche  mit  Einer  der  Ziffern  2,  3,  7,  8  schliessen  würden. 


Wäre  z.  B.  Z?  =r  11 ,  jf  ===  327,  also  q  unpaar  und  ^-- —  =  i 

4i 


63, 


^  />        11 

ferner  —  =  -— -, 
q       327' 


"-(V)" 


11-163* 


71 


=  -8l3^,mil- 


q  327 

hin  ro=^0,  ri==---81,  ro  — ri  =  81  und  D  —  rQq=ii;  so  stellen 
wir  zur  besseren  Übersicht  er^t  den  Anfang  der  Einen  Tabelle 
aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  für  die  zehn  ersten 
Werlhe  von  r  dar.     Dies  gibt 


D — rq 


327  =  q 


ro=  0 

11 

-l 

338 

-2 

665 

-3 

992 

-4 

1319 

-5 

1646 

-6 

1973 

-7 

2300 

-8 

2627 

-9 

2954 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  vier 
mit  r=*=  —  1,  —  3;  —  6,  —  8  anfan* 
genden  Tabellen  ausznschliessen  sind, 
indem  die  Zahlen  D  —  rq  derselben 
resp.  mit  8,  2,  3,  7  schliessen,  folg- 
lich durchaus  keine  Quadrate  liefern 
würden. 


Demnach  hat  man  es  nur  mit 
sechs  Tabellen  zu  thuu,  welche 
resp.  mitr=0, — 2,  —4,  —5,  —7,  ^-9  anfangen.  Dieflelben 
sind,  indem  man  beachtet,  dass  jetzt  statt  q  immer  das  lOfaehe 
davon,  also  10^=3270  zu  addiren  ist, 


r  D — rq 

r 

D—rq 

r  D—rq 

r 

n    rq 

r 

D     rq 

r  D—rq 

.  3270 

-2 

3270 
665 

3270 

3270 

» 

3270 

3270 

0    11 

-4   1319 

-5 

1646 

-7 

2300 

-9   2954 

-10   3281 

-12 

3935 

-14   4589 

-15 

4916 

-17 

.5570 

-19   6224 

-20   6551 

-22 

7205 

-24   7859 

-25 

8186 

-27 

8840 

-29   9494 

-30   9821 

-32 

10475 

-34  11129 

-35 

11456 

-37 

12110 

-39  12764 

-40  13091 

-42 

13745 

-44  i  4399 

-45 

14726 

-47 

15330 

-49  1 6034 

-50  16361 

-52 

17015 

-54  17669 

-55 

17996 

-57 

18650 

-59  19304 

-60  19631 

-62 

20285 

-64  20939 

-65 

21266 

-67 

21920 

-69  22574 

-70  22901 

-72 

23555 

-74  24209 

-75 

24536 

-77 

25190 

-79  35844 

-80  26171 

A 


200      Vierter  Abicknitt.     Unendliche  period.  Kettenbrücke. 

Da  bierunter  kein  Quadrat  vorkommt;  so  kann  6s  keine 
durch  ^=327  theilbare  Zahl  von  der  Form  /?— p*  =  tl  —  p* 
geben. 

II.    Die  vorstehende  Abkürzung  gentigt  bis  zu  dem  Werthe 


i_ 


von  etwa  S.=  100  oder  ö=400.    Ist  q  noch  bedeutend  grösser 
4 


bis  -^slOOO  also  9  =  4000;   so   kann  man,   nachdem  man  in 

jeder  der  zuletzt  beschriebenen  Tabellen  10  Glieder  berechnet 
hat,  noch  eine  grössere  Menge  von  Zahlen  durch  die  Betrach- 
tung unterdrücken,  dass  die  zwei  letzten  ZilTern  eines  Qua- 
drats nur  die  folgenden  sein  können. 

00 


Ol 

04 

25 

16 

09 

21 

24 

36 

29 

41 

44 

56 

49 

61 

64 

76 

69 

81 

84 

96 

89 

Dies  sind  von'iOO  möglichen  nur  22  zulässige  Kom- 
binationen, also  etwa  der  5te  Theil. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  wenn  man  in  D  —  rq  dfe 
Grösse  r  um  100  variiren  lässt,  die  zwei  letzten  Ziffern  der 
entstehenden  Zahlen  immer  dieselben  sein  werden;  so  kann  man 
in  den  zuletzt  erwähnten  Tabellen  alle  diejenigen  Zahlen  un- 
terdrücken, deren  letzte  zwei  Ziffern  der  vorstehenden  Bedingung 
nitht  entsprechen.  Aus  den  übrig  bleibenden  bildet  man  die 
Anfangsglieder  von  ebenso  viel  neuen  Tabellen,  in  welchen  rum 
100  variirt  und  demnach  immer  der  Werth  100  f  zu  addiren  ist. 

Wollte  man  hiernach  in  dem  letzteren  Beispiele  die  Zahlen- 
bildung über  r=  — 100  fortsetzen  (was  hier  nur  den  Zweck 
der  Erläuterung  unseres  Rechnungsverfahrcns hat);  so  würde  man 
aus  der  ersten  Tabelle  nur  die  Werihe  D—\0q=328^,  D^30q= 
9821,  2>— 50^=16361,  J9  —  70^  =  22901,  Z>  — 90^=29441 
beizubehalten  haben ;  was  zunächst  fünf  neue  Tabellen  ergibt^ 
wovon  die  erste 

D  —  rq 


32700  = 

=  100^ 

-10 

3281 

-HO 

35981 

-210 

38681 

-310 

71381 

u. 

s.  w. 

ist.  Aus  der  zweiten  obigen  Tabelle  würde  nur  die  einzige 
Zahl  />  — 82y  =  26825  beizubehalten  sein,  welche  die  neue 
Tabelle 
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32700  — IOO7 

-82 

26825 

-182 

59525 

-282 

92225 

-382 

124925 

u.  s.  w. 
ergibt,   u.  s.  w. 

III.    Käme  ^  an  10000  oder  q  an  40000;  soköDoteman 

nach  dem  vorstehenden  Prinzipe  fortfahren,  nachdem  man  in 
jeder  der  zuletzt  berechneten  Tabellen  10, Glieder  berechnet 
hätte,  diejenigen  zu  unterdrücken,  welche  unter  Berücksichtigung 
der  drei  letzten  Ziffern  zu  keinen  Quadraten  fuhren  können. 
Bei  den  neu  zu  bildenden  Tabellen  variirt  alsdann  r  um  tOOO 
und  es  ist  immer  1 0X)0  q  zu  addiren ;  u.  s.  f.  Die  drei  Ziffern, 
welche  den  Schluss  einer  Quadratzahl  bilden  können,  sind  in 
folgender  Tabelle  zusammengestellt 


dritte  Ziffer   yon  hinten 


0,  1,  4,  5,  6,  9j  00 

0,  2,  4,  6,  8  Ol 

1,  3,  5,  7,  9  21 

0,  ?,  4,  6,  8  41 

1,  3,  5,  7,  9  61 
0,  2,  4,  6,  8  81 

0,  1,  ?,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  04 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  24 

0.  J,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  44 

0,  I,  3,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  64     ' 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  84 

Dies  sind  159  zulässige  von 
nur  der  6te  bis  7te  Theil. 


(U0  lebten 

zwei 

Ziffern 


dritte  Ziffer  von  hinten 


0,  2,  6  25 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  16 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  36 

0,  I,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  56 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9  76 

0,  1,  2,  3,  .4,  5.  6,  7,  8,  9  96 

0,  2,  4,  6,  8  09 

1,  3,  5,  7,  9  29 

0,  2,  4,  6,  8  49 

1,  3,  5,  7.  9  69 
0,  2,  4s  6,  8  89 

1000  möglichen  Formen ,  also 


die  lelilMi 

iwei 
Ziffern 


§.  79.    Vereinfachung  flkr  äen  Foll,  da$M  Wmktmren  der  Mmki 

q[  bekunnt  emä. 

I.  Eine  wesentlicbe  Erleichterung  der  nach  §.  77  anzu- 
stellenden Ermittelung  stallt  sich  heraus,  sobald  von  der  Zahl 
q  relativ  prime  Faktoren  bekannt  sind.  Angenommen,  es  sei 
q=q  q" q"  •  •  .  wnd  keine  zwei  der  Faktoren  q\  q\  q"  be- 
sitzen ein  gemeinschaftliches  Maass.  Zuvörderst  ist 
klar,  dass  die  durch  q  theilbare  Zahl  von  der  Form  D — p^ 
durch  jeden  einzelnen  der  Faktoren  q\  q\  q"  .  .  .  theilbar  sein 
tBUss.  i^MQ  kann  also  damit  beginnen,  alle  möglichen  Reiben 
der  Zahlen  J  aufzusuchen,  welche  resp.  duixh  q,  q  ,  q"  .  •  • 
theilbar  sind*     Findel  si(^  schmi  hierbei,   dass  es  für  ßinen 
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dieser  Faktoren  eine  gesachte  Reibe  nicht  gibt;  so  ist  die 
ganze  Aufgabe  unmöglich. 

Findet  man  aber  für  jeden  Faktor  Eine  oder  mehrere 
Reihen;   so  hat  man  von  jeder  dieser  Reiben    die  Werthe    der 

nicht  über  -^ ,  resp.  nicht  über  *-r —  liegenden  Zeiger  zu  bil- 
den und  nachzusehen,  welche  Z.eiger  von  gleichem  Werthe 
gleichzeitig  in  einer  Reihe  für  q,  in  einer  Reihe  für  q\  in  einer 
Reihe  für  q"  u.  s.  w.  vorkommen.  Gibt  es  solche  überein- 
stimmende Zeiger  nicht;  so  ist  der  Fall  unmöglich.  Gibt  es 
deren  aber;  so  bezeichnen  dieselben  ebensoviel  Reiben,  deren 
Glieder  durch  das  Produkt  qq  q'  .>.^=q  theilbar  sind. 

So  hätte  man  z.  R.  die  ganze  Rechnung  des  §.  78  für  den 
Fall  D  =  li,  q=327  vermeiden  können,  wenn  man  beachtete, 
dass  327  =  3.109  ist,  dass  also  11 — p*  sowol  durch  3,  als 
auch  durch  109  theilbar  sein  muss.  Nup  findet  man  leicht, 
dass  es  keine  durch  3  theilbare  Zahl  von  dieser  Farm  geben 
kann.     Demnach  ist  die  ganze  Aufgabe  unmöglich. 

Wäre  2^=94,  q=90  gegeben;  so  könnte  man  90  =  9. 10 
setzen.  Für  q  =9  findet  sich  folgende  Zahlenreihe,  in  welcher 
statt  der  negativen  Zeiger  nur  deren  absolute  Werthe  angedeu- 
tet sind,  und  welche  überhaupt  nur  so  weit  ausgedehnt  ist,  dass 

die  Zeiger  nicht  grösser  als  -|-=  45  sind. 

Jks     «Z»*     Ja     Ji9     Ji     J%     Ja     «/lo     •'M     «/»s 

Für  9"  =  10  findet  sich  folgende  ebensoweit  ausgedc^hnte 
Zahlenreihe 

Jzi      «/j8      «/18      «'s      Ji      Ja      «'Jf      «^88      Jkt 

In  diesen  beiden  Reihen  kommen  gleichzeitig  die  Glieder 
Ji  und  Jss  vor.  Man  hat  also  folgende  zwei  durch  ^=90  theil- 
bare Zahlenreihen 

.  .  .  «/_178       «'-SS       «'S         «'S«         •'isa  .  .  . 
.  .   .  «/-143        J-lt       •'38        «'ISS        «/jlS  •   .    • 

vad  ausserdem  die  konjvgirten  derselben. 

II.  Wenn  man  es  unter  umständen  für  bequemer  hält, 
kann  man  auch,  nachdem  man  Eine  Reihe  für  q  ermittelt  und 
bis  zu  den  angeffebenen  Gränzen  ausgedehnt  hat,  nachsehen, 
welche  Glieder  davon  durch  q  theilbar  sind.  Die  letzteren 
werden  dann  offenbar  auch  durch  q  q    theilbar  sein. 

So  findet  man  im  letzten  Reispiele,  dass  ans  der  Reihe  für 
q  =9  die  beiden  Glieder  Js  und  J38  durch  9' =  10  theilbar  sind. 

III.  Es  wird  noch  bemerkt,  dass  wenn  für  jede  von  zwei 
relativ  primen  Zahlen  q  und  q"  eine  Reibe  der  fraglichen  Art 
besteht,  nothwendig  auch  für  das  Produkt  q  q  »=9  eine  solche 
bestehen  muss.    Denn  ist.p   ein  Zeiger  der  ersten  Reihe  und 
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p"  ein  solcher  der  zweiten  Reihe;  so  kann  man,  weil  q  unAq" 
relativ  prim  sind,  stets  zwei  ganze  Zahlen  üp  nnd  y  so  bestim* 
men  ,  dass  p -f-J  ^=p  -f-jf'y  oder  ax  —  q'ys^fl' — p  ist 
(§.  28),  Es  gibt  also  i«  der  ersten  Reine  einen  Zeiger  p-|-d^', 
welcher  einem  Zeiger  p" -^yq'  in  der  zweiten  Reihe  gleich  ist, 
und  welcher  demnach  einem  durch  qq"=q  theilbaren  Glicde 
angehört. 

Der  letztere  Satz  gilt  offenbar  auch  von  mehr  als  zwei  Faktoren 
q\  q\  q"  .  .  .  von  denen  keine  zwei  ein  gemeinschaft* 
liches  Maass  besitzen,  also  von  denPrimfaktoren,  resp. 
deren  Potenzen,  in  welche  sich  die  Zahl  q  zerlegen  lässt. 

IV.  Im  Vorstehenden  ist  vorausgesetzt,  dass  keine  zwei  der 
Faktoren  q,  q\  q"  . .  .  von  q  ein  gemeinschaftliches  Maass  be- 
sitzen. Wäre  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  und  wollte  man 
nicht  durch  Absonderung  aller  gemeinschaftlichen  Maasse  die 
Grösse  q  in  lauter  solche  Faktoren  zerlegen,  von  denen  je  zwei 
relativ  prim  wären;  so  müsste  man,  nachdem  durch  das  obige 
Verfahren  die  durch  q^  q\  q"  .  . .  einzeln  theilbaren  Zahlen  J 
von  gleichen  Zeigern  p  ermittelt  sind,  ausdrücklich  prüfen,  ob 
diese  Zahlen  auch  durch  das  Produkt  q  =  qq'  q"  .  ,  .  theilbar 
sind,  was  nicht  immer  der  Fall  sein  wird. 

Nähme  man  z.B.  im  obigen  speziellen  Falle^  wo  Z>=s94 
ist,  ^s=90=3.30  an;  so  würden  die  durch  f'  =  3  theilbaren 
Zahlen  die  Reihe 

•#44  ,  .   .  «/g        Jn       J%       Ji        Jk       Jl       «/lO  •   •   •  «/iS 

und  die  durch  q   =  30  theilbaren  Zahlen  die  beiden  Reihen 

bilden.  Man  findet,  dass  die  6  Zeiger  2,  8,  22,  28,  32,  38  der 
letzten  beiden  Reihen  sämmtlich  unter  den  Zeigern  der  ersten 
Reihe  vorkommen.  Dies  würde,  wenn  f  x=3  und  ^"  =  30  re- 
lativ prim  wären,  6  verschiedene  Reihen  der  durch  90  theilba- 
ren Zahlen  liefern.  Es  haben  jedoch  q  und  q'  das  gemein- 
schaftliche Maass  3,  nnd  wenn  man  demnach  untersucht,  welche 
der  letzteren  6  Zahlen  durch  90  theilbar  sind;  so  findet  man 
nur  Jt  und  J^%y  also  nur  die  beiden  schon  früher  ermittelten 
Reihen. 

§.  80.    F«il,  IM  4  eilte  JPrMMMM  laf. 

Wenn  q  eine  Primzahl  ist;  so  kann  es  nur  eine 
einzige  Reihe  der  durch  q  theilbaren  Zahlen  und 
die  konjugirte  Reihe  davon  geben,  wenn  überhaupt 
eine  durch  q  theilbare  Zahl  J  möglich  ist.  In  diesem  Falle 
würde  man  also  die  zur  Ermittelung  eines  Gliedes  dieser  Reibe 
dienende  Rechnung  sofort  abbrechen,  nachdem  man  Einen 
Werth  von  jp  gefanden  bat. 
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Der  Beweis  der  Yorstehenden  B^hauptmig  M  ewfach*  Wenn 
eine. Zahl  Jp=J) ^p^:s:srq  ist  und  nun  eine  andere  Zafal/p-f-K 
tzsD  —  (p-\'xy=szD — p*  —  2pa?  —  a?*  ebenfalls  ein  Vielfaches 
von  q,  also  rstRq  sein  soU;    so  muss  man  wegen  D  —  p^ss=rq 

rq  —  2/M?  —  a?'&=^Rf  also 
^      {2p+x]x^jj 

q  ' 

haben.     Hiernach  muss   offenbar     ^-    eine    ganze    Zahl 

sein.  Das  Letztere  ist,  wenn  q  eine  Primzahl  ist,  nur  auf  zweierlei 
Weise  möglich.  Entweder  ist  ^  in  j?  enthalten,  also  x=wq, 
folglich  die  Zahl  l)— (p-{-iF)*  =  2>  —  (p-^-wq)*  nur  ein  anderes 
Glied  der  Reihe,  in  welcher  auch  die  Zahl  D — p*  liegt;  oder 
es  ist  q  in  2p-\-x  enthalten,  also  2p-\'X  =  wq,  folglich  x 
=  — 2p-|-M;jf  und  die  Zahl  D  —  (p-|-ar)*  =  l>— .(— p-}-«'?)* 
ein  Glied  der  zur  vorstehenden  konjugirten  Reihe. 

Demnach  können  nur  die  zusammengesetzten  Zafalen- 
werthe  von  q  zu  mehr  als  Einer  selbstständigen  Reihe  fuhren 
(wozu  noch  die  konjngirte  Reihe  kommt). 

§.  81.    Speaielie  Wälle. 

In  manchen  Fällen  kann  man  ohne  weitere  Rechnung  we- 
nigstens Eine  der  gesuchten  durch  q  theilbaren  Zahlenreihen 
darstellen.  Zu  den  wichtigsten  Fällen  dieser  Art  gehören  die 
folgenden. 

I,  Für  q=\  ist  die  Gesammtreihe  der  Zahlen  J  in  §.  75 
die  stets  mögliche  und  zugleich  symmetrische  Reihe  der  ge- 
suchten Zahlen.     Die  Zeigerfolge  ist  also  *  .  .  — 3,  — 2,  —1,  0, 

II.  Für  q=2  ist,  weil  die  Zahlen  J  abwßcb;selnd  paar 
und  unpaar  sind;  stets  Eine,  aber  auch  nur  Eine  gesuchte  Reihe 
möglich,  welche  auch  immer  symmetrisch  isL  Wenn  D  paar 
ist;  so  hat  man  für  die  Zeigerfolge  ...  — 4,  — 2,  0,  2,  4  . .  . 
und  wenn  D  unpaar  ist,  ...  — 3,  — 1,  1,  3  .  .  . 

m.  Für  ^  =  3  geht,  wenn  D  die  Form  3n  hat,  stets  eine 
Reihe  durch  das  Glied  Jo,  und  wenn  D  die  Form  3n-|-i  hat, 
also  D  —  1  durch  3  theilbar  ist ,  durch  das  Glied  /i.  Wenn 
aber  D  die  Form  3^-|-2  hat;  so  ist  keine  Reihe  möglich,  weil 

hier  5^=3  unpaar,  ^—r — =1    und   weder  Jo   noch  Ji    durch  q 

theilbar  ist. 

IV.  Für  q  =  4  geht,  wenn  D  die  Form  An  hat,  stets  eine 
Reihe  durch  Jo,  nnd  wenni>  die  Form  4n4-l  hat,  also  D  —  1 
durch  4  theilbar  ist,  durch  Ji,-  Wenn  aber  D  dieForm4ii-f«'^ 
oder  4n-|-3  hat;  ist  keine  Reihe  möglich,  da  hier,  wo  90=4  pai»r 
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und    -|-  =  2  ist,  wederio= AnochJi=/) — 1,  nochJt  =  2>  — 4 

darch  4  theilbar  ist. 

y.  Für  q=D  oder  =  eidem  Faktor  von  D  gibt  es  aasser 
anderen  möglichen  Reihen  stets  eine  symmetrische  mit  der  Zei- 
gerfolge .  .  .  —  2  jf,  —  jf,  t)^  q,  2  jr .  .  . 

VI.  Für  q=D — 1  oder  =  einem  Faktor  von  D —  1  gibt 
es  ausser  anderen  möglichen  Reihen  stets  die  mit  der  Zeigerfolge 
.,..-(2^-1),  -(y-1),  1,  (9  +  1),  (2?  +  !)...  und  die 
konjugirte  Reibe  davon. 

VIT.  Wenn-  q  aas  zwei  Faktoren  besteht,  welche  in  atwei 
benachbarten  Zahlen  Jp  und  Jp^t  der  Gesammtreihe  J  enthalten 
sind  (Wobei  es  nicht  nöthig  ist,  dass  diese  Faktoren  relativ  prim 
seien) ;- so  gibt  es  stets  eine  Reihe  der  durch  q  theilbaren  Zafa-*- 
len.  Denn  es  ist  das  Produkt  aus  den  beiden  Zahlen  Jp  und 
/p^i  identisch 

Demnach  ist  das  Produkt  d«r  beiden  Zahlen  Jp  and  J^^i 
das  Entgegengesetzte  einer  Zahl  J  vom  Zeiger  D — p(p-\-\y 
Es  kommen  also  alle  Faktoren  der  beiden  Zahlen  Jp  und  Jp-^u 
folglich  auch  die  Zahl  q  in  Einer  der  Zahlen  J  vor. 

Aus  Vorstehendem  folgt,  wenn  man  beachtet,  dass  D  und 
D  —  1  7.wei  benachbarte  Zahlen  Jo  und  Ji  sind,  dass  für  qs=s 
D  (D  —  1)  oder=  jedem  beliebigen  Faktor  von  Z>(I>-— 1)  stets 
eine  gesuchte  Reihe  besteht.  Der  absolute  Werth  des  gesamn»* 
ten  Produktes  D(D  —  1)  wiederholt  sich  in  dem  Gliede  vom 
Zeiger  D,  indem  man  hat 

/d=  — /oJi=I>  -/>* 
In  dem  letzleren  Satze  sind  die  beiden  vorhergehenden  ad 
V.  und  VI.  mit  eingeschlossen. 

VIIL  Zu  dem  obigen  Satze  ^  V.  bemerken  wir  noch, 
dass  wenn  q  ein  Faktor  von  D  oder  =2)  ist,  und  q  keinen 
quadratischen  Faktor  enthält,  nur  die  einzige  Reihe  mit 
der  Zeigerfolge  ...  — 2y,  — q,  0,  y,  2q  ,  .  .  möglich  ist. 

Denn  nach  der  Voraussetzung  hat  man/^s^r^,  also— =«:r. 

Für  irgend  eine  durch  q  theilbare  Zahl  Jhat  man  D  —  p*  =  Itq  also 

r — S^sssR;  es  muss  also  für  eine  solche  Zahl  ^    eifle    fanze 

9  ?  . 

Zahl  sein.     Wenn   nun  q  keinen   quadratischen  Faktor  besitzt; 

so  muss  q  in  p   enthalten^   also  p   ein  Vielfaches   von  q  sein* 

Unter  solchen  Umständen  liegt  aber  p  in   der  Zeigerfolge   der 

vorgedachten  Reihe.. 
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IX.  Nach  diesen  Sätzen  erkennt  man  z.B.,  dässfüri>  =  94 
=  2.4T,  wofür  Z)  — 1  =  93  =  3.31  ist,  die  Werthe 

q={     2     3     2.3     31     47     2.31     a.31     2,47     3.47 

2.3.31       2.3.47     31.47     2.31.47     3.31.47     2.3.31.47 

=  1     2     3     6     31     47     62     93     94     141      186     282      1457 

2914     4371     8742 
jedenfalls  mögliche  Reiben  ergeben  müssen. 

Weitere  Cntersnchangen  über  diesen  Gegenstand  verschieben 
wir  auf  §.  155  ff. 

§.  82.     UekwMrHonsformel  für  die  JWäkerungntferthe  Kin  und 
de88elben  Meitenbruchs ,  u>eieke  wum  die  jLän§e  der  JFeriode 

von  einander  abttehen. 

In  §.  74  ist  angedeutet,  wie  wichtig  für  die  unbestimmten 
Gleichungen  vom  zweiten  Grade  es  ist,  möglichst  bequeme  Me- 
thoden zur  Berechnung  der  sukzessiven  Näherungsbrüche  zn 
besitzen,  welche  sich  durch  die  Kombination  zweier  unendlicher 
Kettenbrüche  mit  gleichen  Perioden  ergeben. 

Der  einfachste  hierher  gehörige  Fall  ist  der,  wo  die  Nä- 
heningswertbe  Ein  und  desselben  Kettenbrochs,  welche  um  die 
Periodenlänge  von  einander  abstehen,  zu  berechnen  sind. 

Der  gegebene  Kettenbrnch  sei 
(1)  K=[aoy  au  a«...] 

Die  Periode  umfasse  r  Glieder,  der  Zeiger  n-^l  liege 
irgend  wo  in  einer  Periode  und  es  komme  darauf  an,  die  Zähler 
und  Nenner  der  Näberungsbrüche  K^  üTn+n  Kn^u ...  zu  bestim*- 
me».  Zu  diesem  Ende  bilden  wir  zuvörderst  aus  den  Quo- 
tienten der  mit  dem  Zeiger  n-j-1  beginnenden  Periode  den 
endlichen  Kettenbruch 

(2)  K  =  [an+l>    fln+l>    ÖiiH-3  .  .  •  öo-i-r   =  [<h),    fll>    Of  .  .  .  Or-lJ 

Der  gesammte  oder  letzte  Näherungswerth  von  K  ist 
Kr-i  =  — ^  ;    der    v  o  r  1  e  tz  t  e    Näherungswerth   davon    ist 

Ilr-l 
Ar 

K,.t=^^^^.     Setzen  wir  die  Zahlen  iH,.i,  n,.i,  Mr-f,  lU.   als 

berechnet  voraus;  so  haben  wir  nach  §.15 

(3)  Mn+r  =  ÜUi  Mn  +  Hr-i  Jlf„.i  Und  ähnlich  ist 

(4)  Jtf n+r-l  =  iflr-«  Jf n  +  Hr-«  -Mn-l 

Wie  nun  die  Grösse  Jfn+r  aus  Mn  und  Mn^t  durch  die  Ele- 
mente an+i,  an+s . . .  ^Q+r  entstanden  ist^  ebenso  entsieht  wegen 
der  periodischen  Wiederkehr  dieser  Elemente  die  Grosse.Jllfa4.tr 

aus  Jlfn+r  und  Mn^t-i*    Man  hat  also 

(5)  Jlfn+Jr=iHr-.l    JJfn+r  +  U,.!    Jlfn+r-l 

Eliminirt  man  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (3),  (4) 
die  Grösse  Jlfn-i;  so  kommt,  wenn  man  die  Grundformel 
Älr-8  tlr-i  -  ^.1  Ur-f  =  (—  1 )'"'  §.  4  betrachtet, 
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(6)  n,_t  *+,.!= Hr.,  jf«+r-f(~t)-*  Mn 

Substitairt  man  diesen  Werth  in  Gl.  (5<;  so  kommt 
(7)   3f„+„  =  (iHr.i+«r-i)  Jlf„4r  +  (— ly-*  M^  ond  ähnüch  ist 

(8)  Jlf„+,r.i=(ilU+Ur.,)    Jlf„+r-i  +  (- ir*    Jlf..i 

la  den  Formeln  (3)  bis  (8)  kann  offenbar  aoch  das  Zeichen 
N  an  die  Stell^  von  M  gesetzt  werden,  um  statt  der  Zä  hier 
die  Nenner  der  betreffenden  Nähern ngsbrücbe  za  ergeben. 

Setzen  wir  die  aus  dem  Kettenbruche  K^  Gl.  (2)  leicht  zu 
bestimmende  Grösse 

(9)  '       i«r-l+nr-»  =  Ä 

und    nehmen    wir    die   beiden   Näherungsbriicbe   Ka  =  ^  und 


N, 


Mn+T 


n 


irn+r  =  ivr       ^'^  bereits  berechnet,  an;   so.  haben  wir  für  die 

Zähler  und'  Nenner  der  Näherungsbrüche  von  den  Zeigern 
n-|-!Jr,  «-f-3r,  rt-|-4r...  wegen  der  vorstehenden  Beziehun- 
gen folgende  Rekursionsformel 


Jtfn+tr  =  ÄJ»fn+r  +(— 1^"*  Mn  iV„+ir  =  A  iV„+r 


Jlf,+3r==Ai»fn+Jr+(  — l/'^J^fn+r         iVn+5r  =  fc  iV^+Jr~  (— l^'^iV^+r 


Jlf„4.4r  =  AJIfn+3r-t-(— 1)'"*  ^n+2r       iV„4.ir  =  A  iV„+8r- 


(-1)'-*iV„ 


(-l)-*iV.+., 


MOV  i    Jtfn+pr=A  -Sfa+(p-l)r4-(— 1)'"'    -ilfB4-{p-t)r 

Ist  nun  die  Gliederzahl  r  der  Periode  unpaar,  mithin 
r  — 1  paar  und  (— 1)'-^=:-^- 1;  so  erzeugen  sich  die  Werthe 
der  um  die  Periodeniänge  voneinander  abstehenden  Näherungs» 
brüche  Kj^+tt,  JiTn+sr .  •  •  ebenso  wie  die  benachbarten  Näherungs- 
werthe  eines  nach  dem  Additionsprinzipe  gebildeten  Ket- 
tenbruchs ^  dessen  Quotienten  sämmtlich  ^==h  sind,  indem. man 
für  dessen  Nähernngswerthe  vom  Zeiger  0  und  1  resp.  die  Brüche 

-z^  und     °"^^  annimmt,  nach  folgendem  bekannten  Schema 

■An  i'n+r 


0 

• 

Mn 

N. 

1 

2 
3 
4 

h 

Mn+»t 
Mn+tt 

JVn+4r 

Beispiel   1.    Es  sei  K=[\j  3,  2,  5,  1,  1,  5,  1,  1,...]  ge- 

geben^  um  die  Nähernngswerthe  Kt,  JTs,  /Ts,  Ku...  zu  bilden. 
Man  hat  fi=2,  r=3,  r  — 1=2,  (-^iy-*=-f  1  und  zur  Be- 
stimmung von  JTs,  ÜTs  sowie  von  A=illt-|-ni  bat  man 
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K—[i,  3, 

2,  5,  1,  1 

...] 

K  =  [5,  1,  1] 

n          ün 

Mn 

iV„ 

n 

tto      iH.      n„ 

-2 

0 

1 

-2 

0              1 

-l  • 

1 

0 

-1 

1               0 

0           1 

1 

1 

0 

5            5              1 

1          3 

4 

3 

1 

1             6              1 

,   2          2 

9 

7 

r-.l«:2 

1           11             2 

3          5 

49 

38 

4          1 

58 

45 

5          1 

107 

83 

* 

\ 

ilUi— iM,  — 11 

Jtfn       —M,. 

=  9          ^ 

n       —N, 

==7 

n,-,  ^tti  —  1 

JWn-f-r  =  Ms  ■• 

=  107   ^ 

p+r  —  Na 

=  83 

A— iflr-i+n,.,  — »2 

Wir  haben  also 

hier  statt  Gl  (10) 

die  Formel 

iWsp^-s 

1 2  itfsp-i  -j-  -Msp-* 

JVjp^  =  12   iV,n.l  4-  iV3p_4 

und  demnach  folgende  Rechnung 

. 

fi 

h 

Mn 

JV„ 

• 

2 

9 

7 

5 

107 

83 

8 

12 

1293 

1003 

1 

11 

12 

15623 

12119 

14 

12 

188769 

146431 

17 

12 

2280851 

1769291 

u.  s.  w. 

Ist  dagegen  die  Gliederzahl  r  der  Periode  paar,  mithin 
r.—  1  unpaar  und  (—  1)'-*  =  —  1 ;  so  erzeugen  sich  die  fraglichen 
Näherungsbrüche  ebenso  wie  die  benachbarten  Näherungswerihe 
eines  nach  dem  Subtraktionsprinzipe  gebildeten  Ketten- 
brachs mit  lauter  gleichen  Qaotieriten  h  (§.  23).  Mau  hat  jetzt 
die  vorhergehende  Grösse  wie  Jlfn  von  dem  Afachen  der  folgen- 
den Grösse  ^n+r  zu  snbtrahiren,  statt  dass  man  vorhin 
addirte,   um  JPfn+sr  zu  erhallen. 

Beispiel    2.      Es   sei  ^=[0,  3,  4,  1,  1,  2,  4,  1,  1,  2.,.] 

gegeben,    um  die  Näherungswerthe  Jffi,  ITs,  K9,  Kxz . . .  zu  be- 
stimmen.     Hier  ist  n=i,  r  =  4,  r  — 1=3,   (— 1)'-*  =  — 1 


und   zur   Bestimmung   von 

üTi 

,   Kt,   sowie 

von   A  =  iHa 

+ 

hat  man 

K— 

[0,3, 

4,  1,  1, 

2...] 

K 

=  [4,  1,  1,  2] 

n 

dn 

M, 

Nn 

n 

ön              iHo 

lln 

-2 

0 

1 

-2 

0 

1 

-l 

1 

0 

• 

-1 

1 

0 

0 

0 

0 

i 

0 

4            4 

1 

1 

3 

1 

3 

l 

1             5 

1 

2 

4 

4 

13 

2 

1            9 

2 

3 

1 

5 

16 

r-l  =  3 

2          23 

5 

4 

1 

9 

29 

. 

5 

2 

23 

74 

- 

ia^,|=i»,=23 

Mn  ■  = 

=^i»ft  = 

=  1 

K   - 

iVi  = 

s=3            U,. 

.,  =n.=2 

iWo4-r  = 

=  Jtf»  = 

=  23 

iV„+,= 

N.'. 

^74              A*iHr.i4^U,^: 

^^  < 

25 
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Hier  gilt  also  für  Gl.  (10)  die  Formel 
jlf^p+i  =«25  Jlfip-s  —  -Jf*p-7  '   ^*p+i  =25  iVip.,  —  iVip-T 

welche  zu  folgender  Rechnung  führt 


n 

h 

Mn 

iV„ 

1 

1 

3 

5 

23 

74 

9 

25 

674 

1847 

13 

25 

14327 

46101 

17 

25 

357601 
u.  s.  w. 

1150678 

§.  8a  Mekur9imi9f&rtmeM  für  lUe  W^rthe  v&n  MeUenkrüehen^ 
weithe  emUMkeu^  %t€nn  ßfwUehett  mtei  kesHmumten  ^«•fiettteit 
eines   gegebenen   JKeitenhrueh9   JEin    und    äieseibe   JRerl#4e 

mehrmals  eingesehatiet  wird. 

Der  IQ  der  Überschrift  dieses  Paragraphen  bezeichnete  Fall, 
welcher  den  des  vorhergehenden  Paragraphen  als  Spezialität 
mit  einschliesst ,  hat  für  die  unbestimmten  Gleichungen  vom 
zweiten  Grade  eine  noch  grössere  Wichtigkeit.  Derselbe  erfor- 
dert  die  Bestimmung  folgender  Werthe 

0 

*  M 

'  N 

*  M 

(2)  üf  =  — = [ao,  öl . . .  ö«4-r,  6ii  6« , . .  6J 

N 
'      M 

(3)  K=  -7=  [ö0>    öl  .  .  .    Öa-h2r^    4b    4«  .  .  .    iq] 

N 
u.  s.  w.    Man  kann  sich  die  Entstehung  derselben  auch  so  vor- 
stellen, dass  ein  unendlicher  periodischer  Kettenbruch 

(4)  K=[a,,  öl, ] 

in  dessen  Periode  von  r  Gliedern  der  Zeiger  n-^-X  liegt,  erst 
vor  der  ersten,  dann  vor  der  zweiten,  dann  vor  der  dritten  Pe- 
riode u.  s.  w.  abgebrochen  werde,  indem  man  hinter  der  Stelle 
des  Abbruches  immer  die  Quotienten  61,  is . . .  iq  anhängt.  Für 
das  immer  Einmal  mehr  eingeschaltete  periodische  Stück  wollen 
wir,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen 

(5)  K=-rr-^  =  fan-t.i,    «0+«  •  •  •    Ön+r]=[flo,    fli  .  .  .    ar-l] 

llr-l 

und  für  das  am  Ende  angebängte  Stuck 
M' 

(6)  A"  =-jr~^=[6l,    bi,..    6q]  =  [«'(,,    a'i...    ö'q.l] 

J^   q-1 

schreiben. 

Scheffier's  unbeslimmle  Aoaljiilc.  1  4 
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Vor  allen  Diogeo  machen  wir  zur  Vermefdang  von  Miss- 
Verständnissen  darauf  aufmerksam,  dass  die  Näberungsweribe 
(1),  (2),  (3)...  mit  darüber  gescbriebenen  Zeigern  kei- 
nes\7egs  Ein  und  demselben  Kettenbruche  angehören. 

0  1 

Wir  nehmen  nun  an ,  die  zwei  Näherungsbrüche  K  und  K 
aus  (1)  und  (2)  seien  bereits  berechnet,  und  es  komme  darauf 

2  8 

an,  die  folgenden  K,  K..,  mit  Hülfe  jener  zu  bestimmen. 

Beziehen  wir  zu  diesem  Ende  die  Grössen  Kf  M,  N  mit 
darunter  gesetzten  Zeigern  n — 1,  n,  n-f-r —  1,  w-|-r,  n-\-2r —  1, 
n-|-2r  auf  dem  Kettenbrucb  (4);  so  haben  wir  zunächst  nach 
den  Prinzipien  des  vorhergehenden  Paragraphen^  aus  welchen  die 
dortige  Gl.  (3)  geflossen  ist, 

(7)  M=M\.i  3fa  +  JV',.i  M,^i 

(8)  M=M\.i  Jlf„+,  +  iV',.i  J»f„+r-i 

Ausserdem  aber  haben  wir  nach  denselben  Prinzipien,  wen» 
wir  auch  hier 

(10)  Ä  =  iHr-i+nr-2 

setzen 

(11)  '  Jlf,^,,      =ÄJIfn4-r     +(-1)^-*    itf- 

(12)  Jlfn+.r-l=Ä  Jlfn+r-i+(-  i)'"*     M.., 

^  Suhstituirt  man  die  W^the  (11),  (12)  in  (9);  so  kommt 

d.  i.  wegen  (8)  und  (7) 

(13)  Jtf=AiMr  +  (-l)-»  M 

und  in  ähnlicher  Weise  findet  sich 

ir=Äir+(— 1)'-^,  m 


(14).        /  ir=A  JMf  +  (— 1)'-*  M 

In  diesen  Rekursionsformeln  kann  man  auch  zur  Bestim- 
mung der  Nenner  N  das  Zeichen  N  slalt  M  schreiben. 

Diese  Formeln  haben  eine  ähnliche  Bildung  wie  die  ad  (10) 
im  vorhergehenden  Paragraphen,  und  entsprechen  demnach, 
jenachdem  die  eingeschaltete  Periode  eine  unpaare  oder  paare 
Gliederzahl  r  besitzt,  oder  jenachdem  ( —  1)^-*  =-|-  1  oder  —  1 
ist,  einer  Erzeugung  nach  dem  Additions-  oder  Subtrak- 
tionsprinzipe. 
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Beispiel  1.    Es  sei  1[=[0,  2,  1,  3,  2,  1,  3...]  und  indein 


^  >^ 


erst  hinter  n=0,  dann  hinter  w-[-r  =  3,  dann  hinler  ii-(-2r=6 
u.  s.  w.  abgebrochen  wird^  soll  immer  K' i=[bf  4]  angehängt 
werden,  sodass  nach  und  nach  die  Werthe  von 

k=[0,  5,  4],  ir=[0,  2,  1,  3,  5,  4],  k=[Ö,  2,  I,  3,  2,  1,  3,  5,  4] 
u.  s.  w.  zu  bilden  sind. 

Hier  ist  w=i=0,  q  =  2,  r=3,  r  — 1=2,  (— l)'-»=+l, 

0  1 

und  zur  Bestimmung  von  K,  if ,  sowie  von  h  =  iHj  -f-  Ht 
hat  man 


^=[0,  5,  4] 


-2 

-l 

0 

1 

2 


0 
5 
4 


0 
1 
0 
1 
4 


1 
0 
1 
5 
21 


Jtf=4 

JV=21 


if=[0,  2,  1,  3,  5,  4] 


-2 
0 

1 

2 
3 
4 
5 


0 

1 

0 

1 

1 

4. 
21 
88 


0 
2 
1 
3 
5 
4 

M=S8 
N=243 


1 

0 

1 

2 

3 

11 

58 

243 


Kr.l=[2,  1,  3] 
n        ün      iKo 

-2  0 


-1 

0 

1 

r— 1=2 


2 
1 
3 


1 

2 

3 

11 


1 

0 
1 
i 
4 


Hr..  =  n,  =  1 

Hier  hat  man  also  für  Gl.  (14)  die  Formeln 

n-l  D-2 

12  N-\-N 


n-1 


n-8 


JW=12Jlf+iHr  N 

und  Dies  gibt  folgende  Rechnung 


n 

0 

1 

2 
3 
4 


n 

12 
12 


M 

4 

88 

1060 

12808 

1 54756 

u.  s.  w. 


D 

N 

21 

243 

2937 

35487 

428781 


Beispiel  2.     Es  sei  ^=[0,  2,  1,  3,  1,2,  1,  3,  1...]  und 

indem  erst  hinler  w=0,  dann  hinter  n-)-r=4,  dann  hinter 
;i-|-2r  =  8  u.  s.  w,  abgebrochen  wird,  werde  wie  vorhin 
K'  =  [5,  4]  aftgehängt. 

Hier  ist   n  =  0,  q  =  2,  r  =  4,  r— 1  =  3,   (-1)'-*=^! 

0  1 

und  zur  Bestimmung  von  /T,  if,  sowie  von  A  =  iHs-|-I'»  ^^^ 
man 


14* 
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iT— [0,  5/4] 

1 
K 

—  [0,2,1,3,1.5,4] 

n          On       Mu     iVn 

feVi-[2,  1,3,  1] 

n         On       -Mn    Nu 

n       an     iHn    Ha 

-2                  0        l 

-2                  0         l 

-2                  Ol 

-l                  1        0 

-1                  1         0 

-1                  1         0 

0        0        0        1 

• 

0        0         0        1 

0        2        2         1 

15        15 

12        12 

113         1 

2        4        4      21 

2        113 

2        3      11         4 

3        3        4      11 

r     1  =  3        1       14         5 

4        1         5       14 

m 

5        5      29      81 

6        4    121     338 

0 

Jlf— 4 

Jtf— 121 

iHr-l  —  ilts  —  l  4 

0 

1 

Ur_,—   Vit—     4 

N—21 

JV— 338 

A— iiu+n,_,— 18 

Dies  gibt  statt  Gl.  (14)  die  Formeln 

n 

n 

-1           n~S                           n 

B-1           n-8 

M=\ 

[SM       M             iV= 

--\8N  —  N 

und  demnach  folgende  Rechnung 

n 

n 

h           M 

n 

iV 

0 

4 

21 

1 

121 

338 

2 

18           2174 

6063 

3 

18          39011 

128796 

4 

18        663187        2312265 

u.  s.  w. 


§.  84.    MUkmreimneffkrm^l  für  eämmttUehe  MomMmaHmmem 
«dreier  periodteeher  Metienbr&ehe. 

I.     Die  beiden  zu  konibinirenden  Kettenbrüche  seien 

(1  )         K=  [öo»    «1  .  .  .  öm,    Cij    Cj  .  .  .  Cr,    Ci,    Cj  .  .  .  Cr,    Ci,    Cj  .  .  .] 
(2)        iC'  :^  [Jo,   ii  .  .  .  6n,     Ci,    Cs  .  .  .  Cr,    Ci,    Cj  .  .  .  Cr,    Ci,    Cf  .  .  .] 

sodass  Ci,  C8...Cr  die  gemeinschaftliche  r-gliedrige  Periode 'ist. 

Man  kann  hier  jeden  Werth  von  Ä'(m),  {m-\-r),  (m-[-2r)  . .  . 
mit  jedem  Werthe  von  K'  («),  (w-|-r),  (n-|-2r)...  kombiniren. 
Dies  gibt  nach  §.  73  zwei  besondere  Systeme.  Die  Kombina- 
tionen des  Einen  Systems  sind  dargestellt  durch 

(3)  K(m)  komb.  K'  (n)  =  [«o,  «i . . .  an,  0,  —  in,  —  ftn.i . . .  —  ii] 

(4)  iif(in-f-r)  Aomi.  ÜT'  (n)  =  [ao,  ai . . .  «m,  ci,  Ci . , ,  Cr,  0,  -—  6^, 

—  Jn-l  . . .  —  fii] 

(5)  Ä'(m -[- 2 r)  homb,  K'  (n)  =  [ao,  ai . . .  am,  ci,  c« . . .  Cr,  Ci,  Cj. . .  c,, 

0,  —  in,  —  in-i  • . .  —  bi] 
u.  s.  w.    'Die  Kombinationen  des  anderen  Systems  sind  darge- 
stellt durch 

(6)  K  (m)  komb.  K'  (n)  =  [ao,  ai  . . .  am,  0,  —  4n,  —  ftn-i . . .  —  6i] 

(7)  K  (m)  Äomfi.  /if '  («+^)  =  [^'o,  ai . . .  a.,  0,  —  Cr,  —  Cr-i  . . .  —  ci, 

—  in,  —  in-l  .  •  .  —  il] 
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(8)  K{m)  komb.  K'  (n-f- 2r)=  [«o,  «i . . .  tfm,  0,  —  Cr,  —  Cr_i . . .  —  <?i, 

—  C„  —  Cr«i  ...  Ci,  —  Ab,  —  Än_i  ...  —  6i] 

U.    S.    W. 

II.  Eine  jede  folgende  Kombination  in  jedem  System  un- 
terscheidet sich  von  der  vorhergehenden  nur  dadurch,  dass  Eine 
und  dieselbe  Periode,  nämlich  im  ersten  Systeme  die  Periode 
ci,  d» ,  ,Ct  und  im  zweiten  Systeme  die  Periode  —  Cr,  —  Cr^i . . . 
—  ci  Einmal  mehr  eingeschaltet  ist.  Wir  wollen  jetzt  zeigen, 
dass  beide  Systeme  nach  Ein  und  derselben  Rekursionsformel 
gebildet  werden  können. 

Zu   diesem  Ende   bezeichnen   wir  die  Gesammtwerthe   der 

0  1  t 

Kombinationen  (3),   (4),    (5  ...  mit  if,  K,  K.,.  und  die  der 

0  -1        .t  Ol 

Kombinationen.  (6),  (7),   (8)  mit  K,  /T,   iT...,   nehmen  K,  K 

als  bekannt  und  K,  K sowie  ÜT,  K,,,  als  gesucht  an.  Zu- 
vörderst hat  man  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  wenn 

(9)  .    *  =  '*^r-l  +  Mr-t    aus    Kr-i  =  [Ci,    Cf  .  .  .  Cr] 

bestimmt  ist, 

(10)  Jtf=Aitf+(-iy-*JMr 

Ferner  hat  man,  wenn 

(11)     K  ==iH'r_i  -|-tl'r_«    aus    K'r.i  =  [—  Cr,    —  Cr-i  .  .  .  —  Ci] 

bestimmt  ist, 

(12)  J»f=A'Jlf-f  (-l)-*Jtf 

Nach  §.13  ist  aber  für  die  Zähler  der  letzten  Näherungs- 
brüche von  1(  undH',  indem  man  die  entgegengesetzten  Zeichen 
der  Quotienten  von  K'  mit  beachtet,  ill'r_i  =  ( — l)'^illr-i  und 
für  die  Nenner  der  vorletzten  Näherungsbrüche  lV,.t  =  ( — O'-'Hr-i 
=  (— l)^lTr-.8  demnach  ist 

(13)  Ä'=(~1)'Ä  folglich 

(14)  M= {-^  \yhM'\'{-'  \y-'  M 

0 

Hieinach  ist,  wenn  man  (—  \y-^ M  auf  Einer  Seite  stehen 
lässf,  und  mit  dem  Koeffizienten  (—  l)'"*  multiplizirt, 

0  -1  -« 

(15)         M=^hM-\-{—\y'^  M  und  ebenso  erhält  man 

M=hM'^{'-\y-'M 

M=hM-^{—\y''M 
u.  s.  w.     Diese  Formeln  sind  nach  demselben  Gesetze  gebildet, 

S  3  4 

wie  die  Gleichung  (10)  für  M  und  die  Grössen  itf,  Jlf... 
Man  sieht,  dass  in  der  Mitte  zwischen  diesen  beiden  Systemen 
noch  die  Existenz  der  Formel 

jtf=Aj«r-|-(-i)'-^if 
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nachgewiesen  werden  müsste,  um  berde  Systeme  als  ein  einziges, 

gesetzmässig  zusammenhängendes  erscheinen  zu  lassen. 

1 

III.     Um    diese  Beziehung  zwischen  den   Grössen   M  und 
-1 

Jf,  welches  die  Zähler  der  Werlhe  der  Kettenbrüche  (4)  and 
(7)  sind,  darzustellen;  so  beachte  man,  dass  diese  beiden  Ket- 
tenbrüche denselben  Anfang  [«o^  tfi...Ä„],  also  zuvörderst  die 
Werthe  Jfm-i,  JWm  gemein  haben.     Setzen  wir  nnn   die  Bildung 

für  M  mittelst  der  Quotienten  ans  (4)  fort,  indem  wir  dabei  von 
den  Werthen  JW«.!  und  M^  ausgehen  und  die  aus  den  folgenden 
Quotienten  entstehenden  Faktoren  nach  dem  Prinzipc  des  §.  12 
bezeichnen;  so  ergibt  sich  ebenso  wie  in  §.  82  Gl.  (4)  und  (3) 
für  den  Zähler 

von    [äo,    öl...  Am,    Ci,    Cs.-.CJ    der  Ausdruck    Ci,ritfm  +  Cs,ri>fm_i 

von  [ao,  ^1 . . .  am,  Cu  Cj . . .  c?r,  0]  der  Ausdruck  Ci^r~i  iJfm+cj.r-i  M^^i 
und  darauf  für  den  Zähler 

von  [«0 . . .  am,  Ci . . .  c„  0,  —  in ...  —  ftil  der  Ausdruck 

i  ■• 

(16)  ^7=  K—  *)l,nCi,r-l  4-(—  i)i,„-i  6',,p]  Mm 

Erzeugt  man  ebenso  aus  M^a-t  und   M^   den  Werth    von 
-1 

M  aus  (7) ;  so  erhält  man  für  den  Zähler 

von  [üot  fli...am,  0,  —Cr,  -- Cr_i . . . -- Cj]  den  Ausdruck 

(- cX  ,_i  J»f„  4- (— c)j,  r  Jtfm-i 

von  [äo,  ai . . .  öm,  0,  —  Cr,  — -  Cr_i . . .  ~  Ci]  den  Ausdruck 

und  darauf  für  den  Zähler 
von  [öo, . . .  öm,  0,  —  Cr ...  —  ci,  ~  6„ .  _  —  bi]  den  Ausdruck 

(17)         ^ 


+ 


;(~  6),,n(-  t?)i,r-l4-(—  i)l.o-l  (■-  C),,r_,]  i»f„» 
[(~*)l.n(-C),,r      4-(_J),,„_,    (-c)2.J      JW.-1 


Multiplizirt  man  Gl.  (17)  mit  (—1)'-*,  indem  man  beachtet, 
dass  auf  der  rechten  Seile  (— c)i.r-.i  und  (-0)2,^  dasselbe  Zei- 
chen  (~1)>^-S  ebenso  (— c),,^-!  und  (— c)i,r  dasselbe  Zeichen 
(— 1)'  besitzen;  so  ergibt  sich  durch  Subtraktion  der  entstehen- 
den Gleichung  von  Gl.  (16) 


1  -1 


Es  ist  aber  offenbar  nach  Gl.  (9) 
und  nach  (3)  oder  (6) 

Hierdurch    wird    die    vorstehende    Beziehung,     wenn    man 
(—  ^Y'^M  transponirt,  wie  zu  beweisen  war, 
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(18)  M=hM-^{-\y-^M 

IV.     Nach    Vorstehendem    hat  man    folgende   Rekursions- 
formel 

für  den  Rückschritt  in  der 
Richtung  der  Zeiger 

M  ==(_l)'AJMr  +(-l/-'Jtf 
M  .=  (_i)'ÄJtf  ■-!-(_  ly-tjtf 

M  =(— i)'Äjtf  +(-!)'-' ir 

M   =(-l)'ÄJtf   -f.(_l)r-«if 

M  ={-\)'hM  +(-!)'-« Jtf 

j^  =(-iyÄ3f  +(-!)■■-«  M 

jf  =(— 1)'AM  +(-1)'-»  jif 


für  den  Fortschritt  in 
der  Richtung  der  Zeiger 

M—hM-^i   iy-»3f 

^= 

=hM-\-{- 

\y-'M 

0 

=hM-\-{- 

i)'-«j»f 

j 

1)'-«^ 

=hM+(- 

i)'-'jr 

S 

=AJ»f4-(- 

i)'-'ji5r 

M= 

=hM+{- 

ly-'M 

n-l 


n-8 


n  ii4-l  n+l 

(19)    M=hM-^{-^iY''M      (20)  Jlf=(-l)'ÄJIf +(-!)-» Jlf 
Diese  Formeln  gelten  auch  für  die  entsprechenden  Nenner  N, 

0 
0  Jff 

Nachdem   man  -also  aus  (3)  und  (4)   die  Werthe  K=  -^ 

N 
1 

*      ilf 
und  K=-Y  berechnet   hat,  ergeben   sich  die  Glieder  der  obi- 

N 
gen  beiden  Systeme  nach  den  vorstehenden  Formeln   wie   eine 
einzige  zusammenhängende  Reihe,. welche  man  nach  unten  und 
nach  oben  beliebig  weit  fortsetzen  kann. 

V.  Beispiel.    Es  seien  zu  kombiniren 

Ä'=[l,  1,  3,  6,  3,  6...]    und  ür'=[0,  1,  3,  6,  3,  6 . .  .J 

-1 

1  0 

1  1 

3  2 

6  3 

3  4 

6  5 

Die  beiden  Systeme  sind  hier 

K  (2),  (4),  (6),  (8) . . .  komb.  K  (2)  und if  (2)  komh.  K'  (2),  (4),  (6),  (8) . . . 
und  man  hat 


n 

,    P^ 

Qn 

-1 

-10 

0 

9 

7 

l 

-2 

1 

2 

3 

2 

3 

3 

1 

4 

3 

2 

5 

3 

1 

1 

2 

7 

0 

-2 

1 

1 

3 

2 

3 

3 

1 

6 

3 

2 

3 

3 

1 

6 
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0 


N 

K=-^=[\,  I,  3,  6,  0,  -i]  =  S 

N 

Ä  =  iH,_, -}-n,_,  =  1 9  + 1  =  20 
r  =  2,  (-l)'  =  +  t,  (-!/-'  =  -  1 
also  stall  Gl.  (20)  und  (19) 

J«f=20Jlf  —  Jlf  N=20N-N 

n  B-1         D-t  n  n«!  n-S 

Jlf=20J»f  — itf     •  N=20N—N 

Dies  gibt  folgende  Rechnung 

n  II 

n  h  M                  N 

-4  20  -167160     -135719 

-3  20  -8379       -6803 

-2  20  .  -420       -341 

-l  20  -21        -17 

0  Ol 

1  21         37 

2  20  420  739 

3  20  8379  14743 

4  20  167160  294121 

5  20  3334821  5867677 

$.  85.  Mekmrekmnef^rmei  fUr  die  in  einem  beeüimmten  gegen- 
•eHi^eit  Abeiande  Hegenden  Glieder  der   soeben   beiraehie» 

Icft  Meihe. 

J.  Bei  dem  allgemeinsten  Falle  der  unbeslimmten  Glei- 
chungen vom  zweiten  Grade  kommt  es  nicht  darauf  an ,  alle, 
sondern  gewisse  in  einem  bestimmten  gegenseitigen  Ab- 
stände liegende  Glieder  der  im  vorhergehenden  Paragraphen 
betrachteten  Grössenreihen  zu  bestimmen.  Wir  wollen  jetzt  die 
Rekursionsforroel  aufstellen,  miUelst  welcher  man  die  überflüssige 
Berechnung  der  nicht  verlangten  Glieder  vermeiden  kann. 

Es  sei  n  der  Zeiger  Eines  der  zu  berechnenden  Glieder 
und  8  der  gegenseitige  Absland  der  Letzteren,  sodass  also  die 
Zähler  und  Nenner  der  Grössen 

n— 3a      ii-2s        n-s  n  n-fft       n+>s     n-\-3s 

..*A       A       A       Ji       K       K       A... 
zu  berechnen  sind.     Wir  nehmen  an^  zwei  benachbarte  Grössen 

n  B+« 

K  und  K  seien  bereits  durch  die  Method«  des  vorhergehen- 
den Paragraphen  dargestellt,  und  es  handele  sich  darum,  mit 
Hälfe  dieser  die  übrigen  zu  finden. 


h  A» 
h  A« 
h        V 
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Die  Zähler  M,  sowie  die  Nenner  JV  sind  an  die  bekannte 
Beziebang 

n  0-1  11-2  n-1  n-f 

(1)  M=h  M  -\-{-  \y-' M=h  M  ±  M 
gebunden. 

II.  Bilden  wir  jetzt  nach  der  Grundregel  für  die  Erzeu- 
gung der  Zähler  der  Nähernngswerthe  eines  KeCtenbruchs  die 
nachfolgenden  Grössen  A_i,  Ao,  Ai,  A« . . .  aus  dem  Kettenbruche 
[A,  A,  A,  A,  A . . .]  sowol  nach  dem  Addition»-  wie  nach  dem 
Subtraktionsprinzipe 

0  =A_, 

1  =Ao 
A  A  =  Ai 
A  h'±i  =A, 
A  h'±2h  =h, 
h        A*  +  3A»4-1  =A, 

4A'--3A  =Afi 

5A*4-6A*  +  1         =h 
6A'^-f  10A»±4A    =A7 
u.  s.  w.y  wobei  sich  die  oberen  Zeichen  auf  das  Additions-  und 
die  unteren  auf  das  Subtraktionsprinzip  beziehen;  so  findet  man 
leicht  allgemein,  wenn 

1.2..  3       ...  q 

den  ften  Binomialkoeffizien  ten  der  pten  Potenz  bezeichnet 

(2)  Ao  =  A-  ±%  A»-*  +  bI  A"-*  +  ^3  A»-*  -f  K  A»-»  ±  elc. 
Diese  Reihe  setzt  sich,  wenn  n  paar  ist,  so  weit  fort,  bis 

der  Exponent  von  A  gleich  0  wird,  und  wenn  n  unpaar  ist^ 
so  weit,  bis  dieser  Exponent  gleich  1  wird. 

III.  Setzen  wir 

=  A*  +  *  A-«  +  jB[  A-*  ±  y  A  A-  +  j  ft  A-»  +  etc. 

indem  wir  die  Glieder  dieser  Reihe^  wenn  «paar  ist,  so  weit 
nehmen^  bis  der  Exponent  von  A  gleich  0  wird,  und  wenn  s 
unpaar  ist,  so  weit,  bis  dieser  Exponent  =t  wird;  so  lässt 
sich,  welches  auch  der  Werth  von  n  sei,  leicht  die  Richtigkeit 
der  Gleichung 

(4)  An  +  ,,=  ÄAn+, ->(+!)•  An 

konstatiren,  worin  resp.  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
jenachdera  in  den  vorhergebenden  Gleichungen  das  obere  oder, 
untere  Zeichen  stattfindet.     Hieraus  folgt  auch 
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Nimmt  man   hierin   einmal  n  =  —  1 ;    so   ergibt  sich ,    da 
Ä_i  =  0  ist,  zur  Berechnung  der  Grösse  H  die  zweite  Formel 


(6)  /f= 


hu^i 


IV.  £ine  Substitution  dieses  Werthes  von  H  in  die  Gl. 
(4)  liefert  auch  die  Beziehung 

(7)  Äss-i  Ä«4-n  —  A.-1  Ajs+n  =  ff  1 )'  ^s-l  K 

und  für  «  =  0,  da  Ao=l   ist, 

(8)  Ag  Ai8-i  — -  A,_i  hu  =  ff  1 )'  As.  i 

Es  muss  auch  noch  bemerkt  werden,  dass  man  in  den 
Formeln  (4),  (5),  (7)  für  n  auch  negative  Zeiger  zulassen 
kann;  Für  solche  Zeiger  verliert  jedoch  die  GL  (2)  ihre  Be- 
deutung,  indem  die  rückwärts  gerichtete  Fortsetzung  des  obi- 
gen Bildungsgesetzes  der  Grössen  An  folgende  Werthe  ergibt 

A  —  (A*  +  4A»-f-  3  A)  =  A.7  =  —  A« 

h  ±(h'±3h^+\)    =Ä_,  =  +  A4 

A  — (Ä«±2A)  =A_5  =  — A3 

A  ±(A'  +  1)  =h.,  =  ±h, 

h  —  A  =  A_3  =  —  Ai 

A     +   1  =h,t  =  ±ho 

A  0  =  A.i 

A  1  =Ao 

A  A  =  Ai 

u.  s.  w. 

V.  Was  nun  die  gesuchten  Werthe  von  M  betrifft;  so 
findet  sich  sofort  ganz  allgemein 

(9)  M  =  An-i  M  ±  An.2  M  also 

(1 0)  M=  hn+s-iM±  A,+s_a  M  und 

n+2s  1  0 

(1 1)  M=  hn+U-l  M+  An+2«-J  M 

Substituirt  man  in  die  letzte  Gleichung  für  An+is-i  und  Än+s,_i 
ihre  aus  Gl.  (4)  sich  ergebenden  Werthe;  so  kommt 

=  ff  [A„+s-i  M±K^s.,M]  -•(+  ly  [An-iM±A„.,^] 
d.  i.  wegen  der  Werthe  aus  (10)  und  (9) 

(12)  j»f=  jyjif— (+i)«j«f__ 

Da  in  dieser  Gleichung  das  Zeichen  4-  1  gilt ,  jenachdem 
man  (^l/-i=-^t  hat;  so  ist  4:  1  ===-.(+ i)  —  — (_  l)r-i 
=  (_l)r  also  (-1- !)'  =  (- 1)"  und  —  (q=  l )»=(-- i)«-i  zu 
setzen^  wodurch  die  vorstehende  Gleicbuog 
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(13)  Jif  =  jyjtf+(— i)-»jif 

wird. 

Das  gesuchte  Bildiuigsgesetz  ist  hiernach  das  folgende 
für  den  Fortschritt  für  den  Kiickschritt 

in  der  Richtang  der  Zeiger         in  der  Richtung  der  Zeiger 

...n— 2«,  w  —  Ä,  », n-|-5,  n+^* n4-25,  «+«,  «,  n—s,  n—7s... 

Jlf  =  ffJ»f+(-1)''-'Jf  M={-\]''HM-\-'-\]''-'M 

n  n— •  n— Ss  n  n+s  b-|-<8 

j»f=ffj»f +(-i)'"-«j»f       jif=;-i)"j5rj»f+(-t)"-'j»f 

u-f  s  n  n— fl  n— 8  n  n  f  s 

M=HM  4-(-l)"-' Jf         J»f=H]"ff  Jf +(-1)»-'  J»f 

jif=/5rj»f+(-i)"-'jf       ^=(-i)"J7J»f+(-j;"-'j»f 

n-f-Ss  n-(-2s  n-{-s  n— Ss  n— Ss  d— « 

Diese  Formeln  gelten  auch  für  die  Nenner  N.  Um  dieselben  in 
Anwendung  zu  bringen^  braucht  man  nicht  einmal  die  Grössen 
Mf  N  von  den  Zeigern  n  und  n-^-Sy  sondern  nur  die  von  den 
Zeigern  0  und  1  als  bekannt  vorauszusetzen,  indem  die  ersteren 
nach  Gl.  (9)  und  (10)  berechnet  werden  können. 

VI.  Beispiel.  Es  sollen  aus  dem  Beispiele  des  §.  84  die 
Grössen  von  den  Zeigern  ...  —  7,  —  4,  —  1,  2,  5,  8...  be- 
stimmt werden. 

w       1.      1..    c      ^       —21    ir       420  .  o 

Man  hat  hierfür  ~  =  — r^,  -^  =  x^ ,  «  =  —  i ,  «  =  3. 

N  ~*^  N  ^^^ 
Da  A  =  20  ist;  so  hat  man  zur  Berechnung  der  Grösse  H 
nach  Gl.  (6)  aus  hs_i=ht  und  his^i  =  hsf  indem  man  wegen 
r  =  2  also  ( — 1)'-*  =  —  1  auf  den  Kettenbruch  [h,  fc,  A  . . .] 
=  [20,  20,  20...]  das  Subtraktionsprinzip  in  Anwendung 
bringt 

_Ä^_  3168060  _ 


0  — Ä«i 
1— Ao 

H= 

Ass-i 

20 

20  — Ai 

20 

399  =  A, 

20 

7960— As 

20 

158801— A4 

20 

3168060  — Aä 

Nach  der  Formel  (3)  würde  man  die  einfachere  Rechnung 

ff  =20'  — 3.20  =  7940 
haben.     . 

Da  hier  nun  r«  =  2.3  =  6,  also  (—  !)"-»  =  (—  1)"  =  — .  l 
und  ( — l)"  =  -}-l  ist;  so  erhält  man» für  die  vorwärtsschrei- 
tende Bildung 

3r-t  8r-i  8r-7  3t-1  St-*         3t-7 

M  =  79iQM—M  N=7U0N  —  N 
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und  für  die  rückwärts  schreitende  Bildung 

3r-l  ir+S         3v+5  8v-l  Sr-fS       8t+5 

i>f  =  7940  M  —  M  N=  7940  N—  N 

welche  beide  im  Subtraktionsprinzipe    liegen.     Dies   gibt 
folgende  Rechnung 

n         H  M  N 

--4  7940  -167160  -135719 

-l  7940       -?l       -17 

2  7940       420       739 

5  7940  3334821  5867677 

n  u 

$.  86«    Resfe  der,€hrS99en  M  unä  N. 

I.  Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachteten  Grössen 
M,  N  von  den  Zeigern  . .  .  n  —  2«,  n  —  «,  n,  n-|-«,  n-j-2# . .  . 
bilden  eine  engere  Auswahl  unter  den  Grössen  von  den  Zeigern 
. . ..  — 2f  — 1,  0,  1,  2  . . .  ßei  den  unbestimmten  Gleichungen  vom 
zweiten  Grade  wird  diese  Auswahl  unter,  der  Bestimmung  zu 
treffen  sein ,   dass  jede  Grpsse   Ein  und  derselben  Reihe ,  z.  B., 

n-2s     b-s  n      n-\-a    n-f-Ss 

jede  Grösse  der  Reihe  . . .  ilf ,  M,  M,  M,-  M,..  nachdem  man 
dieselbe  um  eine  konstante  Grösse  A  vermehrt  oder  vermindert 
hat,  durch  orne  andere  gegebene  Grösse  p  t  heil  bar  werde. 
Es  soll  also 

(l)  ^  =  (1  oder  M—A  =  pq 

P  , 

sein,  worin  q  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Hierin  kann  q  ebenso 
wie  My  Aj  p  sowol  positiv  wie  negativ  sein;  man  wird  übrigens, 
wenn  q  positiv  oder  negativ  gedacht  wird,  p  stets  als  positiv 
voraussetzen  dürfen. 

Wenn  man  nach  den  Regeln  der  gewöhnlichen  Division 
mit  p  in  M  und  auch  in  A  dividirt  und  dabei  die  grössten  Sub- 
quotienten  nimmt,  sodass  die  Reste  dieser  Divisionen  entschie- 
den positiv  und  kleiner  als  der  absolute  Werth  des  Divisors 
p  sind;  so  erfordert  ilie  Bedingung  (1)  offenbar  die  Gleichheit 
der  eben  erwähnten  beiden  Reste.  Demnach  sind  die  Grössen  M 
aus  der  fraglichen  Reihe  unter  der  Bedingung  auszusuchen,  dass 
ihre  positiven  Reste  in  Beziehung  zum  Divisor  p  gleich  dem 
Reste  der  gegebenen  Grösse  A  in  Beziehung  zu  demselben 
Divisor  seien. 

Zur  Abkürzung  der  Bezeichnung  bedienen  wir  uns  des  Kon- 
gruenzzeichens ^,  um  durch  die  Formel  a^b  auszudrücken, 
dass  die  beiden  ganzen  Zahlen  a  und  b  sich  nur  durch  irgend  ein 
Vielfaches  einer  gewissen  Zahl  j9  voneinander  nnterscheiden.  Jene 
Formel  ist  also  gleichbecfeutend  mit  der  Gleichung  rt==?ttp-f-6, 
worin  w  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganz6  Zahl  be- 
zeichnet. 
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II.     Denken  wir  uns  nun   die   vorhin  genaiinten  kleinsten 

positiven  Reste  der  Grössen  M  in  Beziehung  zu  dem  Divisor  p 

n 

gebildet,  indem  wir  dieselben   entsprechend  mit  R  bezeichnen. 

D 

Beachtet    man,    dass    die  Grössen   M  aus   den  gegebenen 

0  1 

Werihen  Jlf ,  M  und  h  nach  der  Hekbrsionsformel 


n^l 


n-t 


n-i 


n-% 


(2)  Jtf=AM+(-iy-^  M=kM±M 

entstehen;  so  ist  es  offenbar  nicht  nöthig^  erst  alle  Grössen  M 
herzustellen,  und  eine  jede  durch  p  zu  dividiren,  uni  die  Reste 
R  zu  finden:  man  kann  vielmehr  gleich  von  vorn  herein,  um 
mit  möglichst  kleinen   und   positiven  Zahlen  zu  thun  zu  haben, 

0  1 

für  jede  der  ursprünglich  gegebenen  Grössen  h,  M,  Jlf,  wenn 
dieselbe  positiv  und  ^p,  oder  wenn  dieselbe  negativ  sein  sollte, 
ihren  kleinsten  Rest  in  Beziehung  zu  p  an  6ie  Stelle  setzen. 
Ausserdem  kann  man  für  jede  der  durch  die  Formel  (2)  er- 
zeugten Grössen  bei  der  Fortsetzung  der  Rechnung  ihren  klein- 
sten Rest  nehmen.  , 

0  1 

So  ergibt  sich  z.  B.  furp=7,  Ä  =  24,  Jlf=5,  Jlf  =  —  12, 
wenn  in  der  Formel  (2)  das  Additionsprinzip  gilt,    indem  man 

A  =  3. 7  +  4  =  4,  ilf=  — 2.7+2  =  2  setzt, 


0 

0 

8 

8 

M— 

5_5. 

..Ä 

4 

Jlf— 16  — 2. 

..R 

1 

1 

9 

9 

M=- 

-12  =  2. 

..s 

4 

Jlf:s=12=5. 

..R 

9 

i 

10 

10 

A— 4 

M= 

13_6. 

..R 

4 

Jlf_22_l  . 

..R 

9 

3 

11 

11 

4 

M= 

26iz:5. 

..R 

4 

Jlf=    9s2. 

..Ä 

4 

4 

11 

13 

4 

M= 

26_5. 

..R 

4 

M        9       2. 

..Ä 

5 

S 

13 

13 

4 

M— 

25       4. 

..R 

4 

M      10      3. 

..Ä 

0 

0 

14 

14 

4 

M— 

21=0. 

..R 

4 

M      14      0.. 

R 

7 

7 

15 

IS 

4 

i!f= 

4  —  4. 

..Ä 

4 
4 

Jlf        3       3. 
Jlf      12       5.. 

17 

R 

U 

R 

17 

u.  s.  w. 

4 

Jlf      23       2 . . 

R 

Da  alle  diese  Reste  <^p  sind;  so  ist  nicht  bloss  klar,  dass 
sich  an  irgend  einer  Stelle  Ein  st*hon  früher  vorgekommener 
Rest,  sondern  dass  sich  an  irgend  einer  Stelle  zwei  schon  frü- 
her vorgekommene  benachbarte  Reste  in  derselben  Rei- 
henfolge wiederholen  müssen.   Von  dieser  Stelle  an  werden 
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sick  dann  aber  wegen  des  Bildungsgesetzes  (2)  alle  folgenden 
Reste  in  derselben  Reihenfolge  wiederholen.  Da  nan  das  Ge- 
setz (2)  eine  Umkehrnng  gestattet,  wonach  jedes  frühere  Glied 
aus,  den  beiden   späteren  nach  derselben   Regel   erzeugt  .wird ; 

0 

so  leuchtet  ein,  dass  sich  alle  Reste  vom  oberen  R  an  in 
regelmässigen  Perioden  wiederholen  werden. 

Demnach  braucht  maA,    um  alle   möglichen  verschiedenen 
Reste  zu  finden,    nur  so  weit  zu  rechnen,    bis  sich  die  ersten 

0  1 

beiden  Reste  R,   R  wieder  einstellen. 

Im   obigen    Reispiele    wiederholen    sich    die   ersten   beiden 

0  •  1  16  17  ' 

Reste  7t  =  5    und  R=^2   bei  R  und  /?;   die  Periode   schliesst 

IS 

also  mit  R  und  hat  16  Glieder. 

III.     Wenn  es  sich  ereignet,   dass  zwei  benachbarte  Reste 

n      n+i  0        1 

Ry  R  erscheinen,  welche  sich  resp.  mit  R,  R  zn  p  ergänzen;  so 

n+l  1 

ergänzen  sich  auch  alle  auf  R  folgenden  mit  den  auf  R  folgen- 
den zu  p. 

Denn  wenn  man  hat 

n  0 

R=    p  —  R 

■+i  1 

Rz=    p  —  R;   so  ist  auch  der  folgende  Rest 

n-f-J  n+8  » 

also  da  R  <^p  ist,   R  =  R  u.  s,  f. 

Dies  ereignet  sich  im  obigen  Beispiele,  indem 


1 
ist. 

0 


Ä  =  2==7-  5=p~Ä  und  Ä=5  =  7  — 2=p  — Ä  ist. 

In  einem  solchen  Falle   also,   wo   die  Ergänzungen  von  R 

1 
und  R  zü  p  wiederkehren ,    kann  man  von  dieser  Stelle  an  die 
folgenden  Reste  dadurch  leicht  erzeugen,    dass   man  die  schon 
berechneten  von  p  subtrabirt. 

Es  ist  klar,  dass  nach  der  umgekehrten  Rekursionsformel 

n  n-j-1  n+l  n+l         n-f* 

welche  für   die   Grössen  M  gilt,    auch   die  Reste  R  von  jedem 

0 

Gliede  an,    also  auch   vom  Gliede  R  an,   rückwärts   gebildet 
werden  können. 

n 

IV.  Wenn  es  sich  ereignet,  dass  man  auf  einen  Rest  R=0 
stössl;  so  tritt  für  die  folgenden  Reste  die  nachstehende  Bezie- 
hung ein,  welche  wir  der  Kürze  halber  nur  für  das  Additions- 
prinzip konstatiren  wollen,  welche  aber  mit  Hülfe  der  Gl.  (2) 
und  (3)  leicht  allgemein  erwiesen  werden  kann. 
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n 

n+1  n         n-l  n-l 

fl=ÄÄ  +  Ä  =  AÄ  (also  da  aus  ä  =  ää4-ä  die  Beziehung 

n-i  n-J 

hR  =  ^  R  folgt) 
=  —    R^p  —  R 

n-\-S  n—t       n— 1        n— S 

Äs— AÄ  +  B=Ä 

n+4  n-3       n-S  n.3         b-S  a~4  «-4 

Ä=         ÄÄ  — Ä  =  — (-ÄÄ+Ä)=-i?=p-Ä 

u.  s.  w.  Die  Reihe  der  Reste  hinter  der  fraglichen  Stelle  he- 
foJgt  also  dieses  Gesetz 

Zeiger    =  n      n+l         n+«  a+3  0+4  11+ 5  n+« 

n— 1  n—t       o— 3  n—k         n—i  u—t 

Rest     =0  R    ip  —  R)     R    ip  —  R)      R     <j>  —  R)... 

wonach  dieselbe  leicht  bis  it  =  A  fortgeführt  werden  kann. 
So  hat  man  im  obigen  Beispiele  für  ns=6 

w^...2     3     4     5     6     7         8         9        10     ... 

Ä  =  ,..6  5  5  4  0  4  (7-5)  5  (7-6)... 
Da  sich  jeder  Rest  wiederholt;  so  wiederholt  sich  auch  der 
Rest  0.  Aus  Vorstehenden!  erhellet,  dass  wenn  man  bei  der 
Berechnung  der  Reste  R  zweimal  den  Wer(h  0  erhalten  hat 
(was  nicht  nothwendig  in  einem  Abstände  von  der  Länge  der 
Periode  zu  geschehen  braucht,  sondern  in  einem  kürzeren  Ab- 
stände geschehen  kann),  man  alle  folgenden  Reste  bis  zum 
Schlüsse  der  Periode  nicht  nach  der  Formel  (2)  zu  bilden  nö- 
thig  hatr  vielmehr  durch  einfache  Wiederholung  der  rückwärts 
laufenden  Reihe  der  schon  gebildeten  Reste  nnd  deren  Ergän- 
zungen zu  p,  in  abwechselndem  Turnus. 

V.  Die  Länge  der  Periode  der  Reste  R  in  Beziehung  zu 
einem  gegebenen  Divisor  p  ist  im  Allgemeinen  unabhängig  von  den 

0  1 

Grössen  M  und  M.  Sie  ist  entweder  ebenso  gross,  wie  die 
Periodenlänge  der  Grössen . . .  A.i,  ho,  Ai,  A: . . .  (§.  85),  welche  nach 
einem  ähTilichen  Gesetze  gebildet  sind,  wie  die  Grössen  Jf,  indem 
man  für  die  ersteren  derselben  A«i  =  0,  Ao  =  1,  Ai=A,  Aj=A*J[it 
u.  s.  w.  hat,  oder*  sie  ist  gleich  einem  aliquoten  T heile  der 
letzteren  Periodenlänge. 

Denn  bezeichnet  man  den  Rest  von  Aq  in  Beziehung  zu 
demselben  Divisor  p  mit  fn,  und  enthält  die  Periode  der  letzteren 
Grössen  n  Glieder,  sodass  sich  also  die  Reste  . . .  r_2,  r_i,  fo,  n,  r» . . . 
bei  ...ru.2,  Tn-i,  fn,  To+i,  fn+j...  wicderholcn ;  so  wiederholen 
sich  auch  die  Reste  R  der  Grössen  M  bei  denselben  Zeigern, 
indem  man  hat 
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n  i  0  10  0 

Ä  =  r„.,  Ä±r._,  Ä=r_,  Ä±r_.  R  =  R 

I  n+1 


u.  s.  w.  Hiernach,  wo  die  Reste  in  Abständen  von  n  Gliedern 
nothwendig  wiederkehren  müssen,  ist  klar,  dass  wenn  in  beson- 
deren Fällen  die  regelmässige  Wiederkehr  schon  früher  eintreten 
sollte,  Dies  nur  in  Abständen  geschehen  kann,  deren  Gliederzahl 
ein  aliquoter  Theil  von  n  ist. 

VI.  Es  bedarf  keines  weiteren  Nachweises,  dass  wenn  man 
die  Grössen  M  mit  einer  konstanten  Zahl  c  multiplizirt  und  auch 
dem  Produkte  noch  eine  konstante  Zahl  d  hinzufiigt,  die  Reste 
der  Grössen  cM'\-d  ebenfalls  Perioden  bilden  wiBrden.  Und 
zwar  ist  die  Periode  von  cM-\-d  ebenso  lang,  wie  die  von  cM. 
Die  Periodenlänge  von  cM  kann  jedoch,  wenn  sie  der  von  M 
nicht  gleich  ist,  nur  ein  aliquoter  Theil  der  letzteren  sein. 
.  VII.  Nach  Obigeni  ist  es  leicht,  diejenigen  Reihen  der  M 
zu  bezeichnen^  welche  sämmllrch  denselben  Rest  besitzen  oder 
der  Redingung  (t)  entsprechen. 

Resitzt  nämlich  die  Periode  der  Reste  «  Glieder ;  so  entspricht 

u 

jedem  R  in  der  ersten  Periode,  welches  den  verlangten  Werth 
ft>esitzt,  diß  Reihe 

...  M  M  M   M  M  .,. 

Soll  im  obigen  Reispiele =  — - —  == ^- — ' — -j 

aUo  auch  — — —  =^  eine  ganze  Zahl  oder  der  fragliche   Rest 

a 

R  =  ^  sein;  so  findet  man  in  der  ersten  Periode,  welche  «=16 

5  7 

Glieder  besitzt,  sowol  /f=4,  wie  auch  /}  =  4.  Dies  gibt  ful- 
gende  zwei  Reihen 

-27 

...  M 

..,  M 

Kommt  in  der  ersten  Periode  der  gesuchte  Rest  nicht  vor;  so 
gibt  es  überhaupt  Grössen  M  von  der  verlangten  Eigenschaft  nicht. 

VIII.  AVas.hicr  von  den  Zählern  ilf  gesagt  ist,  gilt. auch 
von  den  Nennern  N.  Bei  den  unbestimmten  Gleichungen  wird  es 
darauf  ankommen,  diejenigen  Jlf  und  iVvon  gleichen  Zeigern 
zu  bestimmen,  von  denen  die  ersteren  einen  bestimmten  Rest  A 
und  die  letzteren  gleichzeitig  einen  bestimmten  Rest  B  haben.  £s 
ist  möglich,  dass  es  sowol  Reihen  für  M,  wie  auch  Reihen  für 
iV  gibt,  welche  für  sich  allein  der  gegebenen  Redingung  ent- 
sprechen, welche  aber  nicht  gleiche  Zeiger  haben-.  Unter  solchen 
Umständen  würde  die  Aufgabe  immerhin  unmöglich  sein. 


-11 

M 

5 

M 

u 
M 

87 

M 

-9 

M 

7 

M 

*3 

M 
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Die  M dglichkeii  oder  Umnögltchkttt  4er  letzteren  Aufgabe  kann 

man  aber  jederzeit  an  den  Resten  von  M  und  N  der  ersten  Pe- 
riode beurtheilen.  Man  beachte  nämlich,  dass  wenn  s  die  Glieder- 
zahl der  Periode  der  Reste  der  Grössen  hj,  ist,  die  Gh'ederzahlen  «' 
und  s"  der  Perioden  von  M  nnd  N  irgend  welche  aliquote 
Theile  von  $  sind.  Nimmt  man  also  sowol  die  Periode  Ton  Jf, 
wie  auch  die  von  iV  auf  die  Länge  s  oder  auch  nur  so  weit,  bis 
gleichzeitig  die  Reste  von  Jlf  nnd  die  von  N  sich  wiederho- 
len;  so  liefern  nur  diejenigen  in  dieser  grösseren  Periode  liegenden 

n  n 

Zeiger  n,  für  welche  gleichzeitig  M^A  und  N^B  ist,  gesuchte 
Reihen.  Denn  wäre  in  dieser  Periode  für  den  Zeiger  n  die  Grösse 
M^A  und  für  einen  anderen  Zeiger  n"  die  Grösse  N^B;  so 
kann  für  keinen  ausserhalb  jener  Pertode  liegeodea  Zeiger  n 


n 


die  Grösse  Jlf^  ^  und  zugleich  N^B  werden,  weil  sonst  gleich- 
zeitig w=n'-[-ir«  und  fi  =  n"-j-yf  also 

n'  4"  ^*  =  **    H~y*  folglich 
n'  —  n 

^  8 

sein  müsste,  was,  weil  n"  —  n  jedenfalls  <^s  ist,  nur  für  n"  =n 
möglich  sein  würde. 

Um  die  zusammengehörigen  Werthe  von  Jf  und  iVzu  finden, 
ist  es  übrigens  nicht  durchaus  nolhwendig,*  die  Perioden  der 
Reste  dieser  Grössen  auf  eine  gleiche  LSnge  $  zu  erweitern, 
insofern  die  kleinsten  Perioden  verschiedene  Längen  $  und  t' 
baben  sollten.  Man  kann  nämlich  für  jede  zwei  Zeiger  n 
und  n"  in  diesen  kürzesten  Perioden,  wofür  M^A  und  N^B 
ist,  untersuchen,  ob  die  Gleichung 

n  =  n  -i- ivs' =  n' 4^ys''  oder 
s  X  —  8  y=^n  — n 
möglich  ist.  Diese  Gleichung,  welche  in  Beziehung  zu  x  und  y  eine 
diophantiscbe  vom  ersten  Grade  mit  zwei  Unbekannten  ist,  wird  dann 
und  auch  nur  dann  möglich  sein,  wenn  eine  Befreiung  der  drei  Zahlen 
s',  8",  (n"  —  n)  von  ihrem  etwaigen  gemeinschaftlichen  Maasse 
zwei  relativ  prime  Koeffizienten  von  x  und  y  zurücklässt  (§.  27).  Ist 
diese  Gleichung  möglich;  so  erscheint  die  Auflösung  in  der  Form 

nnd  man  hat  dann 

w=  n  4"**  -)-6Ätt?  =  w    -{-a  8    -f-b  8  w 
worin   b'8  ^=:b"8"  =8  sein   wird,   sodass  man  für  die  ersten 
Glieder  der  vorwärts  und  rückwärts  um  je  8  Glieder  fortschrei* 
tenden  gesuchten  Reihe 

M^A  N=B 

bat. 

S«h«ffler*t  «ttbestimmt«  Analytik.  1  5 
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Fall,    wo    die    Determinante    ein    vollkomme- 
nes Quadrat,  verschieden  von  null,  ist 

§.  87.    mntujiekelung  der  BrÖeee  K  =  £^+J^,i0oH«t  diene- 

Qu 
ierminunte  ]l=ts«t  em  v^llk^mmemee  Quadrat  M,  in  einem 

Mettenbrueh» 

h    Es  leuchtet  ein,  däss  in  diesem  Falle,  wo  K  einen  ra- 
tionalen  Werlh      TT       hat,  die  Entwickelung  von  K  in  einen 

(Jo 

Kettenbruch,  wenn  man  dabei  ein  bestimmte^  Prinzip,  wie  das 
Additionsprinzip  mit  grössten  Sobquotienten ,  2n  Grunde  legt, 
keine  anderen  Quotienten  erzeugen  kann,  als  diejenigen,  welche 
sich    nach    demselben   Prinzipe    durch    die    Entwickelung   von 


fl  +  Po 


ergehen   würden ,    dass    also    diese  Entwickelnng    eine 


endliche  Länge  haben  wird.  Bei  der  gegenwärtigen  Unter- 
suchung kommt  es  uns  jedoch  nicht  allein  auf  diese  Quotienten 
von  K,  sondern  auch  auf  die  Grössen  P,  Q  an.  Diese  Letzteren 
ergeben  sich  nun  genau  nach  der  Vorschrift  des  §.  59,  indem 

man  in  der  ganzen  Rechnung  die  Grösse  Y^  in    dieser  Form 

an  alle  den  Stellen  beibehält,  wo  man  früher  die  Grösse  YO 
stehen  hatte.     Es  wird  noch  bemerkt,  dass  auch  hier  die   frü*- 

here  Voraussetzung,  wonach       ^    ®  =1^.4    eine   ganze    Zahl 

sein  soll,  gemacht  wird. 

So  hat  man  z.  B.  für  Jf=ljLijlI,  ^orin  Z>=16  =  4*, 

ö  =  4,    ß.t==: =  -11    ist, 


__     3 _3(V76  +  2)       fT6  +  2_      ■    1 

4        ^4(lAlT+2)       KTg  +  2  ■    1 

^*~VT^-2  12  3        "    ^ x^ 


Xi  = 


1^16  —  2  12  3  '   a?3 

^_3        _3(T^i6"+4)^  KlT+4 
>^T6-4  0  0 


also  jr=£li+I  =  y=  [3,  1,  2Kund 
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n        P^        Qn        ü»       Mn       iV. 

-2  Ol 

-l  -II                          1            0 

0            7  3  3            3            1 

12  4  14            1 

2  2  3  2          II            3 

3  4  0 

II.  Wollte  man  die  Eotwickelong  aber  den  letzten  Zeiger  3, 
für  welchen  0s  =  0  geworden  ist,  mit  grössten  Siibqaolienten 

fortsetzen;  so  warde^  da  af%  = ^        =OQ  ist,  der  oaeliala 

Quotient  03  =  00  werden,  und  Dies  wärde,  wenn  auch  nicht 
für  P  und  Q,  doch  für  alle  folgenden  Werthe  der  Zahler  M 
und  Nenner  N  der  Näherangsbrüche ,  in  anendlich  grossen 
Zahlen  führen,  welche  wir  von  unserer  Betrachtang  ganz  ans- 
schliessen  wollen. 

Demnach  ist  die  Entwickelang  mit  grösslea  Sabquotientea 
abzubrechen,  sobald  sich  für  x^  der  Werth  (X)  einstellt.     Fftr 

den  speziellen  Fall  K=  Va*  geschieht  Dies  immer  schon  bei 
dem  Zeiger  n=l,  indem  man  für  Jf=:Ka*  = ^^^ 

n           Pn           Qn  aa         Jf.           JV, 

-2  Ol" 

-1                           o»  10 

0  0             1  a            a             1 

1  a  0 

bat.  Aber  auch  in  jedem  anderen  Falle  muss  sich  jener  Um- 
stand ereignen,  sobald  nur  die  Determinante  ein   vollkommenes 

D  —  P^* 

Quadrat  ist.     Für  diesen  Zeiger  n  aber,  wo  Qm  =  — 71 — -  ==0 

wird,  mnss  P^n=sD  =  a*^  also  P»=::^a  sein.  Diese  letzten 
Grössen  Qn=0  und  P^z=--j^a  entstehen,  indem  mandendarcb 
den  gewöhnlichen  Verlauf  der  Rechnung  sich  ergebenden  Ausdruck 

(?o-i      .     j.     p  V^  +  a       Vi^+a 

Xn=  77= in  die  Form  ——=--=--  --^=- 

a'Ta  a^-^a*  0 


Qn-i 

bringt.     Hieraus  leuchtet  ein,  dass  wenn  Po  nicht  =-j-ii,  son- 
dern =  —  a  ist, 

"'-       Vä^-\-a  0  0 

keines wegs  s=  CXD  ist,  sondern  den  |)  e  st  i  m  m  t  e  n  e  n  d  1  i  ch  e  n  Werth 

hat. 

15* 
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Demnach  ist,  wenn  sieb  Pn  =  —  a,  &n  :=  0  eif  ibt,  der  Schlass 
der  Entwickelung  durchaus  nicht  erreicht,  indem  nur  schein- 
bar eine  Unbestimmtheit  vorliegt,  auch  der  Quotient  ün  durch- 
aus nicht  unendlich  gross,  sondern    gleich   dem   grössten  Sub- 

quotienten  des  rationalen  Bruches  -=^  ist.    Nachdem  man  also 

den  Quotienten  «n  aus  dem  Bruche  •—— ^  bestimmt  hat,  rechnet 
man,  um  bei  dem  nächsten  Zeiger  n-^X  wieder  auf  die  Form 


zu  kommen,  so  weiter,  dass  man 


(2)  ^„=i^«  =  %^  =  a,+  J- 

...  2fl  f?+a 

(3)  arB+i»= -* — 


Qu~i  —  2  öön  lPn-1  —  2  flön 

setzt.     Demnach  ist  für  diesen  folgenden  Zeiger 

und  damit  ist  nicht  allein  für  den  Quotienten  an,  sondern  aacfa 
für  die  Grösse  ^n+i^  welche  sich  nach  der  Grundformel  (4)  des 

§.  61  in  der  vieldeutigen  Form ^   °"^^  == — - —  =—  dar- 

stellen  würde,  alle  Unbestimmtheit  verschwunden.  Diese 
letztere  Unbestimmtheit  würde  aber  auch  dadurch  sofort  ver- 
mieden sein,  wenn  man  ^„+1  nicht  nach  Gl.  (4),  sondern  nach 
Ol.  (6)  des  §.  61  bestimmte,  welche  nar  den  vorstehenden 
bestimmten  Werth  von  ßn+i  liefert. 

Würde  ßn+i  =  0  also  ßn-i=2aan;  so  wäre  bei  dem  Zei- 
ger n-\-\  der  Schluss  der  Entwickelung  erreicht.  Im  entge- 
gengesetzten Falle  setzt  man  die  Rechnung  in  bekannter  Weise 

fort,   indem  man  jedesmal,   sowie  Xn  in  der  Form  -—    auftritt, 

nach  der  vorstehenden  Regel  verfährt.  Endlich  wird  einmal  in  allen 
Fällen  der  durch  Pn=a,  ^„=0  sich  charakterisirende  wahre 
Schluss   erreicht   werden,   welchen   man   auch  daran    erkennt, 

dass  im  vorhergehenden  Werthe  a7„,^  =  ^""^  +  ^""^  =  ^  +  ^"^^ 

Vn-l  Vn-l 

der  Nenner  ß„.i  in  dem  Zähler  a-^P^.i  vollständig  aufgeht. 
Wäre  z.  B.  K= y— -  gegeben,    wofür   man  D  =  \\ 

a=l,  iP.i  =  — - — =5s=--ll  hat;  so  ist 
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__-Kf+!0_      ■    ! 


9  '     Xy 


Xi  = 


9  .    .    1 


0 


=     ^      =44 


2  ^Xi 

^«-     9-9 i ^^J, 

— _JL_  —IT+J— 

also  ^ =  — =  [1,  4,  2J 

-2  0  l 

-l  -11  10 

0  10  9  1             1             1 

1  -l  0  4            5            4 

2  1  1  2  11  9 

3  10 

lil.  Es  ist  klar,  dass  man  hier  ebenso  wie  bei  den  irra- 
tionalen Weithen  von  K  für  die  Quotienten  »n  willkttrliche 
Zahlen  einfuhren  kann,  aaeh  dass  sich  hier  nach  dem  Prinzipe 
des  §.  69  eine  zweigliedrige  Periode  erzielen  lässt,  f^r  welche 
die  dortigen  Beziehungen  vollständig  Gültigkeit  haben,  wenn 
man  nur  her  §.  69,  VI.  beachtet,  dass  möglicherweise  /\^.i  s»  0, 

also  ^n  oder  ^n+i  ^  ^D  werden  kann. 

D\Q  willkürlichen  Quotienten,  sowie  die  Grössen  P,  Q,  M, 
Ny  werden  stets  den  Grundformeln  des  §.  6  t  und  68  entspre- 
chen, auch  gelten  davon  die  Gesetze  der  §§.  71,  72,  73,  74» 
jedoch  immer  mit  Ausschluss  der  auf  die  Periodizitöt  sich 
beziehenden  Gesetze.  Namentlich  lassen  sich  auch  hier  zwei 
Entwickelangen  K  und  K'  mit  derselben  Determinante  o*  nach 
§.  73  kombiniren,  wenn 

jPm  =  *^n >    Qm  ^Q  Uf    Qm^i  =^  Q  a-1 

ist.  Wir*  machen  aber  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass 
wenn  früher  die  beiden  Gleichheiten  PaSÄjP'n  nnd  Q^as:Q\ 
die  dritte  Gleichheit  Qm-i  =  Q\-i  nothwendig  nach  sich 
zogen,  gegenwärtig  eine  solche  Nothwendigkeit  nur  dann  vorliegt, 
wenn  nicht  ^„==^'„  =  0  ist,  also  namentlich  dann  nicht,  wenn 
es  sich  um  den  Schluss  der  Entwickelangen  von  K  und  K' 
handelt.  Bei  einem  solchen  Schlüsse  ist  immer  Pm  =  iP'n  =  a 
und  Qn  =  Q\sszQ;  es  köoaen  jedoch  ^„,.1  und  ^Vi  ver- 
schiedene Werthe  haben.  Die  Thuidicbkeit  einer  Konibi- 
nation   von  K  und  K'    am  Schlosse   beider  £oiwiok«lai)gea 
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setzt  also  notb wendig  die  Gleichheit  der  vorletzten  Grössen 
^m-i  und  ^'n-i  voraus,  und  demnach  werden  wir  im  Folgenden 
unter  den  Grössen,  welche  der  Schluss  der  Ehtwickelang 
von  K  bilden,  stets  die  drei  Grössen  Pn,  Qu,  Qn-t  verstehen. 

§.  88.    Vieifaehheit  de9  ScAltcMe«  der  V9r9tehenden 

Bniwickeiuug» 

J.  Es  ist  schon  bemerkt,  dass  man  in  die  Entwickelang 
von  K  auch  willkürliche  Quotienten  einführen  kann.  Demnach 
ist  man  im  Stande,  die  Entwickelung  von  K  mittelst  willkürii- 
eher  Quotienten  noch  über  den  nach  vorstehendem  Paragraphen 
erzielten  Schluss  fortzusetzen.    Für  diesen  Schluss  hat  man  be- 

kanntlich  Pn  =  ö,  ^n  =  0  also  Xn  = ?)"•    Nimmt  man  jetzt 

für  den  Quotienten  vom  Zeiger  ^n  einen  willkürlichen  Werth  a^ 
an;  so  erfordert  der  Übergang  auf  das  Glied  iTn+i  eine  ähnliche 
Auffliierksamkeit ,    wie  der  Übergang  von   der   im   vorstehenden 

Paragraphen  sub  (1)  und  (2)  betrachteten  Form  Xa  =  — -^ 

auf  das  nächste  Glied  x&^i,  damit  man  für  die  Grösse  Qn-v-i, 
welche  sich  nach  §,  61  Gl.  (4)  in  der  vieldeutigen  Form  %  dar* 
stellen  würde,  den  wahren  und  einzig  zulässigen  Werth  erhalte. 

£s  kommt  ^uns  nämlich  darauf  an,  dass  die  Grössen  a^,  P^,  Q^ 
nicht  allein  den  Formeln  (1),  (2),  (3),  (4),  sondern  auch  den 
Formeln  (5),  (6)  in  §.  61  genügen ,  weil  man  dann  erst  versi- 
chert sein  kann,  dass  dieselben  auch  die  wichtigen  Gleichungen 
(1),  (2),  (3),  (4j  in  §.  68  erfüllen. 

Nehmen  wir  nun  für  den  Quotienten  a»  in  dem  Gliede 

(1)  Xn  = -i— =  fl„-| 


eine  beliebige  ganze  Zahl  an;  so  wird  nach  §.61  Gl.  (2)  stets 
ft+i  =  «n  Qn  —  Pb  =  fln .  0  —  «  =  —  ü  Sein.  Was  aber  die  Grösse 
^B+i  betrifft;  so  ist  dieselbe,  wenn  sie  nur  die  dortige  Gl.  (4) 

erfüllen  soll,  =     ^/°^''  =  — "^  ===  g    völlig    unbestimmt. 

Soll  dieselbe  aber  auch  die  dortige  Gl.  (6)  erfüllen;  so  hat  man 
dafür  nur  den  einzigen  bestimmten  Werth 

(2)  (?B+l  =  ^n-l+2fln  Pu-an'  Ön  =  (?n-l  +  2 fla» 

Hiernach  ist  also 

Dieser  Fall  und  der  im  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
trachtete, in  welchem  Letzteren  jedoch  üa  nieht  willkürlich  ist, 
sind  beide  durch  das  nachfolgende  Schema  dargestellt 


$.  88. 

Vidflachheit  des  Schlusses. 

n 

» 

«  +  1 

Pn                            Qu                          i 

Qn-i 

+  a                 0                 ( 
T«         Qn-i  +  2aa^ 
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worin  sich  die  oberen  Zeichen  auf  den  gegenwärtigen,  und  die 
unteren  Zeichen  auf  den  früheren  Fall  beziehen. 

II.  Es  ist  nun  beacbtenswerth,  dass  der  gegenwärtige  Fall» 
bei  welchem  man  einen  bereits  erreichten  wahren  Schluss  von 
K  wiederum  aufgibt,  um  vermittelst  der  eingeführten  willkürli- 
chen Zahl  an  eine  fernere  Entwickelung  mit  endlichen  Grössen 
anzubahnen,  sofort  zu  einem  neuen  Schlüsse  gebracht 
werden  kann,  welcher  mit  dem  früheren  nicht  über- 
einstimmt. 

Einmal  gelangt  man  zu  dem  neuen  Schlüsse,  indem  man 
den  Quotienten  an+i  =  0  setzt. 

Ein  anderes  Mal  dagegen  gelangt  man  zu  dem  neuen  Schlüsse, 
indem  man  fln+i=l,  0»+*=  —  1  setzt. 

Wenngleich  man  noch  auf  unendlich  verschiedene  andere 
Weisen  zu  dem  neuen  Schlüsse  gelangen  könnte;  so  umfassen 
doch  die  Werthe,  welche  man  durch  diese  beiden  einfachen 
Substitutionen  zu  erzielen  im  Stande  ist^  alle  möglichen 
Schlüsse  der  Entwickelung  von  K.  Die  nach  diesen  bei- 
den Substitutionen   entstehenden   Grössen   sind,   wie  sich  leicht 

ergibt,  die  folgenden : 

erste  Eatwickelang  ohne  Zeichenwechsel 

n  Pn  Qn  fln 

na  0  Ab 

n-j-l       — a        0n-i+2flÖB         0 

zweite  Entwickelung  mit  Zeicbenwechsel 

«n»     On+l,     Ön4-2  =  fln>    1,    —1 
n  Pn  Qu 

«~1  Qn-i 

na  0 

n4-l  —  a  ft-i  +  2ö«B 

n— 2      (?n-i+a(2ön+l)      -  [(?n.i +  2«  («»+!)]    -1 
n4"3  a  0 

III.  Die  wichtigste  der  durch  diese  Entwickeinngen  entstan- 
denen Grössen  ist  der  vorletzte  Werth  von  Q.  Derselbe  ist  bei 
der  ersten  Entwickelung 

(4)  Qn+i  =  Qn.i-\-2aan 

und  bei  der  zweiten  Entwickelung 

(5)  (?B+,  =  -  [(?„.!  4-  2  «  («n  +  1 )] 

Da  in  beiden  Werthen  Ou  eine  beliebige  positive  oder  ne- 


an 
1 
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gative  ganze  Zahl  bedeutet;  so  sieht  vao,  dass  es  möglich  ist, 
statt  des  ursprünglichen  Schlusses  einen  anderen  zu  erzeugen, 
in  welchem  sich  der  Werlh  des  vorletzten  Q  von  dem  früheren 
Werthe  ^».i  des  vorletzten  Q  nur  durch  ein  Vielfaches 
von  ia  unterscheidet,  während  gleichzeitiff  auch  ein 
Zeichenwechsel  eintreten  kann. 

Die  Gesammtzahl  der  Glieder  der  ersten  Entwickelung^  in 
welcher  kein  Zeichenwechsel  stattfindet,  unterscheidet  sich  von 
der  Gesamn»tzahl  der  Gh'eder  der  zweiten  Entwickelung,  in  wel- 
cher der  Zeichenwechsel  vorkommt,  durch  eine  unpaare  Menge 
von  Gliedern  (hier  durch  ein  einziges  Gh'edj. 

IV.  Wir  behaupten  nun,  dass  es  nicht  möglich  ist,  durch 
irgend  welche  Quotienten  a^y  ^n+i,  an+i...an+r  einen  anderen 
Schluss,  als  durch  die  vorstehenden  beiden  Entwickelungen  zu 
erzeugen. 

Denn  es  ist  klar,  dass  man  die  Fortsetzung  der  Entwicke- 

VDA-P 
lung  der  Grösse  K  von  der  Stelle  Xn=^ ~ — -  an  vermittelst 

der  Quotienten  On»  ^n-f i  •  •  •  ^o+r  wie  die  Entwiekelung  einer  ur- 

sprünglichen    Grösse   von    der  Form   ;iro  = jr auffassen 

kann.     Alsdann  hat  man  aber,  wenn  der  Kettenbruch 

(6)  [ön,    ön+1  .  .  .  ön+r]      =  Tp    UUd 

ra 

(7)  [üny    Ön-l-1  .  .  •  Än-fr-l]  =  "i; 

gesetzt  wird,  nach  §.  68  Gl.  (1)  und  (2) 

(9)  (-iyen+r  =  iHr-i«  Qn^  2  Mr^X-V  P.-Wr-i'  Qa-i 

und  da  hier  Pf^=:a,   Qn='0  sein  soll, 

(10)  (-iyPn+r  =  (iHr,i  H,.,  +  ill,.,  lU)  a+lU   lU   Qn^O 

(11)  (~1)'-^  (?n+r  =  nr-i  (2  fl  A.t  +  Hr-i  Qn^i) 

Addirt  man   zu  Gl.   (10)   die  identische   Gleichung 
(— i)'ö=(^r-i  ttr-s  —  itlr>s  Hr-i)«;  SO  nimmt  dieselbe  die  Form 

(12)  (-  1)'  (a-hP.+.)  r=  Hr.,  (2  a  iH..i  +  n..i  (?„_») 

an.  In  diesen  Gleichungen  (11),  (12)  kann  man  sich  unter 
fi-f-r  einen  beliebigen^  also  auch  den  vorletzten  Zeiger  der 
Entwickeking  von  K  vorstellen.  Alsdann  hat  roaa  für  den  nächst- 
falgeüden,  also  leUten  Zeiger  »-j-r-J-l,  indem  man  r-j-l  an 
die  Stelle  von  r  setzt,  und  beachtet,  dass  für  de»  Bunmebr  ein- 
tretenden Schluss  der  Enlwickelimg  Pn+f+i  =  a  und  Qn+t-^i=0 
sein  muss,  resp.  nach  Gl.  (12)  und  (U) 

(13)  (-1)'+*  2a=^lU  (2ai«,  +  U,  ö«-i) 
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Ska  die  üekB  Seile  der  GL  (13)  aicht  gleieb  bqU  sein  kann; 
so  ißt  die  Gl.  (14)  oflFeobar  nur  durch  die  Bedingung 

(15)  tt,  =  0 

zu  errülien.  Dies  rührt  aber  wegen  Gl.  (13)  ferner  zu  der  Be* 
dinguDg  (—1)'+^  2as2«  iUt  Ilr.i  oder 

(16)  iH.IUi«(^l)'+* 

Die  letzte  Gleichung  zerfällt  aber,  da  iÜr  und  n,.i  ganze 
Zahlen  sein  müssen^  in  folgende  zwei 

(17)  Jlt,  =  (-1)-  nr.i=(-l  )'+•+* 
worin  s  willkürlich  bleibt. 

Durch  den  letzteren  Werth  von  tlr.i  nimmt  aber  die  vor- 
letzte Grösse  Q^+t  nach  Gl.  (1()  den  Werth 

( 1  8)  Qn^r  =  (-  1  y-^    [(?iwi  +  (-  1  )'+•+*    2  a  MVr-i  ] 

an^  welcher  den  obigen  beiden  Formen  genau  entspricht.  Der^ 
selbe  lehrt  auch,  dass  wenn  die  Zahl  der  angehängten  Quotien- 
ten Ha»  an+i***aii+o  9lso  auch  r — 1  paar  ist,  kein  Zeichen- 
wechsel in  dem  vorhin  angedeuteten  Sinne  eintritt,  dass  Dies 
aber  geschieht,  wenn  jene  Anzahl  oder  r —  1  unpaar  ist.  End- 
lich ist  klar,  dass  die  Werthe  des  Zählers  und  Nenners  M^^r 
und  JVn+r  des  vorletzten  Näherungsbruches,  welche  in  die  rechte 
Seite  der  Gl.  (2)  des  §.  68  eintreten,  wenn  auf  der  Knken  Seite 
On+r+i  =  0  wird,  für  jeden  beliebigen  neuen  Schluss  entweder 
durch  die  erste  oder  durch  die  zweite  der  vorhin  bezeichneten 
einlachen  Entwickelungen  hervorgebracht  werden  können,  wenn 
man  darin  den  Werth  des  Quotienten  üa  angemessen  bestimmt. 

§.  89.  AecMn^uttfe«,  mnter  wtHehem  mmei  EmiwietMmn§em  mtU 
der9eibem  fuoilraftoeAcM  J^eiermimamte  muf  Mim  mm4  4eneeik9n 

&ehins9  gehracht  uterden  Mititen« 

J.  Für  zwei  Entwickelungen  K  und  K'  mä  derselben  qua* 
dratischea  Determinante  a'  sei  der  Schluss  resp. 

(i)  p«=ö,  e«=o,  Q^, 

(2)  P'«.=  a,  Q\^0,  Q\,, 

Es  fragt  sich^  ob  und  unter  welchen  Umständen  es  möglich 
ist,  heide  EntwickeluDgea  z«  Em  and  demselben  Sebluiae  zu 
führen  9  so  also^  dass  die  Werthe  der  verletiten  Q  in  beiden 
gleich  werden« 

Aus  dem  vorhergehenden  Paragraphen  Gl.  (4)  und  (5)  folgt, 
dass  wenn  Un  und  a'n  zwei  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  sind,  mit  welchen  man  resp.  die  Entwickelung  von  K 
und  K'  fortsetzt,  in  dem  neuen  Schlüsse  von  K  und  Jif  der 
vorletzte  Werth  fon  Q  resp. 

(3)  Q  =(Q^i  7f-2a  O  oder  =  -[^..i  +2«  (a^+\)] 

(4)  0^==((?',^i+2aO  oder  =-- {(?'..!-[- 2a  (a'„+l)] 
wird,  jenachdem  man  die  Fortsetauag  nach  der  Entwickelung 
ohne  oder  mit  Zeichenwechsel  bildet. 
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Soll  nuft  Q=^Q'  sein;  so  muss  irgend  Einer  der  beiden 
Werthe  von  Q  gleich  irgend  Einem  der  beiden  Werthe  von  (^ 
gesetzt  werden,  um  daraas  die  Werthe  der  noch  unbekannten 
Zahlen  am  und  a\  zu  bestimmen.  Man  findet,  dass  sich  hier- 
durch nur  zwei  verschiedene  Fälle  ergeben,  nämlich  erstens, 
wenn  in  keiner  oder  wenn  in  beiden  Fortsetzungen  der  Ent- 
Wickelungen  von  K  und  K'  ein  Zeichenwechsel  angenommen 
wird.     Die»  gibt 

(5)  (?m-i-(?'„-i  =  2a(fl'„-fl„)  alsoa^-a«  =  ^"-^r^°-^ 

Zweitens,  wenn  in  Einer,  jener  beiden  Entwickelungen  ein 
Zeichenwechsei  eintritt,  in  der  anderen  aber  nicht.    Dies  gibt 

{    ßm-l*+^'ii-l=— 2fl(a'n  +  <*«+l)    also 

Die  Möglichkeit,  K  und  K'  zu  demselben  Schlüsse  zu  füh- 
ren, liegt  also  nur  dann  vor,  wenn  entweder  die  Differenz 
oder  die  Summe  von  Qj^^i  und  ^'n-i  eine  durch  2a 
theilbare  (also  jedenfalls  paare)  Zahl  ist.  Im  ersten 
Falle  ist  a^  und  a\  nach  Gl.   (5),  im  zweiten  Falle   nach  Gl. 

(6)  zu  bestimmen. 

Da  hiernach  Eine  der  beiden  Zahlen  am  und  a'n  willkür- 
lich bleiben  würde;  so  ist  es  das  Einfachste,  nicht  beide 
Entwickelungen  K  und  K\  sondern  nur  die  Eine  davon  fort- 
zusetzen und  auf  den  Schluss  der  anderenzu  bringen. 

II.  Nfshmen  wir  also  an,  es  solle  Mos  K'  fortgesetzt  und 
mit  K  in  Übereinstimmung  gebracht  werden.  Dies  kann  ge- 
schehen erstens,  wenn  die  Differenz  ^„.i  —  ^'„.i  durch  2a 
theiibar  ist,  indem  man  ÜT'  nach  der  ersten  Entwickelungsweise 
des  vorhergehenden  Paragraphen  ohne  Zeichen  Wechsel,  also 
für  a'ny  an-^i  =  a\,  0  fortsetzt  uod 

(7)  «,_ 

nimmt.  Zweitens,  wenn  die  Summe  ißm-i -f*  &'n-i  durch  2a 
theiibar  ist,  indem  man  K'  nach  der  zweiten  Entwickelungs- 
weise des  vorhergehenden  Paragraphen  mit  Zeichenwechsel, 
also  für  a'w  a'n+u  ö'n-f-j  =  ff'n,  1,  — 1  fortsetzt  und 

(8)  a'.  =  -(g-'  +  g''-'  +  l) 

nimmt. 

Für  den  speziellen  Fall,  wo  ß'n-i  =  —  ßm-i  sein  sollte^  ist 
die  Summe  ^„„i -|-^'n-i==0  stets  durch  2a  theiibar.  Man 
kann  also  von  dem  Schlüsse  a,  0,  ^'n-i  stets  auf  den  Scblass 
a,  0,  — Q\^i  gelangen,  wenn  man  nach  Gl.  (8)  verfährt,  also 
ö'ii>  «n+ij  ön+s  =  — 1>  1>  — 1  setzt. 
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Beispiel  1.  Für  die  Determinatite  36  =  6'  also  0  =  6 
habe  man 

in  K  in  K' 

m            T^            Q^                  n  Fn  Q\ 

m— 1                        13               n~-l  l 

m            6                0                    n  6  0 

'  Da  hier  dieDifferenz  ß,.i  —  ß'.-i=  13  —  1  =  12  durch 

2  0  =  12  iheilbar  ist;  so  kann  K'  zu  dem  Schlüsse  von  K  ge- 

13 \ 

bracht    werden,    indem    man    nach  Gl.  (7)  a'n  =  — jr— ^— =  1, 

l  .0 

a'n+i  =  0  setzt.    Dies  gibt  für  die  Forlsetzung  von  üf 

n  P\  Q\  a'u 

n-1  1 

n  6  0  1 

ii4-l        -6  13  0 

n  +  2  6  0 

Beispiel  2.  Für  dieselbe  Determinante  habe  man 

in  K  in  K' 

m  P„  Qu.  n  P\  Q\ 

m— 1  7  n— 1  5 

m  6  0  n  6  0 

Da    hier    die  Summe   ßn-i  +  ^'n-i  =  7  -(-  5  =  1 2    durch 

2a  =  \2  theilbar  ist;  so  kann  K'  zu  dem  Schlüsse  von  K  ge- 

/'7  +  5        "\ 
bracht  werden,  indem  man  nach  Gl.  (8)  an=  —  {       '      +0 

=  —  2,  a'n+i=:l,  «'»-1-«=:— 1  sctzl.   Dics  gibt  als  Fortsctzung 
von  K' 


n 

F'» 

Q'n 

a\ 

n  — l 

5 

n 

6 

•0 

—  2 

n- 

-1 

—  6 

—  19 

1 

fi- 

-2 

—  13 

7 

-  1 

n- 

-3 

6 

0 

Beispiel  3.  Wäre  im  vorstehenden  Beispiele  ^'b.i=^  —  7; 
so  kann,  da  die  Summe  ^«-1+ ^'ii-i  =  7-f-(— 7)=:0  durch 
2a  theilbar  ist,  ÜT'  zu  dem  Schlüsse  von  K  gebracht  werden, 
indem  man  nach  Gl.  (8)  0'«=  —  1,  a'n+i==l»  a'n+f==  —  l 
setzt.     Dies  gibt  als  Fortsetzung  von  K' 

n  P\  Q'n  a\ 

n-1  —7 

n  6  0—1 

„-LI         _6         —19  l 

n4-2      —13  7  —1 

n  +  3  6  0 


236      Vierter  Abschnitt.     UnsnJUche  period.  Kettenhrüdie. 
§.  90.    ScftlH««  te  lEMMictt  iMtiHveit  MeMmu 

I.  Da  sich  die  Wertbe  der  vorletzten  Grössen  i^  m  allen 
möglichen  Schlüssen  von  K  nur  durch  ein  Vielfaches  von  2  a 
und  durch  das  Zeichen  unterscheiden;  so  ist  klar,  dass  ntian 
stets  einen  Schluss  herstellen  kann,  in  welchem  das  vorletzte  Q 
positiv  und  ^a  ist,  auch  dass  es  nur  ein  einziges  ^  dieser 
Art  geben  kann. 

Um  diesen  Schluss,  welchen  wir  den  Schluss  in  klein- 
sten positiven  Zahlen  nennen  wollen,  zu  erreichen;  so  sei 
^n-i  der  Werth  des  vorletzten  Q  in  irgend  einem  bereits  dar- 
gestellten Schlüsse.  Dividirt  man  mit  2  a  in  Qn-u  so  sei  w  der 
grösste  Subquotient,  insofern  der  entstehende  positive 
Rest  R^a  ist,  sodass  man  dann 

(1)  ß„_i  =  2att?-|-Ä  und  R=Qn^i—2aw 

hat.  Dagegen  sei  w  der  kleinste  Superquotient,  insofern 
für  den  hierdurch  entstehenden  negativen  Rest  — -R  der 
absolute  Betrag  R^a  ist,  sodass  man  dann 

(2)  ß„.,=2afr-.Ä  und  i?=  — (ß„.i  —  2aM?) 
hat. 

Vei'gleicht  man  hiermit  resp.  die  Gl.  (4)  und  (5)  in  §.  88; 
so  leuchtet  ein,  dass  man  den  Schluss  in  kleinsten  positiven 
Zahlen  erhält,  wenn  man  im  ersten  Falle 

(3)  a^  =  —  M?,       Än+l  =  0 

und  im  zweiten  Falle 

(4)  0^  =  — (tt7-[-l),    a.^.l  =  l,    aa+t=  — 1 

setzt.  In  beiden  Fällen  wird  für  den  neuen  Schluss  das  vor- 
letzte Q  =  R. 

Stellt  man  also  in  den  beiden  Entwickelungen  K  -und  K\ 
welche  dieselbe  Determinante  haben  ^  die  Schlüsse  in  kleinsten 
positiven  Zahlen  her^  für  welche  das  vorletzte  Q  positiv  und 
^a  sein  muss;  so  müssen  diese  Werthe  von  Q  aus  K  und  JT 
identisch  sein,  wenn  es  möglich  sein  soll,  K  und  K'  miteinander 
zu  kombiniren,  weil  im  entgegengesetzten  Falle  K  und  K'  auf 
keine  Weise  zu  übereinstimmenden  Schlüssen  gebracht  werden 
können. 

Der  Umstand,  dass  in  dem  neuen  Schlüsse'  das  vorletzte  Q 
den  Werth  des  betreffenden  Restes  R  annimmt,  liefert  zugleich 
das  einfachste  Mittel,  die  möglichen  Übereinstimmungen  mehre- 
rer Entwickelungen  miteinander  zu  vergleichen. 

So  ist  z.  B.  in  dem  ersten  Beispiele  des  vorhergehenden 
Paragraphen  der  Schluss  von  ÜT'  Einer  in  kleinsten  positiven 
Zahlen,  weil  darin  das  vorletzte  ^=1  positiv  und  <^a,  näm- 
lich <[6  ist.  Der  Schluss  von  Ä,  worin  jenes  ß=13  ist,  .be- 
sitzt diese  Eigraischaft  nicht.  Will  man  ihn  dahin  bringen;  so 
hat  man,  da  2a  =  12  ist,  13  =  12.14-1.    Es  ist  also  R  =  \, 
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trcae  1  und  nach  Gl.  (3)  On^^ —  i»  aii+i=>=0  za  setzen,  um  auch 
K  za  dem  Schlüsse  6,  0,  1  zu  bringen. 

In  dem  zweiten  Beispiele  des  vorhergehenden  Paragraphen 
ist  der  Schluss  von  üf  Einer  in  kleinsten  positiven  Zahlen, 
weil  darin  das  vorletzte  ^=5  positiv  und  •<6  ist.  Da  dieses 
Minimum  5  mit  dem  vorhergehenden  Uinimnm  1  nicht  über- 
einstimmt;  so  folgt;  dass  die  Entwickelangen  von  IC  aas  dem 
ersten  and  von  K'  aus  dem  zweiten  Beispiele  nicht  zo  einem 
übereinstimmenden  Schiasse  gebracht  werden  können.  Wol 
aber  ist  Dies  mit  dem  letzteren  K'  und  dem  K  aus  dem  zwei* 
ten  Beispiele  möglich,  wofür  Qn-t  =  7  ist.  Um  diesen  Schluss 
von  K  ebenfalls  auf  kleinste  positive  Zahlen  zu  bringen ,  hat 
man,  da  2a=12  ist,  7  =  12.1  —  5.  Es  ist  also  A  =  5,  tr s=  1 
und  nach  Gl.  (4)  fl|,=  —  2,  an-\.i=\,  aii+s  =  — 1  zu  setzen, 
um  den  Schlnss  6,  Q,  5  zu  erlangen. 

II.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  meisten  Entwickelungen 
K  mit  grössten  Subquotienten  von  selbst  zu  dem  Schlüsse 
mit  kleinsten  positiven  Zahlen  führen.  Mit  Ausnahme  derjeni- 
gen nämlich,  wo  der  Schluss  schon  in  den  obersten  Zeigern 
erreicht  wird,  gelangt  man  stets  an  eine  Stelle,  von  wo  an  alle 
folgenden  P  positiv  und  ^  a  und  alle  folgenden  Q  positiv  sind. 

Ist  nun  jenseit  dieser  Stelle  Xi^i  = j^ das  dem  Schlüsse 

unmittelbar  vorhergehende  Glied;  so  muss  bekanntlich  ^n.!    in 

l^a* -f- P,^i  =  a -|- Pn-i  ^  2  a  aufgehen  oder  ein  Faktor  davon 
sein.  Es  ist  aber  nicht  qnögltch'y  dass  ^«-i  =  a -f- i'».!  also 
^„.1  =  1  und  demnach  an-i==l  sei,  weil  die  Entwickelung  eines 
rationalen  Bruches  K  mit  grössten  Subquotienten  niemals  als 
letzten  Quotienten  den  Werth  1  ergeben  kann  (§.  10.)  Wenn 
aber  i^n^i  nicht  =2a  sein  kann;  so  muss  es  ^a  sein,  also 
einem  Schlüsse  mit  kleinsten  positiven  Zahlen  angehören. 

III.  Es  ist  noch  von  Wichtigkeit,  zu  untersuchen,  unter 
welchen  Umständen  es  möglich  ist;  dass  die  Werlhe  von  R  in 
den  beiden  Formeln  (1)  und  (2)  einander  gleich  seien,  also 
ebenso  gut  die  Formel  (1),  wie  die  Formel  (2)  angewendet 
werden  kann. 

Bezeichnet  man  zu  diesem  Ende  das  w  in  Gl.  (2),  zum 
Unterschiede  von  dieser  Grösse  in  Gl.  (1)  mit  w';  so  muss  sein 

iß,-i  =  2ato  +  Ä  =  2ai£?'— Ä 

Diese  Beziehung  ist  in  zwei  Fällen  möglich,  erstens,  wenn 
Qn^i  ein  paares  Vielfaches  von  a  oder  ein  Vielfaches  von 

2  a  ist,  indem  man  dann  /i  =  0  und  i&  =  i^' =:^^^  hat.  Dieser 

2a 

Fall  tritt  immer  ein,  wenn  ^n.i=zO  ist,  also  bei  dem  Schlüsse 

a,  0;  0. 


239      Vierter  Abschnitt.     Unendliche  period.  Kettenbrüche. 

Zweitens,  wenn  Q^i  ein  unpaares  Vielfaches  von 
a  ist,  indem  dann  i{  =  aund  tc's=tr-|-t  ist.  Dieser  Fall  trilt 
E.  B.  ein  für  a  =  1^  wenn  gleichzeitig  Q^^i  =  1 ,  also  der  Flass 
1,  0,  1  ist. 

In  diesen  beiden  Fällen,  in  welchen  ^..i  irgend  ein 
Vielfaches  von  a  ist,  kann  man  also  den  Schluss  in  kleinsten 
positiven  Zahlen  sowol  nach  der  Formel  (3),  wie  auch  nach 
(4)  erzeugen,  oder  wenn  er  schon  erzeugt  ist,  nochmals  repro- 
duziren.  Die  Zeiger  für  die  letzten  Glieder  der  hieraus  nach 
(3)  oder  (4)  hervorgehenden  Schlüsse  unterscheiden  sich  dann 
durch  eine  unpaare  Differenz,  und  hierin  besteht  eine 
gewisse  Zweideutigkeit,  welche  in  diesen  Fällen  dem  Schiasse 
in  kleinsten  positiven  Zahlen  anhaftet. 

§.  91.    BiwhKi^kehmg  vtm  Ks^li^-?. 

I.  Wenn  in  dem  zu  entwickelnden  Ausdrucke  Jif= n~ 

der  Nenner  ^0=  0  ist;  so  eignet  sich  dieser  Ausdruck  nur  dann 
zu  unserer  Betrachtung,   wenn  PQ  =  -^a  ist.     Hätte  Po  einen 

anderen  Werth;  so  würde  ö_i  = j^ — ^  =  00    werden,    ein 

vo 
Fall,  der  für  uns  kein  Interesse  hat. 

ö*  -^  a'       0 
Wenn  jedoch  Po  =  i^  ^^t;  so  wird   ^.i= — - — =— 

und  kann  sehr  wohl  endliche  Werthe  haben.  Man  muss  nun 
unterscheiden,  ob  durch  irgend  eine  besondere  Bedingung  der 
Werth  von  ^.i  %]s  ein  völlig  bestimmter  gegeben  ist,  oder 
ob  für  die  Grösse  Q^i  keine  Bedingungsgleichung  gegeben,  diese 
Grösse  also  willkürlich  ist.  Beide  Umstände  können  bei  den 
diophantischen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  eintreten:  der 
erste,  wenn  nach  §.  74  die  Grössen  D,  Po,  ^o,  ß-i  aus  den 
Koeffizienten  einer  gegebenen  Gleichung  abgeleitet  werden ; 
der  zweite,  wenn  man  nach  demselben  Paragraphen  den  dorti- 
gen Ausdruck  (6)  herstellt,  worin  q  gegeben  und  p  gcfonden, 
aber  r  an  keine  spezielle  Bedingung  geknüpft  ist. 

II.  Ist  nun  Po=-\^a;  so  stellt  Po,  vo,  Q-i==a,  0,  Q^i 
bereits  den  Schluss  der  Eutwickelung  dar.  Derselbe  ist  ein 
einziger,  wenn  ß_i  bestimmt  ist.  Wäre  jedoch  ^.i  willkür- 
lich; so  würde  es  unendlich  viele  verschiedene  Schlüsse  gehen. 
Hiervon  sind  jedoch  nach  vorhergehendem  Paragraphen  nur 
diejenigen  mit  kleinsten  positiven  Zahlen  von  Wichtigkeit. 
Die  letzteren  erhält  man  sämmtlich^  wenn  man  für  i^.t  nach 
und  nach  Eine  der  (a-j-i)  Zahlen  0,  1^  2,  3  ...a  setzt. 

HI.     Ist  aber  Po=  —  a;  so  stellt  Po,  Qo,  Q,i  =  —  a,  0,  Q^t 
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den  Scblass  nicht  dar.  Wäre  nan  Q^t  bestimmt;  so  ist  es 
leicht,  den  gegebenen  Ausdruck  in  der  nur  einzig  möglichen 
Weise  zum  Schlüsse  zu  fuhren.  Man  hat  nämlich  nach  §.  87 
Gl.  (1)  und  (2)  den  Ausdruck 

\x)  j7o  =  — -t: —  =  -;r~=^oH — 

0  2  a  '  a?! 

zu  setzen ;   worin    ao   der  grösste  Subquotient  des   vollkommen 

bestimmten  Braches  ^=^  ist.    Dies  gibt  dann  ferner 

womit  man  in  bekannter  Weise  weiterrechnet. 

Wäre  dagegen  Q_i  willkürlich;  so  würde  man  den 
ersten  Quotienten  ao  aus  den  unendlich  verschiedenen  Brüchen 

. ,..  -^ — ,  -7J —  ,  r— ,  jr-  9  TT-  . . .  bestimmen  müssen.     Dies  gibt 
2a       2a      2a    2a    2a  ° 

ebenso  viel  verschiedene  Entwickelungen.  Die  Anzahl  der  daraus 
hervorgehenden  verschiedenen  Schlüsse  mit  kleinsten  po- 
sitiven Zahlen  ist  jedoch  keineswegs  unendlich  gross ^  son- 
dern wie  in  dem  vorhergehenden  Falle,  wo  i'o==a  war^  =a-^l, 
und  man  erhält  dieselben,  wenn  man  für  Q^i  nach  und  nach 
die  Zahlen  0,  1 ,  2,  3  . . .  a  nimmt. 

Denn  nach  Gl.  (2)  ist  stets,  welches  auch  der  Werth  des 
Quotienten  ao  sei ,  für  den  nächsten  Zeiger  Pi=  a  und  ^i  = 
1^.1  —  2aao.  Welchen  Werth  nun  auch  Q^i  habe,  immer  kann 
man  ao  so  wählen,  dass  i^i  positiv  und  ^a  wird  (wobei  na- 
türlich ao  nicht  immer  den  grössten  Subquotienten  des  Aus- 
druckes (1)  darstellt).  Ferner  ist  klar,  dass  wenn  man  nach 
und  nach  ^.i=:0,  1,  2...a  setzt,  und  immer  ao  so  bestimmt, 
dass  Qi  positiv  und  ^a  wird,  für  ^i  nach  und  nach  jeder 
Werth  der  Zahlen  0,  1,  2...a,  wenn  auch  in  einer  anderen 
Reihenfolge  auftreten  wird.  Demnach  kann  es  höchstens 
a-^-i  verschiedene  Schlüsse  geben. 

Es  gibt  aber  auch  nicht  weniger,  alsa-|-l  verschiedene 
Schlüsse.  Dies  kann  durch  eine  Ableitung  dargethan  werden^ 
welche  der  in  §.  88  angewandten  ähnlich  ist.  Gehen  wir  näm- 
lich von  den  dortigen  Formeln  (8)  und  (9)  ans;  so  haben  wir, 
indem  wir  uns  unter  den  Grössen  Pn,  ^n,  ft-i  die  jetzigen 
Grössen  Po,  Q9,  Q^i  denken,  also  «  =  0  setzen,  Po  =  —  a,  ß©  =  0 
zu  setzen.    Dies  gibt  statt  der  dortigen  .Gleichungen  (10)  und  (11) 

(3)  (-ly     P,=  -(iHr-iII,-.  +  Jflr-,nr.i)a  +  nr-inr..(?.t 

(4)  (-  1  /-*  Qr  =        Hr.!  (-2  a  Mr-i  +  rir^i  Q^i) 

und  wenn  man  zu  Gl.  (3)  die  identische  Gleichung  ( — iya  = 
(in^.itt,-,  —  ÜTr^iUr-i)  a  addirt, 

(5)  (-l)'(a  +  i'0  =  «-i(-2aiH^,-hnr..0-i)     ^ 
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Stellt  man  sich  in  Gl.  (4),  (5)  anter  r  den  vorletzten 
Zeiger,  also  unter  r-j-t  den  letzten  Zeiger  der  Entwickelang 
von  K  vor,  womit  der  Schluss  eintritt 3  so  muss  Pr+i==a, 
^r^i  =  0  sein.  Demnach  hat  man,  w^nn  man  in  diesen  Glei- 
chungen r  in  r-f-l  übergehen  lässt, 

(7)  0  =ti.(-2aia,  +n.  ß.i) 

Hierin  darf  offenbar  Itr  nicht  =  0  gesetzt  werden ,  was 
der  Gl.  (6)  widersprechen  würde.    Es  kann  also  nur 

—  2fliHr+nr^-i  =  0  also 

(8)  —=[«0,  «A---^'J  =  -2;^ 

sein,  was  auch  der  Gl.  (1)  entspricht.     Aus  Gl.  (6)  folgt 

and  wenn  man  diesen  Werth  in  Gl.  (4)  substituirt;  so  ergibt 
sich  für  das  vorletzte  Q  des  Schlusses 

(9)  Q,  =  ^ 

Da  ttr  und  Ur.i  stets  relative  Primzahlen  sind  (§.  13]  so 
muss,  da  Qt  eine  ganze  Zahl  ist,  tlr  ein  Faktor  von  2a  sein, 
was  auch  aus  Gl.  (8)  erhellet.  Setzt  man  das  grösste  geoieia- 
schaftliche  Maass  von  j^.i  und  la  gleich  m;  so  m'ufts  wegen 
Gl.  (8) 

(10)  (?.i  =  min,  2a=siiinr  odur 

(11)  iH,  =  %l  H,=^ 
and  demnach  wegen  Gl.  (9) 

(12)  (?r  =  «Ur.| 

sein.     Substituirt  man   nan  nach   und   nach  in  Gl.  (8)  für  ^.1 
BsmüHr  die  Werthe  0,  1,  2...a;  so  ergeben  sich  lauter  ver- 

schieden e  Werthe  für  den  Bruch   t~  =  — =-',  also  auch  für 

Ur         mUr 

die  Quotienten  reihe  [ao,  ai...ar],  welche  die  Entwickelang  jener 

Brüche  mit  grössten  Snbqnotienten   darstellen   soll,  und   es  ist 

zu  beachten,  dass  in  diesen  verschiedenen  Brüchen   stets  miHr 

^g  und  innr  =  2a  ist,  also  jeder  Brach  ^^  and  demnach  in 

allen  ao  =  0  ist. 

Kehrt  man  die  vorstehende  Qootientenreihe  um;  so  hat  nach 

§.13  der  reduzirte  Kettenbrach 

[ör,  ör-i...öo]  den  Werth  =^=—s^ 

and  Dies  gibt  ebenfalls  a-f-1  verschiedene  Werthe,  jenach- 
dem  man  j^.i  =  0 ,   1 ,  2 . . .  a  setzt.    Nun  ist  aber  in  der  Ent- 
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wickelang  eines  jeden  echten  Braches  r~  nach  §.  1 0  der  letzte 

Quotient  a^  stets  >►!.     Mithin  ist  der  Werth  von 
[«r»  ör-l  . . .  öa]  ^  2 ,    d.i. 

«lllr-l  IWllr_i 

(t3)  mnr-i  =  (?r^a 

Von  dieser  letzten  Behauptang  wäre  nur  der  Fall  ausge- 
nommen, wo  man  i^.i=mi!lr  =  0  setzte.  Alsdann  ist  aber 
sofort 

0  — ö  0  0 

1  a         0 

also  der  Schluss  beim  Zeiger  1  erreicht  und  ^,  =  0,   was  für 
keinen  anderen  Werth  von  Q-i^a  möglich  ist. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  jenachdem  man  Q_i  =  Q^  1,  2, ...a 
setzt,  a-{-\  verschiedene  Schlüsse  auftreten  werden,  für  welche 
in  kleinsten  positiven  Zahlen  das  vorletzte  Q  dieselben  Werthe, 
wenn  auch  in  anderer  Reihenfolge  annimmt,  dass  also  in  diesem 
Falle,  wo  Po  =  —  a  vorausgesetzt  war,  ebenso  wie  in  dem  vor- 
hergehenden Falle,  wo  Po  =  a  vorausgesetzt  war,  jeder  denkbare 
Schluss  zu  erreichen  steht,  sobald  Q^i  willkürlich  ist,  und  dass 
man,  um  alle  verschiedenen  Schlüsse  in  kleinsten  positiven  Zah- 
len zu  erhalten,  nur  ^.i  =  0,  1,  2...a  zu  setzen  braucht. 

§.  92.    Mmhienreihe^  treIeJke  im  SifiHde  M^  4ie  hH  äer  JBwf- 

wtMielung  4er  CM^tse  K.  «tu  qflia4raH$eher  M^etermimante 

vm'kamunenden  Operationen  mt  er^eimen. 

!.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  die  Resultate  der  §§.  75 
bis  81  über  die  Zahlen  von  der  Form  Jp=JO  —  p*  auf  den 
gegenwärtigen  Fall  zu  übertragen,  wo  D  ein  vollkommenes 
Quadrat,  also  Jp  =  a^  —  p*  ist.  Es  ändert  sich  hierdurch  Nichts 
an  den  allgemeinen  Resultaten.  Im  Speziellen  jedoch  be- 
merken wiry^-dass  hier  die  Gränzlinie  a  a  der  4)os]tiven  und  ne- 
gativen Zahlen  J  durch  ein  Glied  jener  Reihe,  für  welches  man 
p=a  also  J^  =  a^  —  a'  =  0  hat,  hindurchgeht.  Dieser  Werth 
0,  welcher  jederzeit  unter  den  Zahlen  J  erscheint,  welches  auch 
die  quadratische  Determinante  a*  sein  mag,  kann  als  das  Pro- 
dukt aus  0  und  jeder  beliebigen  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  w  angesehen  werden.  Daraus  folgt;  dass  jede 
ganze  Zahl  w  unter  den  Faktoren  der  Zahlen  J  erscheiDen  wird, 
wenn  die  Determinante  ein  Quadrat  ist. 

So  hat  man  z.  B.  für  Z>  =  a*  =  16 

S«hefiler's  tuüiMtimmt«  ▲atlTtik.  1  6 
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Jo  16  —  0«         16         1,2.2.2.2 

J-i         Ji         16  —  1«         15         1.3.5 
J.«         J,         16  —  2«         12         1.2.2.3 
J-8         ^8         16-3*  7         1.7 

a /.4 ^J* 1 6  —  4* 0 0 ,  w a 

J_,        J,        16  —  5«      —9    —1.3.3 
J-6         J«         16  —  6*   —20    —1.2.2.5 
J.7        Ji         16-^7*   —33    —1.3.11 

n.  s.  w. 
11.   Die  Kettenbrudisentwickeliing  bat  hier  da«  ZM,  in  ^Me 
Linie  aa  selbst,  aber  nicht  in  das  Glied    J_a»  sondern   in  4as 
Glied  Ja  hineinzagelangen  and  daselbst  2«  scbliessen.    Die  Fort- 
setzung des  Mechanismus  nach  §.75   für  den  Fall,   dass    man 

auf  den  Werth   — ^i  —  »tösst,  also  im  Gliede  /_«  die  Zählang 

beginnen  muss,  hat  keine  Schwierigkeit,  und  wäre  Qn^^=^0;  so 
befände  man  sich  sogar  am  Schlüsse,  welchen  man  iibrigeiis 
mit  willkürlichen  Quotienten  auch  überschreiten  kann.  Wenn 

man  jedoch  auf  den  Werth  — jt — ^  sttüsst,  -alse  im  €IMe  /, 

die  Zählung  beginnen  muss;  so  kann  Dies  zwar  dann  uxwwr 
leicht  geschehen,  wenn  Qn  verschieden  «ron  null  iM,  indem 
dann  an  »=  0  ist  und  in  bekannter  Weise  ein  StiUstand  eintrat, 
«^cher  gcigenwürlitg  so^r  den  Schluss  herbeiführt:  wenn  aber 

^^  =  0  ist,  also  der  Werth  ^r =^7r  vorliegt,  und  es  sich 

um  ei«ie  EoCwidceliiQg  mk  fröfAtenfiufcffiotiesUiiJimdclt,  wobei 
der  4>ä^9te  Quotient  9n  >mht  l^fttktrlMi  ^g^ebm,  yftotiimn  sge- 
sucht  ist;  so  i^  rwar  ktttr,  'ä^S8  durdhatis  -\än  -SlSllstand  auf 
dem  Gliede  Ji  stattfinden  muss,  weil  QnUm^=0*^  stets  =sO  und 
demnach  kein  Heraustreten  aus  dem  Gliede  J«  möglich  isl; 
«dlein  es  fehlt  zuvörderst  an  einer  Bedingung  für  die  Grösse 
Od,  und  ausserdem  fehlt  es  bei  der  Fortsetzung  der  Reobnusg 
«Q  einer  Bestimmung  für  On^if  welche  Grösse  durch  Division 
«lit  ^n==0  in  ^B0B+i  =  O  zu  erzielen  sein  würde.  Diese  letz- 
teren Unbestimmtheiten  aind  nach  §.  87  zu  beyseitigen,  indem  in 

diesem  Falle  an  der  grösste  Subquotient  des  Bruches  -^  und 

i^^i  =  ^0.1  -~-  2«  an  sein  muss. 

HI.  Die  verschiedenen  Reihen  der  durch  eine  gegebene 
Zatal  q  theilbaren  Zahlen  J  erhält  man  dardidiesdbeiiin  §.  76,  77 
if.  f  eielirten  Methoden.   Es  rnoas  auch  Jiier  für  Ein  Glied  jeder 

Reihe,  wenn  9  p  a  a  r  ist,  jp  ^  <|-,  und  wenn  9  u  n  p  ai  a  r  is t,  p^ '^^^^^^— 
sem. 
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So  hat  man  z.B.  für  X^s»  16  ood  jr=3t2die  beideo  Reihen 
...J_,o     J-8      Ja    Jje...  =  — 384     —48       0     —240... 
...J-«    J-io    Ji    Ju...  =  —  468     —84     12     —180... 
und  die  konjugirten  Reihen  davon. 

IV.  Eine  Reihe  der  durch  q  IheHfoaren  Zahlen  gehl  atete 
durch  das  Glied  J^=s^O,  und  die  J&onjugirte  Reihe  durch  daa 
Glied  7,«.  Wenn  q  eine  Primzahl  ist;  so  gibt  es  nach  §.  80 
nur  eine  einzige  Reihe  dieser  Art  .(ensser  der  konjugirten)  welche 
also  die  durch  das  Glied  J.  gehende  sein  muss. 

V.  Im  gegenwärtigen  Falle  kann  auch  jf=0  sein.  Es 
gibt  jedoch  dann  keine  Reihen  der  durch  0  theilbaren  Zahlen 
J,  BOBiBTft  noir  z^iei  eioveli^e  Gli/eder,  Mämlich  /.=:a' 
—  ß^fs=iO  ^ßd  J.^s=:a^  — a*s=0,  auf  welche  sich  jp/ie  Rej^pn 
gewissermaafiisep  konzentriren. 


Fall,    wo  die  Determinajpte  f}idlc\^  Qujl  iftt 
g.  93.    m§eniMkmMieMfeUfm  4te  l%ile«,  .um  «ie  nHermdmmmie 

f.    Bieser  Fa41  ist  eine  SpecttfKtMt  des  voriiui  betrachteten 
wo  die  Determinante  ein  Qaadrat  o*  war.    Man  hat  hier  a^*^^. 

J)ie  £nlwickeluiig  der  <jrrÄsse  K^^       n^  ^^  ebeaao  wie  im 

vorJtierg£[hendctn  Faljie  zu  he>v;ir|cep.    JDje  be^q9  49J*  J^J??P9^*f* 

V^  +  a 
untersuchten  Glieder  — ^r^     fallen  hier  jedoch  in  ein   eipzi- 

Ko+.o 

ff^s  — TT —  zusammen,   und  erfordern  demnach  keine  Bnter- 
Scheidung.    I>er  ScMuss  der  Entwickelung  ist  erreiebl,  wann 

K    ^n,   ^n-l    =-0,    0,    pn., 

y^4-o 

also  (Tu  SS ^I—  wird.    Es  wird  übrigens  .aqch  lUerütetS'Tor- 

ausgesetzt,  dass  Q^i  =  — --—■  =  "~^^    eine  ganze  Zahl  sei. 

So  bat  m»  2. 3-  %  i^.=  —-^^f  yom  Q-i  ^^^ «P^»». 

"^^        |/^_j,30  —.900  -20  "^a;, 

_  _    -80       - ao<Kö+>ie)     ye+io_,  ,  t 

16* 
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5(^0"+ 0)  _  KO  +  0 


a?8 


aUo 


Vir+o 

0 

0 

KO  +  30  _30 
45        ~45' 

=  [0, 

1, 

2] 

n           Pn 

Qu 

a> 

Jfn 

N. 

-2 

0 

1 

-1 

20 

1 

0 

0         30 

45 

0 

0 

t 

1        -30 

-20 

1 

1 

1 

2          10 

5 

2 

2 

3 

3           0 

0 

II.  Im  gegenwärtigeQ  Falle  ändern  sieh  jedoeh  die  Resul- 
tate des  §.  SS,  89  and  90  über  die  Vielfacbbeit  des  ScUasses 
und  über  den  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen. 

Da  hier  nämlich  a  =  0  ist;  so  wird,  nachdem  der  Schiuss 
0,  0,  Qn^i  erreicht  ist,  welchen  Werth  man  auch  für  den  Quo- 
tienten Oa  setzen  möge,  stets 

ßn.i  4- 2  a  On  i=  ß«-i  und 

sein.  Man  kann  also  keinen  zweiten  Schluss  erzeugen,  in 
welchem  das  vorletzte  Q  einen  anderen  absoluten  Werth  besässe, 
als  in  dem  zuerst  gefundenen  Schlüsse.  Wol  aber  kann  man 
einen  neuen  Schluss  hervorbringen,  in  weidiem  das  vorletzte  Q 
das  entgegengesetzte  Zeichen  des  früheren  hat.  Es  lässt  sieb 
also  stets  ein  Schluss  mit  positivem  vorletztem  Q  erzielen. 

III.  Aus  den  Formeln  für  die  Grössen  P  und  10  in  §.  6t 

erkennt  man,  dass  hier,  wo  J9  =  0  ist,  das  grösste  gern  ei  n- 

pt 

fichaftliche  Maass  der  drei  Grössen  Po,  Qo  ^n^  Q^i  =  —  tt 

ein  gemeinschaftlicher  Faktor  aller  Grössen  P,  Q^  also  auch 
des  vorletzten  Q  ist.  Da  dieses  vorletzte  Q^  oder  Qn^iy  offenbar 
in  Pn^i  enthalten,  oder  /'n-i==aii.i  &11.1  sein  muss;  so  erkennt 
man  auch  aus  jenen  Formeln,  ihdeni  man  in  der  Bildung  der 
Grössen  P,  Q  rückwärts  geht,  dass  jenes  vorletzte  Q  ein  ge- 
meinschaftlicher Faktor  aller  Grössen  P,  Q  sei. 

Demnach  erhellet^  dass  das  vorletzte  Qj  also  Qu^u  stets  das 
grösste  gemeinschaftliche  Maass  der  drei  Grössen  Po,  Qo,  Q^\, 
dass  also,  wenn  diese  drei  Grössen  relativ  prim  sind^  was  in  der 
Anwendung  auf  die  unbestimmten  Gleichungen  stets  vorausge- 
setzt werden  kann,  0n.i  =  ib  1  sei.  In  diesem  Falle  kann  man 
also  immer  einen  Schluss  in  positiven  Zahlen  erzeugen^  für 
welchen  ßn-i  =  l  ist. 

IV.  Wenn  w  eine  willkürliche  Zahl  bedeutet;  so  liefert 
die  Substitution  an,  aii+i=U7,  0  stets  genau  denselben  Schluss 
und  die  Substitution  a^,  th^i,  00+1  =  «?,  1,  —  i  stets  einen 
Schluss,  worin  das  vorletzte  Q  nur  das  entgegengesetzte  Zeichen 
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bat  (S.  88).    Diese  beiden  Entwickelangen  sind  durcb  folgendes 
Schema  dargestelh. 


erste  Entwickelung 
ohne  Zeicbenwechsel 


*»t 


n 
«— 1 
n 

n4-l 
n4-2 


an+i  =  w,  0 

Pn  Qu  On 

0  w 

0 


0 
0 
0 


n 


n 

-1 

n 

n4-l 
n--2 
n--3 


zweite  Entwickelung 
mit  Zeichenwechsel 


V.     Wäre  Jir  = 


_  Ko  +  0 


0 
0 

0 


0 
0 


an 
w 

1 
-1 


0 


gegeben ;  so  reduzirt  sich  die  Be- 


trachtung des  §.91  auf  die  Bemerkung,  dass  hierdurch  immer 
schon  ein  Schluss  der  Entwickelang  dargestellt  ist.  Ist  nan 
durch  eine  besondere  Bedingung  ^.i  gegeben;  so  ist  der  Schluss 
mit  positivem  vorletzten  Q  einzig.  Ist  dagegen  ^.i  willkürlich; 
so  kann  ein  Schluss  mit  jedem  beliebigen  Werthe  des  vorletzten 
Q  dargestellt  werden.  Alle  diese  Schlüsse  katin  man  stets  so 
einrichten,  dass  ihnen  unter  den  Quotienten  des  Kettenbruchs 
eine  willkürliche  Zahl  w  vorhergeht. 

VI.  Die  Reihe  der  Zahlen  J,  welche  jetzt  nur  die  nega- 
tiven  Werthe  der  sukzessiven  Quadratzahlen  0,  —  1,  —  4,  —  9  . . . 
enthält,  und  bei  welcher  die  frühere  Gränzlinie  aa  durch  das 
obere  Glied  Jo  geht,  ist  wie  vorhin  zu  gebrauchen. 

VII.  Auch  sind  in  dieser  Reihe  die  durch  eine  gegebene 
Zahl  q  theilbaren  Zahlen  nach  den  obigen  Regeln  aufzusuchen. 
So  hat  man  z.  B.  für  9=9  die  symmetrische  Reihe 

•  .  .  «/-.J        t/o        •/»  .  •f»  25S  .  .  .  —  Ol         U        —      O  l   .  ,  . 

und  ausserdem  die  Reihe 


...  «/— 6        t/s        </] 


IS 


...  —  36     —9     —144... 


nebst  der  konjugirten  davon. 

VIII.  Auch  im  gegenwärtigen  Falle  kann  q=0  gegeben 
sein.  Die  durch  0  theilbaren  Zahlenreiben  konzentriren  sich 
aber  auf  das  einzige  Glied  Jo  =  0. 


Fall,   wo   d  ie  Determinante  negativ  ist 

$.  94.    Bmiwkekeium§  ekter  kmaginären  ^,WM4rmiwmrMei  im 

einen  Meiienbmeh. 

I.     In  dem  gegenwärtigen  Falle,  wo  die  Determinante  ne* 
gativ  sein  soll,  wollen  wir  dieselbe   mit  — D  bezeichnen.     Es 

ist  klar,  dass  wenn  der  imaginäre  Ausdruck /ir= ^'        - 

(Jo 

durch ,  eine    Kettenbruchsentwickelung    erschöpft    werden    soll, 
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anter  den  QdOftienten  nothi^endig  imagiiiSre  Wertfae  zagelasseA 

werden   müssen.     Alsdann  macht  derselbe  übrigens   nur   eine 

Spezialität  des  allgemeinen  Falles  aas,  wo  die  Determinante  und 

die  Grössen  Fo>    ^o   komplex  sind.     In    dieser  Allgemeinheit 

werden  wir  unsere  Aufgabe  im   zehnten  Abschnitte  behandeln. 

Vorläufig  beschränken  wir  uns  auf  den   angezeigten  speziellen 

Fall ,   indem  wir  unter  den  Quotienten  nur  reelle  Zahlen   and 

zwar,   wenn  es  sich  um   eine  Entwickelung  mit  grössten  Sab- 

yZTDMp 
qnotienten  handelt,    die  grössten    in ^ — ' — -  enthaltenen 

reellen  Ganzen,  welche  offenbar  die  in  -p^  enthaltenen  Ganzen 
sind,   aufnehmen.     Im  Übrigen  bewirken  wir  die  Entwickelung 


Q 


0 


n  —  P,' 

raus,  ciass  (/_i  =  — 
eine  ganze  Zahl  sei. 


genau  nach  J.  59,  setzen  auch  voraus,  dass  ß_i  =  — ^^  '" 
_      J  +  fo»  t^« 


Dies  gibt  z.  B.  für  JT  =  ^ — If"^ '  "^^^^ 
•~         2T  'xi 


27  27(1^1^8—17)  __  V—S  —  n  _  ,    ,   ]_ 

^'~  1^13+17 "~  -297_  -11    '    ~"    """ar, 

«-»  .  — TT . =  1  -I 

V'^Tf—   6  —  *4  —4  ^J 

4  4(^:^8-2)  ^yzrs-i  ^       1 

•     y^^^  2  -12  —3  """», 

^'"l/^rs-   2'  -12  ~  4  ""^ar, 

4  _      4(1/"— 8— 2)    _|^Z:8  — 2    _ 

^'~k:^+  2 =^T2  =1         ^» 

al80Ä'=[— i,   1,   1,   0,  0,   0,  0...]   und 


n 


K  Vn  K             Jfn  iV„ 

-2  0  1 

-1  -4  10 

0  -10  27  -l          -l  1 

1  -17  -11  1            0  1 

2  6  4  1-1  2 
3-2-300  1 
4             2  4  0-1  2 

,5           -2  -3  t            d  1 

1^6            2  4  0          -1  2 
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Die  Eotwickelang  wird  zuletzt  periodbcb,  indein  die  folgenden 
Qnotienten  (äoimtlich  =  0  werden,  was  zur  Folge  bat,  dass  auch 
die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungsbrüche  Perioden  bilden. 

Wenn  ^0  =  0   und    ^^=1    ist;   so  findet  sich   leicht  die 

Entwickelung  

1/       h  J_  A 


--V~- 

D  — 

V--D  +  0 
1 

=  [0,  0, 

0,  0 

n 

Pn 

(?.         a. 

if. 

Nn 

-2 

0 

1 

-1 

'D 

1 

0 

ro 

0 

1             0 

0 

l 

U 

0 

-D          0 

1 

0 

N 

0 

1            0 

0 

1 

l3 

0 

'D          0 

1 

0 

IJ.  Es  leuchtet  ein,  dass  für  die  durch  eine  solche  Ent- 
wickelung entstehenden  Grössen  die  Formeln  §.  61,  Gl.  (1)  bis 
(12),  §.  67,  §.  68  Gl.  (1)  bis  (6)  und  (11)  bis  (17)  volle  Gül- 
tigkeit behalten,  dass  jedoch  die  für  reelle  Wurzelgrössen  ge- 
fundenen Gesetze  der  Periodizität  eine  wesentliche  Änderung 
erleiden,  aüch^dass  sich  auf  die  gegenwärtige  Entwickelung, 
welche  den  gegebenen  Ausdruck  K  durchaus  nicht  erschöpft, 
die  Reduktiousforrael  des  §.  58  nicht  in  Anwendung  bringen 
lässt.  Wegen  der  periodischen  Wiederkehr  der  Näherungs- 
brüche selbst  würde  sich  die  Gl.  (5)  in  §.58  stets  auf  die  'un- 
bestimmte Form  0  .  üf'  —  0  .  K-^  0  =  0  reduziren. 

§.  95.    Geseilte  der  JPerMIMtiU  der  oMgen  Enh»iekelung. 

I.  Nach  §.61  hat  man  hier, 

(1)       Pn^i=anQn-Pn  (2)       ß«    <?.+l  =  -  (2>  +  P.+l») 

(3)  ^„+1  —  e„.l  =  ö.    (Pn  -  Pu^i) 

nnd  lur  Bestimmung  des  Quotienteo  #n 

(4)      y,  =  g  =  ö„  +  |j  (5)        ?„  =  a„  (?„  +  Äo 

worin  jr-  positiv  und  <C  1  ist,  sodass  also  R^  dasselbe  Zeieben 

wie  Qn  hat,  sobald  es  sich  um  eine  Entwickelung  mit  grÖssCen 
Snbquotienten  handelt. 

Vergleicht  man  die  Gl.  (1),  wonach  auch  P^  =  an  Pn  — ft+i 
ist,  mit  Gl.  (5);  so  ergibt  sich  sofort 

(6)  Pn+l  =  —  Ab 

II.  Aus  Gl.  (2)  erhellet,  dass  unter  allen  umständen,  atich 
wenn  nicht  mit  grössten  Snbquotienten  entwickelt  wird,  zwei 
benachbarte  Grössen  Q,  also  Q^  und  Qn^u  entgegengesetzte  Zei- 
chen haben.  Entwickelt  man  mit  grössten  Subqnotienlen;  so 
hat  nach  Gl.  (6)  Pn^i  das  entgegengesetzte  Zeichen  von  Rny  also 
auch  von  Qn.   Da  nun  ^n+i  ebenfalls  das  entgegengesetzte  Zei- 
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eben  von  Q^  hat;   so   haben  Pm-^-i  nnd  Qm+i  gleiche  Zeichen, 

nnd  die  zusammengehörigen   Werthe  von  P  und  Q  wechsehi 

beide  zusammen  regelmässig  das  Zeichen,  wenn  der  Zeiger  um 

1  wächst.    Demnach  ist,  wenn  nicht  schon  vom  Zeiger  0,  dodi 

p 
vom  Zeiger  1  an,  der  Bruch  ^   positiv;    folglich   alle    Quo- 

tienten  ai,  Uti . . .  positiv  oder  theilweise  =0. 

III.  Da  nach  Gl.  (5),  absolut  genommen,  A.^P.  ist; 
so  ist  wegen  Gl.  (6),  absolut  genommen,  f ,4-1  ^ P»»  Also  ist 
der  absolute  Werth  jedes  folgenden  P  entweder  gleich  oder 
kleiner,  als  der  des  vorhergehenden  P. 

Dies  führt  vermöge  der  Beziehung 

(7)  P.+. ^^ k.  D  +  P,*  J  ^-' 

ZU  dem  Satze,  dass,  absolut  genommen,  ^a+i^^n-i  sei.  Also 
ist  der  absolute  Werth  jedes  Q  gleich  oder  kleiner  als  der  ab- 
solute Werth  des  um  zwei  Glieder  voranstebeoden  Q. 

IV.  Da  der  absolute  Werth  keines  späteren  P  grösser 
werden  kann,  als  der  eines  früheren;  so  folgt,  dass  in  der  Eot- 
wickelung  mit  grössten  Subquolienten  eine  Stelle  erreicht  wer- 
den muss,  von  wo  an  alle  folgenden  Grössen  P  denselben 
absoluten  Werth  haben  und  abwechselnd  positiv  und  negativ 
sind.     Angenommen,  es  sei 

(8)  P„  =  -  i>„+i  =  P.+,  =  ^  P.+,  =  etc. 

so  muss  wegen  Gl.  (7)  gleichzeitig 

(9)  ßn-l  =  ^n+l  =  ^n+S  =  ft+5  =  etC. 

und 

(10)  ^.  =  e«+i  =  en+4=  ^D+«=  elc. 

sein.  Gleichzeitig  haben  die  P  und  Q  von  paaren  Zeigern  ei- 
nerlei Zeichen  nnd  die  von  unpaaren  Zeigern  das  entgegenge- 
setzte Zeichen.  Das  letztere  Gesetz  beginnt  sogar  schon  mit 
dem  Zeiger  n=  1,  und  für  die  Grössen  Q  schon  mit  dem  Zeiger 
ft=0,  sodass  die  Grössen  ^0»  Qt%  ^4...  das.  Zeichen  von  Q^ 
und  die  Grössen  Q^i ,  ^1 ,  Qz .  ,  ,  das  Zeichen  von  ^^t  haben. 
Auch  folgt  hieraus,  dass  die  Grössen  (— 1)~^  ^.i,  (—1)^  ^0? 
(— ly  Qi^  (—1)*  ft...(— 1)"  Qn  sämmllich  das  Zeichen  von 
Qo  haben.  • 

Ferner  folgt  aus  Gl.  (3),  dass  unter  den  obigen  Umständen 

(11)  «n  =  «n-f  1  =  «B+J  =  ön+»  =  elC.  =^  0 

ist  9  dass  also  alle  Brüche 

fMt%\  Pn       Pa+i      Pn-^-i      Pn+»       .        ^. 

^*^^  Q.'  ^'  ^'  ^,  *'•'•  <  * 

sind,   oder  dass  der  absolute  Werth  eines  jeden  Q  in  der  Pe- 
riode grösser  ist,  als  der  des  P. 

Die  Periode  der  Grössen  P,  Q  ist  also  zweigliederig,  wäh- 
rend die  der  Quotienten  eingliederig  ist. 
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V.  Aus  der  Abnahme  der  absehiten  Werthe  der  um  je 
zwei  Glieder  voneinander  abstehenden  Grössen  Q  bis  zur  ersten 
Periode  leuchtet  ein,  dass  ausserhalb  der  Periode  kein  Q  vor- 
fcommen  kann,  dessen  absoluter  Werth  kleiner  wäre,  als  der 
kleinste  der  beiden  periodischen  absoluten  Werthe  von  Q. 

VI.  Die  absoluten  Werthe  der  Grössen  P  und  Q  in  der 
Periode  können  gewisse  Gränzen  nicht  übersteigen.  Diese  Grän- 
zen  sind  folgendermaassen  zu  bestimmen.  Wenn  p  der  absolute 
Werth  der  periodischen  Grössen  P,  ferner  a,  q  die  absoluten 
Werthe  der  periodischen  Grössen  Q  bezeicnnen;  so  ist  nach 
Obigem 

q  ^p  -}- 1  und  auch  q  ^p  -|- 1 ,  also 

W'^(P+1)'  oder  ^p«-j-2p+l 
Nun  hat  man  aber  nach  Gl.  (2)  qq  ^=siD-\-p*  folglich 
p'^'-\-2p^\  ^J9-(-p*,  und  hieraus  folgt 

(•3)  ,S^ 

oder  genauer,  wenn  D  paar  ist^  P^y  —  1  ^^^  wenn  />  nn* 

paar  ist,  p^ — - — . 

Was  die  Gränzen  von  q  und  q  betrifft;  so  hat  man  hier- 
nach wegen  der  Beziehung  qq  :=sij)^p^ 

(U)       «■SB+(£r:i)',d„S(£±i)- 

oder  genauer,  nach  den  obigen  genaueren  Gränzwerthen  von 
p,  wenn  D  paar  ist,  qq'^(-^J  +1  nnd  wenn  B  onpaar 

Ist  nun  q  entweder  s=s  q'  oder  gleich  dem  kleineren  der  bela- 
den Werthe  f,  q;  so  ist  nach  Gl.  (14)  Tür  das  Minimum  der 
periodischen  Grössen  Q 

(15)  1^—2— 

oder  genauer,   wenn  D  paar  ist,  q^-^  und  wenn  i)  unpaar 

§.  96.    A»§9imie9  MMmmm  vm  ^  mm4  r^rimde  H^  kMmaien 


I.    Im  vorstehenden  Paragraphen  haben  wir  gezeifft,  dass 
das  Minimum  der  Grössen  Q  in  der  Periode  ^ — ~-  sein 
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müsse,  während  das  zageMrige  P  dMselbs  Zeiehea  wie  Q  hat 

und  ^  — r —  ist.    Es  ist  damit  jedoch  keineswegs  gesagt,  dass 

der  kleinste  Werth,  welchen  Q  überhanpt  anzonehmea  tthig  ist, 
notfawendig  in  der  nach  §.  94  sich  erzeugenden  Periode  liegen 
müsse.  Dm  dieses  absolute  Minimum  von  Qt  welches  =  Qn  sei, 
zu  bestimmen,  betrachten  wir  die  6i.  (4)  des  §.  68,  also  Indavi 
wir  darin  —  J9  für  I>  setzen,  die  Gleielrang 

Die  rechte  Seite  hierin  stellt  ebensowol  wie  die  linke  Seite 
eine  positive  Grösse  dar,  da  nach  §.  95  (—\)^Qm  dasselbe 
Zeichen  hat,  wie  ( — 1)^0»  oder  ^o. 

Soll  nun  ^n  ein  Minimum  sein;  so  muss  es  auch  QoQn 
sein.  Die  Bedingung  des  Minimums  erfordert  aber  nichl  bloss, 
dass  ^o^n  wachse,  wenn  Jfn-i  oder  iVa.!  oder  Beide  wachsen, 
sondern  auch,  dass  Qo  Qn  wachse,  wenn  Jlfn-i  oder  JVn.!  oder 
Beide  abnehmen.  Da  nun,  wenn  iVn.i  abnimmt,  das  Glied 
Nn^i^D  in  Gl.  (1)  jedenfalls  auch  abnimmt;  so  muss,  wenn  gleich- 
zeitig ^0  Qn  wachsen  soll,  durchaus  das  Glied  (Jlfi»-.i  ^o  — N^^t  P^)* 
oder  der  numerische  Werth  von  Jlfn_i  Q^  —  JVb^uPo  wachsen, 
wenn  J(fn.i  oder  iVn.i  oder  Beide  abnehmen.  Diese  leizlece 
Bedingung  erfordert  aber  nach   §.  16,   dass  wenn  Pq  und  Oo 

P  M 

gleiche  Zeichen  haben,  also  -jr-  positiv  ist,  -«^  irgend  ein 

p 

Näherungswerth  von  -^  sei.     Hätten  dagegen   Po   and    Q^ 

P 

entgegeogesetzte  Zeichen,   wäre  also  ^  negativ,    mithin 

vo 

""TT  P^*^'*^»    ^^  müsste  für  -—^  der   entgegengesetzte 

P 

Werth  irgend  eines  Näherangs  braches  von  — ^  genommen 

werden,  sodass  Jlfn-i  und  iVn.i  entgegengesetzte  Zeichen 
erhalten. 

II.    Hieraus  ergibt  sich  zur  Bestimmung  des  Minimams  ^b 

folgende  Regel.     Man  entwickelt  den   absoluten   Werth  des 
p 

Bruches  ^  in    einen  Kettenbruch   mit   grössten    Subquotienlen 

00»   019   02...  und   nimmt  diese  Quotienten  sämmtlich   positiv, 

P  '  P 

wenn  ^  positiv   isti   dagegen  negaliv,   wenn   ^  »«tgativ   ist. 

Hierauf  nimmt  man  bei  der  Entwickelaog  von  Jjf-r--  ~^  ^\"^ 
nach  §.  94  resp.  die  Grössen  a^y  oi,  o« . . .  oder  die  Grössen 
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—  n«,  — ai,  -^äi, . .  hU  wfllbttrlicbtr  QdorDeiiteii  an.  Der  Mei^ 
dui^ch  ftleh  «^gebeode  Mmmi^b  kMtigte  Wortb  von  Q  ist  das 
gesuchte  Mii^iniaiii  Q^. 

Wenden  wir  diese  Regel  auf  das  Beispiel  K=^     "^ot"~ — 

des  $.  94  an;  so  haben  wir  -^=^  —  ^  und  da  ^»b [0,  2, 1,  2,  3] 

ist;  so  nehmen  Irir  ab  willkürliche  Quotienten  0,  —%,  —1,  -*2,  —3 
an.    Dies  gibt 

27  '  «1 

_          27         _27()/^+10)_)^^^+10_  ■    1 

""'       yZIl-U               -108                     -4        ~"  '*"+'x, 

—  4             -4(f^r8-2)_f^r8-2  ^  .    I    1 

**       V^r8-f-2  °"           -12         .""          3  "'"ar, 

3          _   3(^38-1)  _K=r8-i    _  I 

-3        -3(frr§+7)_r3:8+7 1 

"^'"l^ZIi-T  —57  —         19  ^x^ 

19  (V^^^  —  64)_  V^^  —  64 


4-64 

-4104 

—  216 

1 

n 

P» 

Qn 

a» 

M.       K 

-2 

0            1 

-1 

-4 

1             0 

0 

-10 

27 

0 

0            1 

1 

10 

-4 

-2 

1          -2 

2 

-2 

3 

-l 

-1           3 

3 

-1 

*8 

-^ 

3          -8 

4 

7 

19 

-3 

-10          27 

5r 

-64 

-216 

Da  unter  dieser  Reihe  der  Q  die  Grösse  ^t=3  und  Os  =  —  ^ 
den  kleinsten  numerischen  Werth  3  besitzen;  so  bezeichnet  dieses 
das  gesuchte  Minimum  ^a*  Die  entspr#clienden  Werthe  von 
-flfn-i  und  JVn_i  sind  resp.  1  und  —2  oder  — 1   und  3. 

Itl.    DasB  ditMiBs  Mtniaiaiii  von   0^ — ^^    sein    müssC) 

leuchtet  aus  §.  95  ein.  Bricht  man  nun  die  vorstehende  Eat- 
wickelung  von  K  an  der  Stelle  ab,  wo  man  vermittelst  des 
vorhergehenden  Quotienten  a««!  das  Minimum  ^n  gefunden  hatte, 
und  setzt  die  fernere  Rechnung  nach  der  Vorschrift  des  §.  94 
mit  grössten  Subquotienten  des  reellen  Theiles  fort,  sodass  also 

P 

schon  Tür  an  der  grösste  Subquotient  von  Runter  gehöriger  Be~ 
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räcksichtigaDg  der  Zeichen  von  P^j  Qn  genommen  wird;  so 
müssen  nach  §.  95  die  Grössen  Pm^t  und  Q^j^t  gleiche  Zei- 
chen annehmen.  Ausserdem  mnss  der  absolute  Werth  von  Pm^i 
gleich  dem  von  Rn,  also  entschieden  kleiner  als  der  von  Q^ 

also  ^Qn  —  1  d.  i.  ^  — - —  sein.   Demnach  ist  auch  der  na- 

mensche  Werth  des  Produktes 

und  es  ist,  weil  ^o  das  Minimum  der  Grössen  Q  darstellt,  na- 

p 

merisch    genommen,    Qn-\-i^Qn^Pn'^if  also   7^^  ein  positi- 

ver  echter  Bruch. 

IV.  Vergleicht  man  diese  Beziehungen  mit  den  Resultaten 
des  §.  95,  und  namentlich  mit  den  dortigen  Gleichungen  (13) 
bis  (15);  so  folgte  dass  der  eben  beschriebene  Übergang  bei 
dem  Quotienten  Oa  zu  dem  Entwickeluogsprinzipe  des  §.  94 
sofort  vom  nächsten  Zeiger  an  die  bekannte  zweigliedrige 
Periode  herstellt,  wofür  «„^.1  ==  a.+t  =  etc.  =  0  wird  und  die 
Grössen ^„41,  Q^,  sich  abwechselnd  wiederholen,  während  F^+i 
konstant  bleibt  und  nur  sein  Zeichen  wechselt. 

Man  sieht  leicht,  dass  unter  Umständen  zwei  Entwickelun- 
gen  Ein  und  derselben  Grösse  K  zu  verschiedenen  Perio-* 
den  führen  können,  wenn  man  vor  Eintritt  in  die  Periode 
gewisse   wiilkurliche  Quotienten   einführt.     So  hat    man   z.  B. 

1/" g  IQ 

für  jr= — ,  wenn  man  die  vorstehende  Entwickelong 

vom  Quotienten  at  an  nach  §.  94  fortsetzt,   was  hier   fiir   den 
ersten  Quotienten  at  denselben  Werth  —  1  liefert, 

n  Pn  Qn  ö» 

-1  -4 

0 

1 
2 

ii 
(S 

Die  Periode  dieser  Entwickelang  ist  wesentlidi  verschieden 
von  der  in  §.  94. 

V.  Von  allen  möglichen  Perioden  ist  nun  diejenige  cha- 
rakteristisch, in  welcher  das  Minimum  von  Q  vorkommt.  Diese 
wollen  wir  die  Periode  in  kleinsten  Zahlen  nennen.  Käme 

das  Minimum  von  Q  nach  der  obigen  Ermittelung  bei  der  Ent- 

p 

Wickelung  von  jr-  in  einen  Kettenbruch  mehrmals  zum  Vor- 
schein; -so  wäre  es  denkbar,  dass  es  mehrere  Perioden  mit  jenem 


-10 

27 

0 

10 

-4 

-2 

-2 

3 

-l 

-l 

-3 

0 

1 

3 

0 

-1 

-3 

0 

1 

3 

0 

f,  96.    Ah$ohtie$  Mimmum  wn  Q.  2S3 

Minimam  gttbe,  welche  sich  nach  den  letzteren  Regeln  einzeln 
darstellen  lassen.  In  einem  solchen  Falle  würden  wir  onter  der 
Periode  in  kleinsten  Zahlen  diejenige  verstehen,  in  welcher 
auch  das  zweite  i^  den  kleinsten  Werth  hätte. 

VI.  Es    leuchtet   ein ,    dass    in    dem    besonderen    Falle 

V  —  D 
jjfsas — ~ — ^  WO  man  Po  =  0  hat,  die  einzig  mögliche  Periode 

in  kleinsten  Zahlen  sich   sofort   durch   die  Entwickelung  nach 

P         0 
§,  94  ergibt,  denn  es  ist  hier  -tt^^-tt    (ein    Bruch,     welcher 

auf  kleinstelr  Bennennung  =  -j-  ist)  als  Kettenbruch  =  [0].  Die 

Einfährang  dieses  einzigen  Quotienten  ao  =  0  entspricht  aber 
hier  genau  der  Entwickelung  nach  §.  94  und  stellt  sofort  die 
Periode  ipo,  Q~i  her. 

VII.  Auch  folgt  hieraus,  dass  wenn  man  durch  die  Ent- 
wickelung von  K  nach  §.  94  auf  eine  Periode  stösst,  in  welcher 
JR.  =  0  ist,  Dies  jedenfalls  die  einzig  mögliche  Periode  in  klein- 
sten Zahlen  ist. 

VIII.  Über  das  Zeichen  der  Grössen  Q  haben  wir  noch  Fol- 
gendes zu  bemerken.  Man  hat  es  zwar  in  seiner  Gewalt,  nachdem 
unter  den  Grössen  Q  irgend  ein  positiver  oder  negativer  Werth 
Qn  y^rgeifooHBen  ist^  den  entgegeogesetzlen  Werth  —  (^b  bei- 
vorzubringen.  Man  braucht  zu  diesem  Ende  nur  für  die 
Quotienten  an,  On+i,  an+s  die  Zahlen  1,-1^1  anzunehmen. 
Hierdurch  wird  nothwendig 

Qn^  =  -On  also  (-l)"+»eH»  =  (- !)"<?»»  ferner 

Dies  erkennt  man  aus  den  Gleichungen  (2),  (1)  des  §.  68, 
wenn  man  beachtet,  dass 

[Oo,   öl  .  .  .  ffn-lj  =  -Tr —  ,     [flo)   Öl  . .  .  fln-lj  =  'mr' 

iVn_t  i^n-l 

[flo;  öl . . . ÖB-1,  1,  — 1]  =  — jTT^,  [öo»öii..öii-i>l>  — i>  l]=irr^ 

ist.  Überhaupt  wird  eine  Cmkehrung  des  Zeichens  von  Q  eine 
Veränderung  des  Zeigers  um  eine  un paare  Zahl  zur  Folge 
haben,  indem  das  zugehörige  P,  wenn  dasselbe  numerisch  seinen 
Betrag  nicht  ändert,  auch  das  frühere  Zeichen  behält. 

Lag  nun  das  frühere  P  und  Q  in  der  Periode;  so  kann 
das  spätere  P  und  Q  nicht  in  einer  Periode  liegen,  weil  nun 

yj  negativ    sein   würde.      Nur    wenn  F=0    ist,    wäre  Dies 

möglich. 

Man  kann  also  eine  Periode,  worin  P  und  Q  das  Entge- 
gengesetzte von  zwei  in  einer  anderen  Periode  liegenden  Grössen 
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diflMT  Ali  sem  soOß^f  nur  dw»  erzeiigep,  w^m  F^9  ifd, 
«4er  ^«weilea  aadi  dfxity  wwf^  ß^  mekrere  Perioden  in 
UfMVitoo  Zahle«  git>t  von  deae«  jrgieiM  cwei  io  der  gevw&di' 
ten  Bezi^t^onf  ^^  cii9ao4er  «tabfip). 

1%.  Parpb  die  BertingBMPHg  d^  Perioden  jn  U^insten 
Zahlen  ist  man  in  den  Stand  gesetzt,  zu  nntersoct^n,  ob  sich 
siwi  GrisMQ  £  jiad  A^'  mk  dersdbop  fietenwoante  — If  sd 
Ein  und  derselheq  Periode  fiihren  lassen  oder  nicht,  aflso  aacli, 
ob  dieselben  nach  §.  7^  koinhinirt  werden  können.  l>fe 
TMüQUchkeit  wier  solchen  KoxDhinaUoii  «eätzi  Jai^r  yriß  dort  npr 
die  Übereinstimmung  zweier  zsiammengehöriger  Werthe  wie  Z^., 
Qm  nut  P'üf  Q\  yor^^s«  indein  alsdaqn  nQthwendi|{  auch  Qm^-i 
mit  ^'n-i.. übereinstimmen  mnss. 

Bei  ÜhareinslüninnDg  der  P^riodso  kann  «an  hei  |«de«i 
]e  die  KcMabinatfoii  aftsfiUuren.  Da  jedoob  Mer  «ite 
Quotienten  der  Periode  =0  sind;  so  lenditejt  ein,  -das«  «s 
Uasiehtlidi  der  iBarhei  fifitatAheodeB  GrdssM  JW,  N,  welehe  die 
Eodwerthe  «mmx  jjKdM  Koflihi0|tiiMi  Ibiidw«  faniE  ^iioliyilltig 
ist,  bei  wekhßn  Zidgern  i«  der  Perioda  »ao  kojnbioirl;  es 
besteht  hier  die  in  §.  83  betrachtete  unendliehe  Aeike  ^ker 
Werthe  rnr.JK,  N  aqs  laater  gleiob/eii  firöMeii. 


a  ff 


ff^ceflen  flRkefl  -ilef^  4Eliipatatt  .^a^^  ali  9  z^ 


♦  •  • 


Auch  im  gegenwärtigen  Falle,  wo  di^  f>efermii^nte  -r-D 
negativ  ist,  i^  es  von  Inter<^s$e,  $iie  in  $.  'Hji  Air  eine  positive 
Determinante  angestellte  Entwickelung  zu  ^traditen,  wonach 
man  in  der  Forinel 

Qu  ir,+i 

P 

ft|r  den  Quotienten  On  istets  die  dem  Bruche  -^    am    nächsten 

Qn 

Itgomiende  ganze  Zahl  mannt. 

Die  Resultate  sind  den  jq  §.  .69,  I.  Jt>i6  V.  gef^^^p^  ganz 
gleich.  Es  erzeugt  sich  auch  hier  eine  zweiglied^.rjg^  P,^Vde, 
in  welcher  man  nume.riscb 

(i)  P^-^i  ^  hQ^  «*ö<i  auch  S  i  ^«+1 

«nd  ön+i ^«Än-fr'S  «^Än-H  ^^* . .  =  0  hat. 
Was  jedoch  die  Gränzwerfhe  der  periodischen  <k*ässen  P 
Aiod  Q  betrifft;  so  fcjgt  aus  der  allg^faßioen  JS^^^ieJimu;  l?^öi,+i 
=  —  {p-\'  i'ü+i'),  dass  die  Summe 

dass  also 


S.  98.    ZMmfieihe  J.  2ft5 

sei. 

Terner  folgt  aus  jener  allgemeinen  und  aus  der  letzteren 
Beziehung,  dass  die  beiden  periodischen  Grössen  ^n  und  ^q+i 
entgegengeßetzte  Z*eieb-eA  hahen»  idits^  «b^r  .niiiMpscb 

Qn  Qn-ti  ^^H — 5"  ^'  ^«  ^"^>  ^Äss  mithin  der  numerische  Werlh 


s»/^ 


der  Einen  von  beiden  ^  y  —^  ist. 

$.  98.    MahiewreUke^  welche  im  Stande  t«f ,  me  hei  der  Enf- 
wHekei9tm§  lUr  §l»'ä0m  Wi  mi$  ^n^gmikfer  JBeierminamte  vor- 

komumeuden  Operafionen  »u  ereeimen* 

I.  Die  allgemeinen  Resultate  der  §§.  75  bis  81  ünden 
auch  hier  ihre  Anwendung.  Die  Zahlen  Jpss — J  — jj*  =  — 
(J-\~p*)  sind  hier  sänunüich  negativ,  ohne  dass  Eine  =0  wäre. 
Die  dortige  Gränzlinie  aa  zwischen  den  positiven  und  negalivon 
Zahlen  ist  hier,  als  über  dem  höchsten  Gliede  Jq  liegend,  zu 
denken.  Bei  einer  Entwickelung  mit  grössten  Sabqueti^nten 
osziHirt  die  Bewegung  jedenfalls  schon  vom  Zeiger  1.  an  fort- 
während um  das  Glied  Ja,  und  in  der  Periode  tkano  das  iilied 

mit  dem  Zeiger  pz= — - —  nicht  ttbersdbritten  werden. 

Alles  Dieses  kann  man  an  dem  in  §.  94  bis  96  erörterten 
Beispiele  mit  der  Determinante  — 8  und  der  Zathlem*ethe 
a 


Jo 

—  8  —  0' 

—  :8 

—  1.2.2.2 

J.i     Ji 

—  8-1« 

—    9 

-1.3.3 

J-t     Jt 

8      2» 

—  12 

-1.2.2.3 

J.t     /, 

8  —  3« 

—  17 

1.17 

/-»     /» 

—  8      4« 

24 

-1.2.2.2.3 

/-.     J. 

—  8  —  5» 

-33 

—  1.3.11 

u.  s. 

w. 

spezieller  prüfen. 

II.  Die  Methoden  der  §§.  76,  77  ff.  sind  auch  hier  anwend- 
bar, Jim  ^die  Reihen  .der  duFcb  eine  gegebene  Zahl  q  th^ilba^n 
Zahlen  J  aufzufinden.    £s  jnuAS   auch  hier  für  Ein  Glied  j^der 

Reihe,   wenn  q  paar  ist,  p^|-  und  wiemi   q  unpaar   ist, 

p^-^— —  gem. 

Setzen  wir  hier  überall  — jD,  wo  in  den  dortigen  Paragra- 
phen D  steht;  so  muss  man  nach  der  Methode  des  §.  77  autfa'hier 

^D'-rq=p^ 
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haben,  woraus  folgt,  dass  r  und  q  jedenfalls  entgegengesetzte 
Zeichen  besitzen  müssen.  Setzt  man  also,  was  immer  geschehen 
kann,  q  als  positiv  voraus;  so  moss  r  negativ  sein.  Man  kann 
nun  buchstäblich  nach  der  Vorschrift  des  §.77  verfahren,  indem 
man  auch  hier  Tür 

fo  den  grdssten  Snbquotienten  von und  für 

"+(£) 

fi  den  kleinsten  Superquotienten  von oder 

^  jenachdem  q  paar  oder  anpaar  ist, 

annimmt. 

III.   Beispiel.   Essei— 2>  =  —  8,  y= 24,  also  }  paar  und 


'<£>' 


■j-  =  12.    Bier  ist =  —  ;—» = irz — = 

2  9  24'  9  24 

—  6—,  also  ro=— 1,  rt  =  — 6,  r©  —  ri  =  5  und  zuvörderst 

Dies  gibt  folgende  Rechnung 

— "^     ^^^  Es  gibt  also  die  beiden  Reihen  resp. 

^^=q  für  p=A  und  p  =  8 


ro=-l       16  =  4« 

—  2       40  ...J.,0  J*  /«...=  ...— 408  —24  —  702... 

—  3       64=8«. ..J.ie  Jg  J3f-..=  ...— 264— 72  —1032... 

—  4       88 

—  5     112  und  die  konjugirten  davon. 
r4  =  _6     136 

Man  konnt'e  übrigens  in  diesem  Falle  auch  berücksichtigen, 
dass  24  die  beiden  relativ  primen  Faktoren  q\  q*  =3,  8  besitzt^ 
und  nach  §.  79  verfahren. 


EntWickelung  der  Wurzel  einer  quadratischen 
Gleichung    in    einen   Kettenbruch   nach    dem 

Subtraktionsprinzipe. 

§.  99.    JNe  teicAfijrtfeit  Wwmt^  für  «lleae  XntwiekeUtng. 

Ebenso  wie-  eine  rationale  Grösse,  lässt  sich  auch  der  Aus- 

druck  K= Z^   ^,  gleichviel  ob  derselbe  rational  oder  irra- 

i/o 

tional,  reell  oder  imaginär  ist,  in  einen  Kettenbruch  nach  dem 
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Sabtraktionsprinzipe  entwickelo  ($.  23).  Man  kann 
diesem  Prinzipe  ebenfalls  grösste  Sobquotienten,  kleinste  Super- 
qnotienten^  namerisch  grösste  Subqaotienten  and  willklirlicbe 
Quotienten  zulassen.  Will  man  mit  Ausnahme  des  ersten  Quo- 
tienten aoi  welcher  positiv,  negativ  oder  null  werden  kann, 
laoter  positive  Quotienten  erhalten;  so  muss  man  überall  die 

kleinsten  Superquotienten  nehmen. 

j) p  1 

Wir  setzen  auch  hier  voraus,  dass  — r? — ^  eine  ganze  Zahl 
sei^  und  schreiben 


(1)  ß-,«=- 


D-Po*      P^*-D 


Allgemein  hat  man  nun  nadi  dem   Prinzipe  des  Ketten- 
brochs  «0 t  =[«0,    «l,   flf...]   (— ) 

At  —  etc. 

ar,= r^   '  =  «0 also 

_VD-\-auQn-Pn_    vi+a,Q,-P. 
'^'■^'-D-{a,Q,-P,y-D-P,*      .     p    ,      .^ 
—q: -TT^  -2anP,+a,Q. 

^   VT)  +  a.Q,-P.      ^VD-]-P.+i^ 1_ 

Dies  ergibt  statt  der  Gl.  (2),  (4),  (6)  in  §.  61  die  Grand- 
formeln 
(2)  P,+i  =  a,Qn-Pu 

(3)        e.. *i^=5*-i5 

(4)  (?.+,  =  (?..,-  2  an  P.  +  ir.«  (?„" 

und  statt  der  Gl.  (1),  (2),  (3),  (4),  (5)  in  §.  68 

(5)  P,=M^,Mn.,  Qo-(M,^i  iV„.,+ilf.-,iV„.i)Po+iV„.i  iV...  ß.i 

(6)  (?„=J»f„.i*  ^0  -  2  Jf,.|  iVn-l  Ptr+^-i"  C^-i 

(7)  (>o  Pn  =  (J»fn.i  Qo  -  iV«.t  Po)   (Jlfn-.  Qo  -  iV..,  Po)  ~  iV«-!  iV..,  D 

(8)  C^o  Qu  =  (J»fn-i  (^0  -  iV^i  Po)*  -  N^i'  D 

(9)  N^,  ft  -  JV..i  P.^N.,,  Po  -  Jfn.t  (?0 

Es  ist  beachtenswerth,  dass  hier  die  rechten  Seiten  der 
Gl.  (5)  und  (6)  resp.  die  Grössen  Pn  und  Qu  nach  ihrem  nu- 
merischen Werthe  und  nach  ihrem  Zeichen  darstellen,  was 
bei  deren  Verwendung  zur  Auflösung  der  unbestimmten  Glei- 
dkongen  vom  zweiten  Grade  gewisse  Vortbeile  hat. 

Als  Beispiel  der  Entwickelung  nach  dem  Subtraktionsprin- 

sipe  diene  der  Ausdruck  K=9i    '        ■    ,  welcher  in  §.  60  auch 

8«li«ll«r'<  vnbMtimaU  Analytik.  1 7 
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nach   dem    Additionsprinzipe   entwickelt   ist      Hier  liat    man 

Z?  =  ll  =  3*  +  2,  a  =  3,   ß.4  =  — ?^^^=10  und  ferner 


^0 


2-1 


Xi 


_     -7     ^—  7(KT7+  i)_vn-\-  s_    _ j^ 


/lT-5 


—  14 


OTl 


ar» 


-2       _-    2(V^11+   5)_KTr+    5        „_1 

''^-yn-h  ~        -u        -      7      ==^     ar, 

_       -7       ^—    7(>^11+   9)^VTT+   9_  2  _1 
y7l_9  —70  iO  a:. 

_  —10   _— io(VTr+ii)_VTr+ii_^  _j_ 

'"*~l/TT-ii~        — tio  11  ar, 

_    —11        —  uQ^+ii)     KTT+u  i 

"^'""1^11- 11 '^         —110  10  ^. 


=    —10    ^  —  10(1^11+  9)_  KTi  4-__?_^ 


Xt=—==: 


#r= 


J^ii 

Ti 


—  70 


Xt 


[2,  5,  2,  2,  2,  2,  2,  6,  2, . . .]  (-) 


n 

ft 

Qn 

0» 

jr„ 

K 

-2 

0 

-1 

-1 

10 

1 

0 

0 

9 

7 

2 

2 

1 

1 

5 

2 

5 

9 

5 

2 

5 

7 

2 

16 

9 

3 

9 

10 

2 

23 

13 

4 

11 

11 

2 

30 

17 

l5 

11 

10 

2 

37 

21 

6 

9 

7 

2 

44 

25 

7 

5 

2 

5 

183 

104 

Es  gibt  hier  für  die  Periodizität,  wenn  £*  reell  oder 
imaginär,  aber  irrational  ist,  sowie  für  den  Schlass  Aer  JBat- 
Wickelung,  wenn  die  Determinante  D  ein  vollkommenes  Qaadrat, 
also  K  rational  ist^  ähnliche  Gesetze,  wie  bei  den  Entwickeiao- 
gen  nach  dem  Additionsprinzfpe.  Wir  müssen  jedoch  die  spe- 
ziellere Erforschung  derselben  dem  Leser  tiberiassen. 


Den  Gesetzen  des  §.72  ist  noch  folgende  Beziehung  Un- 

znz^fügen. 

y^ p 

We  Periode  der  Grösse  Jg'  at=  >.  ,  ^  jsi  y^^  ^^j,  j^j 


Periode  von  K 

um       Am-fl    •   •   •    00-1  (^n 

■*«i       -«m+l    •    •    •   'n-l  ■■  n 

Qm       Qm+l    .    .    .  Qn-l  Qn 


Nwürag  m  §.  72.  2S9 

Grösse  K= ^~ dergestalt  das  Umgekehrte^dass  man  hat: 

Periode  von  K' 

tfn  fln-l    •   •   •    flm+l       ^m 

•«n+l       ■■  n       •    •   •   *m-\-t       •■  m+l 
Vn  Vn-1  •    •    •    V"»+l       Vm 

Um   Die^  zu  beweisen,   belraohtea   vir  die   EDiwickeloDg 
von  K  bei    einem  in   irgend  einer  späteren  Periode  liegenden 

Zeiger  n.    An  dieser  Stelle  bat  man  a?n= — J^    '. 

In  §.  72,  II  ist  gezeigt,  dass  man  in  der  Entwickelang  von 

K  stets  das  Glied -^ — ^  und  wenn  man  dann  den  Qaotien- 

Yfi  X^p 

te»  0  folgep  lässt,   das  Glied  ^   °^*  erzeugen  kann.  £eist 

«MM  ieUt  die  EoiwickeluM  von  K'  in  der  Weise  fort,  dass  omii 
für  die  Quoffenten  sukzessive  die  periodischen  Quotienten  von  ÜT 
in  umgekehrter  Heihenf(rff«  «a,  ««^i  .  . .  einführt;  so  lassen  die 
Formeln  (1)  bis  (4)  des  §.  61  und  die  daraus  sich  ergebenden 
allgemeinen  Beziehungen 

"Q p        9  ' 

P^^'^UnL  Qn  —  ft+l>  Qm'^^ rk    '  ' 

Vn+1 

sofort  erkennen,  dass  in  der  Reihe  der  Grössen  P,  Q  die  schon 
v^riMO  bezeiebneten  W#rtbe  auftreten  werden,  Dia  eingerührten 
Quotienten  sind  aber  in  der  That  die  grössten  Subquotien- 

,        ,     „        .    VD  +  P^m          ,Vb^p.        ,   . 
ten:  denn  da  allgemem  ^ — ^^-=0^-1 — ,   und  m 

der  Periode  nach  §.  61  Formel  (3) jz positiv   and  <[  1 

ist;   so  besitzen  in   der  Periode  die  beiden  Grössen  — IJ^ 
und  L — ^^  stets  denselben  grössten  Subquotienten  an.   Naeh 

Vtt 

§.70  ist  also  die  so  erzengie  Periode  die  der  Grösse  K*  wirk-^ 
lieb  zukommende,  und  dieselbe  ist  nur  dann  gleich  der  von 
Ky  wenn  diese  symmetrisch  ist. 

Ferner  folgt   daraus  und   aus  §.  72,  IV,  dass  die  beiden 

Ausdrücke Jl— £  und  — w*         umgekehrte   Perioden 

besitzen. 

17* 
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Endlich  isl  mit  Rocksickl  aof  $.  71  Uar,  Aam  die  beiden 

Worzeln  — — ^  '^    *  der  qaadratischen  GleidiaDf 

.  -^Vd^p.     y  d  —  p. 

TOD  welchen   man  die  zweite  Woriel jz = jz — 

setzen  kann,  nngekehrte  Perioden  haben. 


rtifter  Ahickiitt 

Auf  IdAUBsr  der  unbcMtfaMaite] 
Glelchonseii  Tom  xweli/ei^  Ciraile 
iBlt  xwel  lliibelLaiiiiten  In  ^waitm^n 

Zalileii. 


Gleichungen,    welche   ausser   dem    bekannten 
Gliede  nur  Glieder  von   zwei  Dimensionen 

enthalten. 

f.  100.    ^IfffWffnf  AnfiSnmg  dteser  Weiekmmgem  te 


I.    Die  anfzalöseode  Gleichung  sei  in  die  Form 
(1)  ax^  —  %hxy^cy*  —  k 

gelM'acbt,  worin  sämmtücbe  Koeffizienten  a,  2h ^  c,  k  ganze 
Zahlen  sjnd-nod  der  Koeffizient  26  von  xy  eine  paare  Zahl 
ist;  im  Übrigen  können  diese  Grössen  sowol  positiv  wie  ne- 
gativ, auch  null  sein.  Wenn  der  Koeffizient  xy  nicht  schon 
von  vorn  herein  eine  paare  Zahl  wäre,  würde  man  die  ganze 
Gleichung  mit  2  zu  mnltipliziren  haben,  am  jene  Bedingung  zn 
erfüllen. 

Besässen  die  drei  Koeffizienten  a,  2h,  c  in  den  nnbekann^ 
ten  Gliedern  einen  gemeinschaftlichen  Faktor  (mit  Ansschlass 
von  ^  1  ,  welcher  nicht  anch  in  dem  bekannten  Gliede  k  ent- 
halten wäre;  so  würde  offenbar  die  ganze  Aufgabe  unmöglich 
sein.  Befreiet  man  demnach  die  vier  Zahlen  a,  2&,  c,  k  von 
ihrem  etwaigen  gemeinschaftlichen  Maasse;  so  müssen  die  ersten 
drei  a,  2i,  c  anter  sich  prim  werden.  Ist  Dies  der  Fall;  so 
kann  man  die  Aaflösangen,  wenn  es  deren  gibt,  in  folgender 
Weise  finden. 
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Mao  nmas  hierbei  diejeoigen  AoflösuDgen-  s,  y»  welche  re-* 
lativ  prim  siod^  \^on  denjenigen  nnlerseheiden,  welche  ein 
gemeinschaftliches  Maass  haben.  Wir  suchen  zuvörderst 
die  ersteren  auf. 

II.  Die  Grundzüge  des  einzuschlagenden  Verfahrens  sind 
schon  in  §.  74  angegeben.  Man  identifizirt  die  gegebene  Gl.  (1) 
mit  der  Gl.  (2)  aus  §.  68,  nämlich  mit 

(2)  Qo  J«f«.i*  -2  Po  ifn-i  iVn.,  -  Q^,  N^i'  =  (- 1")  Qu 
indem  man  setzt 

(3)  (?o  =  a,         ft  =  Ä,  (?-i  =  ^;i^°'  =  c 

Wegen  der  Beziehung  (3)  besitzt  die  Determinante  D 
den  Werlh 

(4)  D  =  Po*'^Qo  Q.i^b'-^ac 
und  man  hat  

(5)  Ä=— -5;^  =  —a 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  dieser  Werth 
von  K  die  Wurzel  x  der  Gleichung 

(6)  aa?»  — 2Jj?  — c=0 
darstellt. 

Jetzt  entwickelt  man  K  nach  einem  bestimmten  Prinzipe, 
z.  B.  nach  dem  Additionsprinzipe  in  einen  Kettenbrucb.  Wenn 
die  Determinante  D  positiv  und  kein  vollkommenes  Qua- 
drat  ist,  wird  der  Kettenbruch  unendlich  und  periodisch 
werden.  Wenn  dagegen  2>  positiv  und  ein  vollkomme- 
nes Quadrat  ist,  wird  der  Kettenbrucb  schliessen;  man  führt 
ihn  dann  nach  §.  90  oder  wenn  D  gleich  null  ist,  nach  §.  93 
zu  dem. Schlüsse  in  kleinsten  positiven  Zahlen.  Wenn 
endlich  D  negativ  ist,  wird  der  Kettenbruch  unendlich  wer- 
den und  die  bekannte  zweigliederige  Periode  mit  an- 
nuUirten  Quotienten  annehmen;  man  stellt  alsdann  nach 
§.  96  die  Periode  in  kleinsten  Zahlen  her. 

HI.    Jetzt  nimmt  man 

(7)  q^k 

und  sucht  nach  §.76  oder  77  IT.  die  verschiedenen  Reihen  der 
durch  h  theilbaren  Zahlen  J  von  der  Form 

(8)  D-^p*  =  kr 

auf.     Gibt  es  eine  solche  Zahl  nicht;   so  ist  die  Aufgabe   un- 
möglich.    Im  entgegengesetzten   Falle  dagegen   gibt  es  für  p 

eine  bestimmte  Anzahl  positiver  Werthe,  welche  <-r-  sind.   £in 

jeder  dieser  Werthe  von  p  ist   dann   noch   (für  die  konjugirte 
Reihe)  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmen.    Ans  jedem 
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dieser  Wertbe  ▼ob  f^  Ton  deDen  imnier  xwei  in  der  Form  +  f 
fvsanmiengefaMl  werden  können,  bildet  man  die  Grösse 

ond    entwickelt   dieselbe   ebenso    wie    die   Grösse   K   in    einen 
Kettenbrocb. 

IV.  Stimmt  von  keinem  dieser  Werthe  von  K'  die  Periode, 
oder  der  Schluss  (insofern  die  Determinante  ein  Quadrat  ist) 
mit  der  Periode,  resp.  dem  Schlüsse  von  K  überein;  so  ist  ^h 
Aufgabe   nn möglich. 

Jeder  Werth  von  K'  dagegen,  für  welchen  diese  ÜbereiD- 
stimmong  stattfindet,  kann  nach  §.  73,  74  mit  K  komblnirt 
werden.  Hierdurch  findet  man,  wenn  K{fai)  und  K'(m}  zwei 
identische  Glieder  von  K  und  K'  bezeichnen,  indem  man  die 
Kombination  K(fn)  komb.  K\ni)  bildet,  dass  die  Grösse  k  un- 
ter der  Reihe  der  Grössen  Q  einer  Entwickelnng  von  K  er- 
scheint. Dieselbe  hat  den  Zeiger  m-\-m\  sodass  Qm-^m'  =  ^ 
und  (-1)-+-'  ^,+..  =  (-1)-+-*  ist.  Die  Zähler  und  Nenner  des 
Näherongsbruches  vom  nächstvorhergehenden  Zeiger  m-^-m —  /, 
also  die  Zahlen  iHfa+n'-i»  iVm+m'-i»  sind  alsdann  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  sie  die  Gleichung 

d.  i. 

(10)  a Jlf„+„'.i»  —  2  ft Jlf«+„'-i  JV.4«'-i  ~  cJV«+«'-i'  =  (— l)-+-'t 
erCHIlen.  Diese  Gleichang  stimmt  dann  mit  der  gegebenen  Gl. 
(1)  ilberein,  wenn  (— !)'"+■' «-t"*»  äIso  wenn  m-f-m'  eine 
paare  Zahl  ist,  und  Dies  setzt  voraus,  dass  die  Zeiger  m  und 
m',  bei  welchen  die  Entwickelungen  von  K  und  K'  überein- 
stimmen,  entweder  beide  paar  oder  beide  onpaar  sind. 

Wäre  in  allen  Entwickelungen  von  jeden  zwei  Zeigern  m 
und  m\  bei  welchen  Übereinstimmung  stattfindet,  dar  Eine  paar 
und  der  andere  unpaar;  so  würde  trotz  jener  ÜbereinstimniuB(|[ 
die  Aufgabe  unmöglich  sein.  Dieser  Fall  der  Uomöglicbkeit 
kann  offenbar  in  solchen  Fällen  niemals  eintreten,  wo  die  mit  JT 
übereinstimmende  Periode  von  K  eine  unpaare  Gliederzahl 
besitzt,  weil  alsdann,  jenachdem  man  in  der  Kombination  K(m) 
iomb,  K'(m')  den  Zeiger  m  oder  m'  um  Eine  Periodeolänge 
wachsen  lässt,  die  Grösse  (  —  1)»+«'  auf  der  rechten  Seite  von 
Gl.  (10)  regelmässig  das  Zeichen  wechselt,  also  bald  positiv,  bald 
negativ  ist. 

Ausser  den  im  Vorstehenden  angezeigten  Umständen  kann 
es  keine  geben,  unter  welchen  die  Aufgabe  unmöglich  würde. 

Hat  man  es  nun  mit  einer  möglichen  Aufgabe  zu  thun; 
so  kommt  es  noch  auf  ein  Verfahren  an,  mittelst  dessen  man 
durch  die^einfachste  Rechnung  alle  Auflösungen  in 
der  Reihenfolge  vom  Kleineren  zum  Grösseren   fin- 
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den  kann.  Dieses  Verfabren  oiuss  zugleich  die  Überzeugang 
yerschafTepy  dass  keine  zwischen  den  gesteckten  Gränzen  liegende 
Auflösung  sich  der  Darstellung  entziehe,  auch  dass  nicht  Em 
und  dieselbe  Auflösung  unbestimmt  viele  Mal  sich  reproduziren 
werde.     Ein  solches  Verfahren  wollen  wir  sofort  beschreiben. 

y.      Zuvörderst  sei  die  Determinante/^  positiv  und  kein 

Quadrat.     Wenn  die  Periode  von  K  nicht  symmetrisch  ist^ 

wird  von  je  zwei   durch  die  Formel  (9)  dargestellten  Werthen 

von  K\    welche   bekanntlich   umgekehrte  Perioden  besitzen, 

höchstens   ein  einziger  eine  mit  K  kömbinirbare  Entwickelung 

liefern.     Für   irgend   einen   brauchbaren  Werth  von  K'  besitze 

die  übereinstimmende  Periode  von  K  und  K'  r  Glieder  nnd  m,  tn 

seien    die  höchsten  Zeiger  in  der  ersten  Periode  resp.  von  K 

und  K\     Ist  r  paar;   so  kann  die  Kombination  von  K  und  K* 

'       nur  dann  Auflösungen  liefern,  wenn  m  utid  m'  entweder  beide 

>  paar  oder  beide  unpaar  sind.  Ist  r  unpaar;  so  werden  sich 
zwar  immer  Auflösungen  aus  jener  Kombination  ergeben:  es  ist 
jedoch  darauf  zu  achten,  dass  hei  jeder  Kombination  m  und  m 
entweder  beide  paar,  oder  beide  unpaar  sein  müssen. 
Fände  Dies  nicht  schon  bei  den  höchsten  Zeigern  der  ersten 
Periode  von  K  und  K'  statt;  so  sei  m  der  höchste  Zeiger  der 
ersten  Periode  von  JT  und  m  der  höchste  Zeiger  der  zweiten 
Periode  von  K',  oder  umgekehrt.  Man  hat  aber  in  allen  Ffillen, 
wo  die  Gliederzahl  der  Periode  unpaar  ist,  damit  in*|-m'  eine 
paare  Zahl  sein  könne,  notfawendig  je  zwei  Perioden  zu  einer 

1        einzigen  zusammenzufassen,  sodass  nunmehr  r  die  doppelte 

<        Gliederzahl  als  vorhin  bezeichnet. 

'  Aus  Vorstehendem  leuchtet  ein,   dass  man  immer,  gleich- 

'  viel,    ob  die  Gliederzahl   der  Periode  der  Grössen  Pn,  Qn,  «n 

'  paar,  oder  unpaar  sei,   unter  r  die  Gliederzahl  der  Periode  der 

'  Grössen  (—1)"  Qn  verstehen  könne,  welche  stets  paar  sein  wird. 

'  m  und  m    sind  immer   die  höchstmöglichen   Zeiger  innerhalb 

'  dieser  Periode,  für  welche  die  Übereinstimmung  zwischen  K  und 

'  JT  stattfindet,  und  für  welche  die  Summe  m^m  paar  ist. 

Nun  bildet  man  nach  §.  73  und  84  die  Kombinationen 

(11)  K{m)y    (m+r),    (»i+2r),    (m+3r)  . . .  komb.  IT (m) 

(12)  K(m)  komb.  K' {m),     {m+rl     (m'  +  2r),    (ni+Sr'... 
welche   nach  §.   84   eine   einzige    zusammenhängende 
Reihe  von  Auflösungen  ergeben,  deren  numerische  Beträge  von 
der  Mitte  nach   beiden   Seiten  hin   eine  steigende  Progression 
bilden.     Da.  hierin  r  stets  eine  paare  Zahl,  also  ( — 1)'-*  =  — 1 

.         ist;   so  werden   die  Kekursionsformeln  (19)   und  (20)  in  §.  84 
L         stets  nach  dem  Subtraktionsprinzipe  gebildet  sein.     Auch 
wird  die  bloss  von  der  Periode  von  K  abhängige  Grösse  h  für 
alle  Kombinationsreihen  Ein  und  denselben  Werth  behalten. 
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Obgleich  hiernach  die  Werthe  von  a;  and  y  ins  Unendliche 

wachsen ;  so  nähert  sich  doch  offenbar  das  Verbältniss  <-==  -^ 

y       N 

einer  besUmmten  Gränze.     Dies  lehrt  auch  die  Gl.  (1),   wenn 

man  dieselbe  dnrch  y'  dividirt,  wodurch  sich 

(.3,  .(0'_,<|)-o=i 

ergibt.     Hieraus  ersieht  nian^   dass  für  ein  unendlich  grosses  y 

die  Grösse  -r=0,   also*  das  Verbältniss  —  gleich   der    Wurzel 

y*  y 

der  GL  (6)  wird.    Nun  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  sich  das  Ver- 
hältniss  —  aus  der  Reihe  der  Kombinationen  (11)  dem  Werthe 

y  

y~,       ^0         ~              a 
dass  sich  dagegen  dieses  Verbältniss   aus  der  Reihe  der  Kom- 
binationen (12)  dem  Werthe  

jr       -  1^5"+  Po       -  VWT^c  +  h 
(15)  — = -=j = 

fortwährend  nähert. 

VI.  Es  ist  nun  wichtig;  dass  keine  denkbare  Kom- 
bination zwischen  K  und  K'  eine  andere  Auflösung 
erzeugen  kann,  welche  nicht  schon  in  der  Reihe  (ll)^ 
(12)  vorkäme.  Der  Beweis  dieses.  Satzes  ist  aus  §.  73  zu  ab- 
strahiren,  und  wir  heben  dabei  hervor,  dass  es  ganz  gleichgoltig 
ist,  ob  in  K  und  K'  vor  den  Perioden  übereinstim- 
mende Glieder  liegen  oder  nicht.  Der  Umstand,  dass  man  in 
manchen  Fällen  die  erste  Periode  ebenso  gut  bei  einem  frühe- 
ren, wie  bei  einem  späteren  Gliede  beginnen  kann,  bat  eben- 
falls keinen  Einfluss  auf  den  vorstehenden  Salz. 

VII.  Es  kann  sich  ereignen,  dass  unter  den  Grössen 
(— 1)"^B  der  Entwickelung  von  JiT  selbst  schon  der  Werth  k 
vorkommt.  Alsdann  liefert  also  diese  Entwickeli^ng  ohne  alle 
weitere  Kombination  mit  K'  für  sich  allein  schon  Auflösungen 
der  Gl.  (1),  und  zwar  eine  endliche  Menge,  wenn  k  vor  der 
Periode  der  Grössen  ( — 1)''^q  vorkommt,  und  eine  unendliche 
Menge,  wenn  k  in  der  Periode  dieser  Grössen  vorkommt. 

Es  ist  nun  ferner  wichtig,  dass  man  die  zuletzt  er- 
wähnten Auflösungen,  welche  nicht  als  ein  Resultat 
der  Kombinationen  (11),  (12)  zwischen  JT und  JiT'  erschei- 
nen, sämmtlich  ausser  Acht  lassen  kann,  indem  sich 
di-eselben  nothwendig  irgendwo  unter  den  Kombi- 
nationen von  K  mit  den  verschiedenen  möglichen 
Werthenvon  ÜT'  einstellen  werden. 


Um  diesen  Satz  zu  erläalern,  macbeD  wir  zunächst  auf  fol- 
geode  ebenfalls  sehr  wichtige  Thatsache  aufnierksam.  Wenn 
f  Eine  von  den  Zahlen  ist,  für  welche  D  —  p^^sskr  durch  k 
theilbar  wird;  so  branchen  einzig  und  allein  diejenigen 
positiven  und  negativen  Werthe  von  p  in  den  Aas«* 
druck 

k  1^ 

gesefzt'zu  werden,   deren   numerische   Beträge  ^-r- 

sind.     Denn  jeder  Werth  von  p,  für  welchen  dieser.  Betrag 


^-  ist,  kann  in  die  Form  p'\'wk  gebracht  werden,  worin 
p^r-  ist.      Die  Kettenbruchsenlwickelung  von k      — 

=ip-}- — j^Cli  unterscheidet  sich  aber  nur  durch  den  Werth 
des   ersten   Quotienten  a'o  von   der   Entwickelung   der   Grösse 

K'  = h^'    ^^^^^  ^^^^^  Quotient  a'o  tritt  aber  niemals  mit 

in  die  Kombination  Kim)  komb.  K (m)  ein,  indem  an  die 
Quotienten  Oqj  ai  .  .  *  (im.i  der  Grösse  K  die  Quotienten 
0,  —  a'ai'Ji,  —  a'm'-t ...  —  ö'i  gehängt  werden ;  und  für  den  spe- 
ziellen Fall,  wo  m'  =  0  wäre,  K{m)  komb.  K\0)  =  K(m)  ist. 

Gibt  es  nun  unter  den  Grössen  ( — 1)"  Qa  der  Entwickelung 
von  K  irgendwo  einen  Werth  =&,  welcher  der  Stelle 

entsprechen  möge;  so  ist  Jlf..i,  Nn^i  eine  Auflösang  der  gege^ 
benen  Gl.  (t).  Allein  diese  Auflösang  moss  nothwendig  in 
einer  Kombination  von  K  not  irgend  Einem  der  Werl  he  von  K' 
verkommen.  Denn  es  ist  klar,  dass  wegen  der  vorstehenden 
Beziehung  entweder  Pn=p  oder  P^sespX-tok  sein  muss,  worin 

P^2  **^'    Wäre  P^sszp;  so  käme  Pa  unter  den  Grössen  p  vor, 

welche  die  Ausdrücke  IC  bilden,  und  für  diesen  Ausdruck  von 
K\  welcher  jedenfalls  schon  vom  Zeiger  0  an  mit  K  überein- 
stimmen ronsste,  würde  die  Kombination 

K(n)  komb.  K'(0)^K{n) 
sofort  zu  derselben  Auflösang  Jf..!,  JV».!  fdbren.  Wäre  aber 
J\  =  p-{-»Ä;  so  würde  es  unter  den  Grössen  p,  welche  die 
Ausdrücke  K'  bilden,  Eine  geben,  für  welche  die  Entwickelung 
von  K'  vom  Zeiger  1  an^  genau  mit  der  von  K  übereinstimmte. 
In  diesem  Falle  würde  die  Kombination 
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jKr(ii+l)  komb.  K'{i) 
fofort  die  in  Rede  steheode  Aoflösang  Jfn-i,  N^^i  iMfera. 

Demnach  erhält  man  alle  Auflösungen  der  Ql.  (1),  indem 
man  zwischen  K  und  jedem  zulässigen  Weribe  von  Ji'  die  nach 
beiden  Seken  ins  Unendliche  sich  fdrtseizende  fteiba  der  Kom- 
binationen  (11),  (12)  bildet,  was  nach  §.  84  mit  dem  geringst 
möglichen  Rechenaufwande  geschehen  kann. 

In  dem  eben  betrachteten  Falle,  wo  die  Determinante 
X>  =  i>-|~ac  positiv  und  kein  vollkommenes  Quadrat, 
also  K  reell  und  irrational  ist,  gibt  es  also  entweder  keine 
oder  unendlich  viele  Auflösungen. 

yill.  Ist  die  Determinante /)  ein  posftives  Quadrat  cP 
verschieden  von  null;  so  hat  man  in  der  Kombination  jr(m) 
hmb.  K'  (m)  unter  m  und  m'  die  Zeiger  der  höchsten  übereinstim- 
menden Glieder  von  K  und  K'  zu  verstehen.  Es  müssen  auch  hier 
m  und  m  entweder  beide  paar  oder  beide  unpaar  sein.  In  diesem 
Falle  liefert  die  Kombination  zwischen  £  und  K'  immer  nur  eine 
einzige  Auflösung  (§.  73).  Alle  gelegentlichen  Auflösun- 
gen, welche  sich  etwa  schon  in  der  Entwickelung.von  K  her* 
ausstellen,  kann  man  auch  hier  ausser  Acht  lassen,  wenn  man 
nach  und  nach  die  verschiedenen  zulässigen  Werthe  von  K* 
berüokfiicbUgt.      Wenn  in  diesem  Falle  _^ «» ^  >9t;    m>  stösst 

man  für  p^='i:d  auf  die  Form  Ä"  = ^=^=- ,   welcher  nach 

§.  91  rf-j"^  verschiedene  Werthe  beizulegen  sind.  Die  Anzahl 
der  Auflösungen  ist  in  vorstehendem  Falle  immer  endlich.  Man 
darf  übrigens  nicht  übersehen,  dass  sich  nach  §.  90,  III  der 
Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen  von  K  oder  K'  zuweilen 
nach  einer  unpaaren  Gliederzahl  nochmals  reproduziren  lässt. 

IX.  Ist  ferner  die  Determinante  D  gl  ei  eh  null;  so  hat 
man  das  im  vorhergehenden  Falle  für  Dc=cP  beschriebene 
Verfahren  zu  beobachten.  Es  iai  aber  wichtig ,  dass  man  nadi 
§.93  den  bereits  erreicbteü  Schluss  in  kleinsten  positive« 
Zahlen  bei  einem  um  .2  Sinheitea  grösseren  Zeiger  noch 
einmal  reproduziren  kann ,  indem  man  auf  den  .  letzten  Quo- 
tienten die  beiden  Quotienten  w  und  0  folgen  lässt,  wovon 
w  ganz  willkürlich  ist.  Hierdaroh  tritt  in  den  Werth  von 
Mrssx  und  N=^y  eine  willkürliche  Grösse  u>  auf  erster 
Potenz  ein,  und  die  aus  der  Kombination  von  K  und  K'  ge^ 
fundene  Auflösung  repräsentirt  demzufolge  eine  unendliche 
Menge  von  Auflösungen,  welche  man  sdmmtlich  erhält, 
wenn  man  w  in  der  Reihe  der  gauzen  Zahlen ...  — 2,  —  1, 0, 1, 2 . . . 
variiren  lässt.  Im  Übrigen  sind  keine  neuen  Auflösungen  dar- 
aus zu  erwarten,  dass  man  auch  den  Schluss  von  K'  in  jener 
Weise  durch  eine  willkürliche!  ^abl  to'  oder  di^  Schlüsse  voq 
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K  and  K'  nach'  dem  Prinzipe  des  §.  93  darch  mehr  ab  EiM 
solche  wiUkttfliche  Zahl  2a  wiederholten  Malen  reprodaiiii, 
ehe  man  die  Kombination  von  K  und  K'  eintreten  lässt,  indem 
die  hieraas  entstehenden  Auflösungen  ebenso  lusammengesetzt 
sind,  wie  die  zuerst  bezeichnete ,  mit  dem  unwesentlichen  Un- 
terschiede, dass  an  der  Stelle  der  Einen  Willkikrlichen  w  die 
Summe  mehrerar  anderen  Willkiuiichen  w-^w  -^  eic.  stehen 
wird.  Wir  werden  weiter  unten  in  §,  114  zeigen ,  dass  dieser 
Fall  die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten 
Grade  mit  einschliesst. 

X.  Ist 'endlich  die  Determinante  D  negativ;  so  sind  in 
der  Kombination  M{m)  komi.  K[  (m)  für  m  und  m  die  höchsten 
Zeiger  za  nehmen,  hei  welchen  Übereinstimmung  zwischen  ÜT  und 
K'  stattfindet.  Jeder  Werth  von  K'  kann  auch  hier  hödislens 
Eine  Auflösung  liefern  (§.  73),  sodass  die  Anzahl  der  Auflösun- 
gen in  diesem  Falle  eine  endliche  ist. 

XI.  In  aUen  diesen  Fällen  ist  noch  zu  beachten,  dass  man 
bei  der  Reduktion  eines  Kettenbruches  ans  den  gegebenen  Quo- 
tienten auch  JV.1S3? — .1,  Jlf.i=3r:  —  1  nehmen  kann,  wodurch  alle 
Zähler  und  Nenner  das  entgegengesetzte  Zeichen  erhalten.  Statt 
dieser  neuen  Rechnung  kann  man  aber  einfach  die  durch  vorste- 
hendes Verfahren  gefundenen  Auflösungen  sämmüich  noch  einmal 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  nehmen»  sodass  man  ne- 
ben, der  Auflösung  «,  y  auch  die  Auflösung  — Xy  — y  erhält. 

Wäre  P^zsiisO,  also  das  in  xy  multiplizirte  Glied  nicht 
vorhanden ;  so  könnte  man  sogar  die  Werlhe  von  x  für  sich  und 
die  Wertbe  von  y  für  sich  mit  entgegengesetzten  Zeichen  nehmen, 
was  die  Auflösungen  x^  y;  — x,  — y;  Xy  — y;  — x,  y  ergibt. 

XII.  Durch  die  bis  jetzt  beschriebene  Rechnung  stellen 
sich  die  relativ  primen  Auflösungen  heraus.  Was  die  Auf- 
lösungen mit  einem  gemeinschaftlichen  Maasse  a  in  der 
Form  x  =  ax\  y  =  ay'  betriflt,  worin  a  verschieden  von  -^i 
ist;  so  muss,  damit  solche  Auflösungen  überhaupt  denkbar  sind, 
die  konstante  rechte  Seite  der  Gl.  (!)  den  quadratischen  Faktor 
a*  enthalten,  welcher  verschieden  von  1  ist.  Es  muss  also 
k  =  a*h'  sein. 

Besitzt  also  k  einen  quadratischen  Faktor  a-;  so  sondert  man 
denselben  zu  vorstehendem  Zwecke  ab,  und  behandelt  die  Gl. 
(16)  ax'  —  2hxy^cy'=^k' 

nach  den  früheren  Regeln,  indem  man  die  relativ  primen  Wer- 
the  für  x' ,  y    aufsucht  und  schliesslich  ir=ciLr',  y  =  ciy*  setzt. 

Wenn  die  Determinante  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  brancht 
man-  nicht  erst  alle  Auflösungen  x\  y  der  Gl.  (16)  zu  suchen  und 
jede  mit  a  zu  multiplizireo.  Man  hat  vielmehr  nur  nöthig,  wenn 
man  nadi  §.  84  verfllhrt,  die  zu  der  dortigen  Rekursionsformel  er- 
forderlichen ersten  beiden  Auflösungen  x\  y   zu  suchen,  eine 
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jede  mit  a  za  naitipliztren  und  sodann  auf  die  ersten  beiden 
Werihe  von  x==^ax'  ilnd  y^s^ay'  die  betreffende  Rekurrions- 
formet  in  Anwendung  zu  bringen. 

Hierdurch  ergeben  sich  alle  Auflösungen,  welche  Ein  und 
dasselbe  gemeinschaftliche  Maass  a  besitzen.  Dieselben  köDi»en 
ttbrigens  ebenfalls  noch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genom- 
men werden  y  wenn  man  nicht  schon  vorher  die  relativ  primen 
Auflösungen  für  :v',  y'  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genom- 
men hat.  Um  nun  alle  Auflösungen  mit  des  v  er  seh  ie.  de- 
nen möglichen  gemeinschaftlichen  Maassen  a,  ß,  y...  zu  er- 
halten, muss  man  alle  yersefaiedenen  quadratischen  Faktoren 
o'»  ß*,  Y****  welche  sich  einzeln  von  k  absondern  lassen,  den 
Einen  nach  dem  anderen  absondern  und  darauf  nach  obiger 
Vorschrift  verfahren. 

Wäre  also  der  grösste  quadratische  Faktor  von  ft, 
wenn  a,  ß,  y  .  .  .  gleiche  und  verschiedene  Primzahien  sind, 
s=:(aßy...)';  so  hätte  man  als  gemeinschaftlidies  Maass  von 
jT,  y  nach  und  nach  die  Werthe  a,  ß,  y,  aß,  ay,  ßy,  ctßy . . . 
anzunehmen,  also  nach  und  nach  von  k  die  quadratischen  Fak- 
toren a*,  ß',  y*,  (aß)',  (ay)',  (ßy)',  (aßy)'...  abzusondern. 

Diese  Absonderung  setzt  voraus,  dass  man  im  Stande  sei, 
eine  gegebene  Zahl  k  in  ihre  Faktoren  zu  zerle- 
gen. Solches  kann  durch  das  mechanische  Hülfsmittel  einer 
Faktorentafel  geschehen.  Streng  genommen,  besteht  jedoch 
hierin  ein  wahrhaftes  Problem  der  unbestimmten  Analytik,  wel- 
ches man  nach  §.  113  (s.  auch  §.  120)  lösen  kann. 

Es  wird  noch  bemerkt,  däss  wenn  &s=0  ist,  jede  belie- 
bige Zahl,  also  auch  jedes  Quadrat  a'  als  ein  Faktor  von  k 
angesehen  werden  kann,  sodass  jede  gefundene  Auflösung  or,  y 
noch  mit  der  willkürlichen  Zahl  a  mnltiplizirt  werden  kann. 
Ausserdem  ist  es  in  diesem  Falle  kein  Erforderniss  mehr,  dass 
die  Zeigersnmme  m-\'m  aus  den  übereinstimmenden  Gliedern 
von  K  und  üf  paar  sei,  weil  -|-0  =  —  0  zu  achten  ist. 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  es  unter  Um- 
ständen keine  Auflösungen  in  relativ  primen  Zahlen,  gleichwol 
aber  deren  mit  einem  gemeinschaftlichen  Maasse  geben  kann. 

XIII..  Endlich  ist  zu  bemerken,  dass  es  mit  Rücksicht  auf 
möglichste  Ökonomie  der  Rechnung  in  den  meisten  Fällen 
rathsam  ist,  diejenige  Unbekannte  mit  ic  zu  bezeichnen  und 
in  das  erste  Glied  der  aufzulösenden  Gleichung  zu  stellen, 
deren  Quadrat,  mit  dem  numerisch  kleineren  Koeffizienten 
behaftet  ist. 

Anderweile  wichtige  Bemerkungen  für  die  Fälle,  wo  die 
Determinante  D  ein  Quadrat  oder  null  ist,  findet  man  in  §.  107  ff. 
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7ar«-  18ay+10y«  =  7 
Hier  hat  man  a  =  7,  4  =  9,   c  =  — 10  also  Z>  =  J*4'^ 

— ,  wovon  die  Entwicke- 


=  9»+7(-10)  =  ll  lind  K= 


lang  folgende  ist. 

fi 

-2 

-1 

0 

1 

2 
3 

'4 
5 


0 

(1 


9 

-2 
3 
3 
3 
3 


-10 
7 
1 
2 
1 
2 
1 


1 
1 
3 
6 
3 
6 


Jtfn 

0 

1 
1 

2 

7 

44 

139 

878 


1 

0 

1 
1 

4 

25 

79 

499 


Um  nun  die  Grösse  ir'  = 


zu    bilden,    hat    man 


* 

D=\\y  k==^7.    Sacht  man  die  verschiedenen  Reihen  der  dnrdi 
7  theilbaren  Zahlen  von  der  Form  J=sll  —  p'  so  findet  man 


Nimmt  man   erst  K'  = 


kelang 


so  gibt  Dies  die  Entwik- 


n 

-1 

0 

1 

2 
3 


P\ 

2 
-2 
3 
3 
3 
3 


1 
7 
1 
2 
1 
2 
1 


0 

1 

3 
6 
3 
6 


Die  Periode  von  K\  welche  r  =  2  Glieder  besitzt,  stimmt 
mit  der  von  K  überein,  und  zwar  immer  bei  Zeigern  m  und  m', 
deren  Samme  m-f-m'  eine  paare  Zahl  ist^  Die  Kombinationen 
Beider  nach  den  Formeln 

K{2\  (4),  (6),  (8)...  komb.  K' (2) 
if  (2)  komb.  r  (2K  (4),  (6),  (8) . . . 
müssen  also  laater  Aaflösangen  ergeben. 

Um  dieselben  nach  der  Rekursionsformel  des  §.  84  zu  be- 
rechnen, so  hat  man  für  die  ersten  beiden  Kombinationen 
K{2)  komb.  K'  (2)  /f(4)  komb.  K' {2) 

Nu 
1 

0 

1 
1 

4 

^4 
21 


n 

a» 

i»/n 

Nn 

n 

an 

Mn 

-2 

0 

1 

-2 

0 

-1 

1 

0 

-1 

1 

0 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

- 1 

1 

2 

1 

1 

1 

2 

2 

0 

1 

1 

2 

3 

7 

3 

-1 

1 

0 

3 

6 

44 

- 

4 

5 

0 
-1 

..    7 
37 
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also 

jjär=l,  iV=0,  ^=37,   iV=2l 

Der  Werth  von  A  =  iHr.i-}-tlr-i  nach  §.  82  und  84  findet 
sich   aus  der  Periode  von  K  darch  die  Berechnung  von 

Kr.l  =  [öm,    öm+i..  .  .  ^m+r-l]  =  [«J,    ^h]  =  [3,    6],      DieS   gibt 

n  an         iHn  Hn 

-2  0  1 

-1  1  0 

0  3  3  1 

r-l=    1  6  19  6 

Hiernach  ist  A^i:194-1  =  20  und  da  r  =  2  ist;  so  erhält 

man  für  die  Rekursionsformeln  (19)  und  (20)  in  §.  84 

M=2(iM—M  Nr=20N—N 

Jtf=20if  — JM  JV=20JV— iV 

wovon  die  oberen  Formeln  den  Kombinationen 
J!r(2),  (4),  (6) . . .  komb.  K'  (2)  und  die  unteren  den  Kombinationen 
K{2)  kpmb.  K'  (2),  ( 4),  (6) . . .  enUprechen« 

Im  Zusammenhange  hat  man  für  Beidf  folgende  nach  beiden 
Seiten  ins  unendliche  fortlaufende  Reihe  von  Auflösungen 

n  n 

-3334821 

-167160 

-8379 

-420  ■ 

-21 

0 

21 

420 

8379 

167160 

3334821 

D        n 

Jede  zwei  zusammengehörige  Werthe  von  Jf,  N  bilden  eine 
Auflösung  X,  y  der  gegebenen  Gleichung.  Dieselben  ordnen 
sich  von  der  Mitte  heraus  nach  ihrer  numerischen  Grösse^  und 
können  auch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  werden. 

Dm  fernere  Auflösungen  zu  finden,  hat  man  hier,  wo  die 
Periode  von  ÜT  symmetrisch  ist,    auch  den  zweiten  Werth 

YYx 2 

von  K'y  welcher —- —  ist,  zu  entwickeln..  Dies  gibt 

w        P\  Q\       a'n 

-1  1 

0-2  7  0 

12  15 


n 

h 

ilf=s=a? 

-5 

20 

-2707577 

-4 

20 

-135719 

-3 

20 

-6803 

-2 

20 

-341 

-1 

20 

-17 

0 

20 

1 

1 

20 

37 

2 

20 

739 

3 

20 

14743 

4 

20 

294121 

5 

2a 

5867677 

c 


2  3  2  3 

3  3  16 

4  3  2  3 

5  3  1  6 
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BerflfrilM  kann  ebenio  wie  der  vorfaergebeode  Werdi  von 
K'  mit  K  konbioirt  werden.  Dies  gibt  filr  die  erMeo  beiden 
K<HiilHoationen 

K{%)  komb.  K  (2)  K(4)  komh.  K'  (2) 

-2                   Ol  -2                   Ol 

-1                    10  -1                    10 

Olli  Olli 

112          1  112          1 

2        0          11  ^374 

a.5-3-4  364425 

4        0  7  4 

also  5-595 

0  0  11 

M^^^y   iV»-**4  Jr«»«,   Jf=5 

Da  h  denselben  Weith  20  behSlt  und  die  früheren  Re- 

knrsionsformeln  gelten;  so  erhält  man  folgende  neue  Reihe  von 

Auflcisungen  .  n  d 

n        h  M=x  N=y 

-3  20  -27471  -33835 

-2  20  -1377  -1696 

-1  20  -69  -85 

0  20  -3  -4 

1  20  9  5 

2  20  183  104 

3  20  3651  2075 

4  20  72837  41396 

Auch  diese  AuflSsongen  können  mit  entgegengesetzten  Zei- 
chen genommen  werden. 

Ausser  den  gefundenen  beiden  Reihen  von  Auflösungen  und 
den  entgegengesetzten  Wertben  derselben  kann  es  keine  in  re- 
lativ primen  Zahlen  geben.  Auflösungen  mit  gemeinschaftlichem 
Maasse  sind  übrigens  hier  unmöglich,  weil  k=^=7  keinen  qua- 
dratischen Faktor  enthält. 

f.  102.    9eUpM  mM  «oatHeer  Mthi  qmmäruHBeher 

HeverMtetfiile/ 

7a?«  — 18a;y4-10y*  =  3 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  dieselbe  wie  im  vor- 
hergehenden  Beispiele;    es    hat   also   K  den   früheren   Werth 

KIT -1-9 

;p~.    Die  rechte  Seite  aber  ist  Ass3.    Es  sind  also  zur 

Darstellung  von  K'  die  durch  3  theilbaren  Zahlen  J  von  der 
Form  11 — p*  zu  suchen.  Da  es  deren  nicht  gibt;  so  ist  die 
Auflösung  in  relativ  primen  Zahlen  unmöglich.  Da  ft=3 
keinen  quadratischen  Faktor  besitzt;  so  gibt  es  auch  keine  Auf- 
lösungen mit  gemeinschaftlichem  Haasse. 
Wäre  dagegen  die  Gleichung 

7ar*  — 18ay+10y«  =  63 
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gegeben ;  so  gibt  es  zwar  keine  AoflSsangen  in  relalty  primen 
Zablen,  weil  es  keine  dorcb  3,  milhm  auch  keine  dareb  63 
tbeilbare  Zahl  von  der  Form  11 — p'  gibt:  es  sind  jedocb,  weil 
63  =  3* .  7  =  aU'  den  quadratischen  Faktor  3*  enthält,  und  für 
k  =  7  die  Gleichung 

7a?'»  — ISar'y +10y'*  =  7 

alle  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen  Aaflösangen 
besitzt,  Auflösungen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Maasse  a  =  3 
vorbanden.  Die  Letzteren  werden  erhalten,  wenn  man  die  Auf- 
lösungen aus  §.  101  mit  3  multiplizirt. 

§.  103.    meU§M  mM  pmMhfer  MieM  f««4r«llMter 


—  3  a?*  — 8ay  +  7y*  =  — 3 
Hier  ist  a  =  —  3,   6  =  4,  •  c  =  —  7  also  D  =  t*-}-öc 

=  4«  +  (-  3)  (—7)  =  37  und  K=    ^^"j"^    Dies  gibt  die  Ent- 

— —  a 

Wickelung 

n      Pn      Qu  a.        Mn      iV. 

-2  Ol 

-1-7  10 

0        4-3-4  -4          1 

18           9  1-^1 

2       14  1-72 

/3        3           7  1          -10         3 

4       4            3  3          -37        11 

,5        5           4  2          -84       25 

f^a       3           7  1        -121        36 

7       4           3  3        -447      133 

1,8       5            4  2      -1015      302 

Da  in  dieser  Entwickelung  unter  den  Grössen  (— 1)*^b  der 
Werth  von  k  =  —  3,  nämlich  bei  dem  Zeiger  0  und  ausserdem 
in  den  Perioden  bei  den  Zeigern  7,  13,  19  .  .  .  vorkommt;  so 
liefert  Dies  sofort  schon  die  Auflösungen 

ar=l,  —121  .  .  . 
y=0,         36  .  .  . 

Wir  können  jedoch  diese  Auflösungen  ganz  ausser  Acht 
lassen,  da  sich  dieselben  bei  den  Kombinationen  von  K  und  K' 
wiederholen  müssen. 

Jetzt  sind;  da  k  ==  —  3  ist,  die  Reihen  der  durch  3 
theilbaren  Zahlen  J  von  der  Form  37  —  n*  aufzusuchen.  Es 
finden  sich  deren   zwei",  für  welche  p  =  ^i  ist.     Nimmt  nMin 

erst  den  Werth  p=i;  so  hat  man  £"'  = -I-~>  also 

—  o 
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fl 

F„ 

P'. 

r 

a  B 

-l 

-12 

y 

0 

1 

-3 

-3 

1 

8 

9 

1 

% 

1 

4 

l 

(^ 

3 

7 

1 

^ 

4 

3 

3 

^5 

5 

4 

2 

6 

3 

7 

1 

1 

^3 

2 

-7 

3 

0 

-3 

4 

-1 

-4 

5 

-1 

1 

-447 

13» 

-iai5  . 

302 

0 

-447 

139 

-1 

-568 

169 

-1 

121 

-36 

Die  dreigliedrige  Periode  von  K'  stimmt  mit  der  von  K 
ttberein,  und  da  dlesolfoe^  eine  unpaare  Gliederzahi  besitzt;  so 
shid  jedenfalls  Anflösongen  vjorlianden.  Man  hat  hier  jedoch 
aus  bekannten  Gründen^  damit  m-j-m^  paar  sei,  die  Periode 
von  doppelter  Lfinge,  also  r  =  6  zu  netimen,  was  del*  Periode 
der  Grössen  (— l)*ft  entspricht« 

Hiernach. kann  niail  in  folgand^r  Wtise  kosphiiMren: 
*^(3),  (9),  (lÄK  (^i)--.  tomi.  K'  (3) 
«(3)  komb.  /r'(3),  (9),  (15),  (21)... 

Mit  Bezog  auf  die  schon  in  der  Entwicfceking  von  K  he- 
feahneteo  ZMiler  and  Nenner  der  NMberongsbfilche  bat  man  für 
die  dfilin  heiden  Kombiiiaiioiien 

Jir(3)  kamh.  K'  (3)  AT  (9)  kamh.  ff  (3) 

1  7 

2  8 
1  9 
1  10 
»11 

also  Jtf  =  1 ,  JV=  0  J¥=121,  JV=  — 36 

Zur  Berechnung  von  A=ill|^i  ^''IWi  ansKr-i  =[\,  3,2, 1, 3,2J 
hat  man 

n  Üu  iHn  Ha 

-2  Ol 

-110 

01  1  1 
13              4          3 

2  2  9  7 

3  1  13  10 

4  3  48  37 
r— 1  =  5  2  109  84 

also  A=  109 -(-37  =  146  und  mithin 

Jf=  iA6  M-M  JV=  146  N—  N 

n  B+t  B+t  B  B+l         B+« 

Jlf=146  Mr-M  iV==146  lV-^ 

Im  Zusammenhange  ergeben  diese  beiden  Rekursionsformeln 
folgende  Reihe  von  Auflösungen 

Sckeffler'«  nabctUaiBte  ABalytik.  1  8 
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n  h  M=^x  Ns=^y 

-2  146  3649  5256 

-1  146  25  36 

0  146  1  0 

1  146  121  -36 

2  146  17765  -5256 

iHrelche  auch  noch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen 
werden  können. 

Da  die  Periode  des  vorstehenden  Wertbes  von  K'  für 
p==4'^  ^^^^^  symmetrisch  ist;  so  kann,  nacfade9i  dieser  Werth 
von  K*  als  ein  zulässiger  befunden  worden,  lifir  Werth  von  JT 
f'fix  p'ssz^i  kein  brauchbarer  sein* 

Auflösungen  mit  gemein«chaftlicbf)m  Maasse  ^ind  hier  nicht 
möglich,  da  h  =  —  Z  keinen  qaadriatisclien  Faktor  enthält. 

$.  104.    mekfM  mU  pmMkfer  nUM  quttärmiUek^ 

Acf  crffiifsaiif  f  ^ 

a?*  — 3^  — 2y«  =  4 
'   Da  hier  der  Koeffizient  des  in  cptf  multipUzirltt]  Gliedes 
oine  ttnpaare  Zahl  ist;  so  muss  die  Glüncbang,  elie  sie  woiftef 
behandelt  werden  kann,   mit  Z  mnttiplifeiri  werden«     9ies  gibt 
die  Glejcl|uqg 

^a?*— -ßary  —  4y*=*8. 
Hierin  istii=2,J=3,c=4,  also  ö=*=J*-f«c=3*+2. 4=17 

1/4  1»     l     O 

und  jfs 


2 

. 

Dies  gibt 

h 

Pn 

Qn 

Ou 

*». 

Nu 

-2 

0 

1 

-1 

4 

1 

0 

fo 

3 

2 

3 

3 

1 

1 

3 

4 

1 

4 

1 

L2 

1 

4 

1 

7 

2 

/3 

3 

2 

3 

25 

7 

4 

3 

4 

1 

32 

9 

[5 

1 

4 

1 

57 

16 

Jetzt  sind  die  Reihen  der  durch  k  =  S  theilbaren  Zahlen 
J  von  der  Form  17 — p*  aofzusuche».  Eß  gibt  deren  vier,  för 
welche  man  />  =  i:  ^>  db^  ^^t.     Der  erste  Werth  voji  S'  ist 

VTf+i 

also  = g-* —  und  gibt  die  Entwickelung 


n 

P\ 

P:.. 

1 

-1 

2 

0 

1 

8 

0 

1 

-1 

2 

1 

2 

3 

4 

1 

3 

1 

4 

i 

/4 

3 

2 

3 

1^ 

3 

4 

1 

U 

1 

4 

*    1 
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Die  dreigliedrige  Periode  von  K'  slimmt  mit  d«r  von  K 
tiberein.  Da  dieselbe  eine  unpaare  Gliederzahl  besitzt;  so  ist 
sjfi  lioppelt,  also  r=6  zu  nehmen^  und  man  kann  folgender- 
maftSflon  kombiniren: 

I^  (0),  (6),  (12),  (18)...  komh.  K'  (4) 
Jf  (0)  hmb,  K'  (4),  (10),  (16),  (22).  . . 
Zunächst  hat  man  für  die  ersten  beiden  Kombinationen 
K  (0)  komh,  K'  (4)  K  (6)  komb,  K'  (4) 

n      fln       M^      Nn  n      a^      Jtfn       iV« 

-2  Ol  4  32  9 

-1  10  5  57        16 

0  a         0  1  6  0        32  9 

1  -1  1  -l  7  -1  25  7 
2-1-1  2  8-172 
3-12-3                  9        -1         18          5 

also  M=2y  iV=  — 3  Mr=18,  iV=5 

Der  Werlh  von  A  =i  iHr.i -f- llr-j  ergibt  sich  aus 

n        au        iVin        Hn 

-2  Ol 

-110 

0  3  3  1 

114  1 

2  1  7  2 

a         3  25  7 

4  1  32  .9 

r  — 1  =  5  1  57  16 

und  man  bat  A  =  57  +  9=i=66. 

Hieraqs  ergibt  sich  folgende  Reihe  von  Auflösungen. 

n  n 

n        h    M=x    N=y 

-1  66  114  -203 

0  66  2  -3 

1  66  18  5 

2  66  1186  333 

Da  die  Entwiekelang  von  K'  eine  symmelHscbe  dreiglie^ 
derige  Periode  enthält  (welche  bei  dem  Zeiger  2  beginnt)  so  ist 
ausser  dem  vorstehenden  Werthe  von  K'  Ctir  p  =  i  auch  noch 

der  zweite  Werlh  von  ÜT'  Wr  pr2=—  1,  also  der  Werth  — 

8 

zu  betrachten.     Man  findet,  dass  dieser  Werth  in  der  That  eine 

neue  Reihe  von  Auflösungen  liefert. 

Was  dre  übrigen  beiden  Werthe  von  K'  betrifft,  welche  in 

1/77 -f-3 
der  Form q^"^^^-^  enthalten  sind;  so  findet  man,  dass  deren 

8 

Periode  nicht  mit  der  von  K  übereinstimfQt.    Aus  diesen  Wer- 
then  von  K'  ergeben  sich  ako  keine  weiteren  Auflösungen. 

Dagegen  kann  man  hier,  wo  A=c8=s:2*.2  ist,  nach.  Auf- 
lösungen   mit    dem    gemeinschaftlichen    Maasso   n^r^i   fragen. 

18' 
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Behandelt  man  demzofoige  die  Gleichung 

2ar'«  — 6:rV— 4y'»  =  2 
so  sind  die  Reihen  der  durch  2  Iheiibaren  Zahlen  von  der  Foros 
17 — p*  za  suchen.     Die  zwei  für  p=^-^^   nch  ergebenden 
koojugirten  Reihen  sind  identisch;  man  hat  es  also  nur  mit  ei- 
ner einzigen,  und  demnach  anch  nur  mit  dem  einzigen  Werthe 


K' =^ 2^  ***  thun.    Derselbe  ergibt 

n        Fu        Q'n        a 

-1  8 

0  12  2 

1  3  4  1 

2  14  1 

3  3  2  3 

4  3  4  1 


i 


,5141 

Diese  Periode  von  K*  stimmt  mit  der  von  K  überein.    Man 

thut  jedoch  jetzt  besser,  die  Perioden  von  K  und  K'  von  den 

Zeigern- m=:l^  in'  =  l  an  zu  rechnen,  indem  Dies  offenbar  die 

leichteste  Rechnung  ergibt.    Demzufolge  lann  man  kombiniren: 

ür(l),  (7),  (13),  (19) . . .  homh.  K'  (1) 

K(i)  komb.  K'  (1),  (7),  (13),  (19) . . . 

Nun  hat  man  für  die  ersten  beiden  Kombinationen 
Jir(l)  honA.  K'  (1)  K{l)h<mh.  K'  (1) 

*        n      üu      Mu      Nu  n      an      M^      Nn. 

-2  0          1  4  32  9 

-l  10  5  57  16 

0        3  3          1  6  3       203  57 

10  10  7  0          57  16 

also  iwf=l,   JV=0  ir=57,  j!V=16 

Multiplizirt  man  diese  beiden  speziellen  Auflösungen  für  o?',  y ' 
mit  2;  so  erhält  man  sofort  die  beiden  korrespondirenden  Auf- 
lösungen für  0?,  3^  welche  also  sind 

Jtf=2,  jY=0  JM^=114,  JV=32 

Um  dieselben  der  Rekursionsformel  in  §.  84  unterzulegen, 
hat  man  zur  Berechnung  von  &=inr-i -j-tlr-s 

n  an  iHn  n. 
-2  Ol 

-1  10 

Olli 

112  1 

2  3           7  4 

3  19  5 

4  1            16  9 
^  —  1  =  5           3           57  32 

also  A&s57*-|'9s66.     Hiernach  erhält  «an  folgende  Reihe 
von  Auflösungen 


§.  iOS.    BäipieL  277 


n 

h 

M—x 

N-y 

-2 

66 

1186 

-2112 

-1 

66 

18 

-32 

0 

66 

2 

0 

1 

66 

114 

32 

2 

66 

7522 

2112 

welche  noch  mit  entgegengesetzten  Zeichen   genommen  werden 
kann. 

S-  105.    BeUpiei  mM  poHUver  mehi  ^maäratUeher 

5^7*  — 2a?y  — 2y*=l 
Hierisla=:5,  6=1,  c=2,  also i/=6'+ac  =  l +5.2  =  11 

1/  4*       I      I 

und  K= 


r  -  -   1 

2 

* 

Dies 

gibt 

n 

Pu 

Qn 

An 

Ma 

iV.. 

-2 

0 

1 

-1 

2 

1 

0 

e 

i 
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0 

0 

1 

1 

-1 

2 

1 

1 

1 

r2 

3 

1 

6 

6 

7 

3 

2 

3 

19 

22 

f4 

3 

1 

6 

120 

139 

15 

3 

2 

3 

379 

439 

Da  hier  ft=l  ist;    so   gibt  es  nur  Eine  Reihe  der  durch 
1   theilbaren  Zahlen  von  der  Form  11 — p^,   nämlich  diejenige 

symmetrische,  für  welche  p=0  ist.    Dies  gibt  K  = r-* — , 

also 


n 

P' 

(?'o 

a 

-1 

11 

0 

0 

1 

3 

1 

3 

2 

.  3 

f^ 

3 

1 

6 

u 

3 

2 

3 

Die  Periode  von  K'  stimmt  mit  der  von  K  so  überein,  dass 
man  die  Kombinationen 

if  (2),  (4),  (6),  (8) . . .  komb.  K'  (2) 
K  (2)  homb.  K'  (2),  (4),  (6),  (8) . . . 
bilden  kann.   Nun  hat  man  für  die  ersten  beiden  Kombinationen 
^"(2)  homb.  K'  (2)   •  Jir(4)  komb.  K'  (2) 


n 

00 

Mn 

iVo 

-2 

0 

1 

-1 

1 

.0 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

0 

0 

1 

3 

-3 

1 

-2 

also  M=  1 ,  N=  —  2 


n       00 

2 

3 

4  0 

5  -3 

Jlfo     iVo 

6     7 

19    22 

6     7 

1     1 

itf=l, 

N=\' 
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Der  Werlh  von  Ä  =  iHr-i+ttr-i  findet  sich  durch 

n         an         iH„         tln 

-2  0  1 

-1  1  0 

0  6  6  1 

r— 1  =  1  3  19  3 

und  ist  Ä=19-|-l=^ö«     Dies  gibt  folgende  Reihe  von  Auf- 
lösungen D  n 

n  h  M=x  N  =  y 

-3  20  7561  -16319 

-2  20  379  -818 

-1  20  19  -41 

0  20  1  -2 

1  20  1  1 

2  20  19  22 

3  20  379  439 

4  20  7561  8758 

Ausser   diesen  uhd    den    direkt  entgegengesetzten  gibt   es 
keine  Auflösungen. 

$.  106.    BtttiNel  mM  p^HHter  nUM  4bia«r«#i«efter 

Determinante  : 

Hier  ist  fl=*=:5,  i  =  0,  c=3,  also  Z>=i*-[-ae=5  .3  =  15 

Und  K^=t r-i — ,   tnithm 

5 

n  Po  Qu  öu  Mn  Nn 

-^  0  l 

-1  3  10 

0          0  5  0  Ol 

10  3  1  11 

3  2  3  3             4 

3  3  2  7             9 

3  2  3  24           31 

3  3  2  55           71 

Es  gibt   nur   Eine   symmetrische   Reihe  der   durch   k^=3 

theilbaren   Zahlen  /  von  der  Form  15--^p«,  für  weiche  p  =  0 

ist.    Dies  gibt  r  =  y^-^^ 

n        P'n  Q\k  a'n 

-1  .5                          '         ..       . 

0         0  .3  1 

[^13  2  3 

1^2  •         3  3  2 

Die  zweigliedrige  Periode  von  K'  stimmt  zwar  mit  der  von 
K  nberein,  aber  immer  bei  Zeigern,  für  welche  die  Summe 
m-j-m'  eine  un paare  Zahl  ist.  Hieraus  folgt,  dass  die  Kom- 
binationen zwischen  K  und  K\  wie  z.  R.  K(2)  komb.  K'  (1),. 
zu  keinen  Auflösungen  führen  können.  Die  Aufgabe  ist  also 
unmöglich. 
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d»lftge»  die  Oteiekaag 

5«»  — 3y'  =  — 3 
gegeben;    so  gäbe  es  für  K'  auch  nar  einen  einzigen  Werth 


—  3 

n  Pb        ft  fl„ 

-1  -5 

0  0-3-2 

16  7  1 

2  12  2 

3  3  3  2 
r4  3  2  3 
1^5  3            3  2 

Die  Periode  von  K'  stinunt  jet2t  so  mit  der  von  K  überein, 
dass  die  Zeigersumme  m-f-m'  paar  ist,  also  Auflösungen  zu 
erwarten  sind.    Man  kann  kombiDireii: 

X(2),  (4),  (6),  (8) . . .  komb.  K'  (4) 
K{2)  hmb.  r  (4),  (6),  (8),  (10) ... 
Für  die  ersten  beiden  Kombinationen  hat  man 

«^(2)  komb.  K'  (4)  üf  (4)  komb.  K'  (4)      . 

-2  Ol  -2  0  1 

-I  10  -1  10 

0001  0001 

1111  tili 

2001  2334 

3-2  1-1  3        2         7  9 

4-2-2       3  4        0         3         4 

5-1  3-4  5-2  1  1 

6-212 
7-1  0-1 

also  Jtf=3,  iV=— 4  Jtf=0,  iV=-^l 

Zur  Bestminung  von  h  =» £Sit^i  *^Xit^9  hat  man 

n  Qa  i&ii  Hb 

-2  Ol 

-1  10 

0  3  3  1 

r  — 1  =  1  2  7  2 

also  A  =  7  -f-  1  sss  8 ,  «nd  Dies  ergibt  folgende  Reihe  von  Auf- 
lösungen 

n  n 

n        h  M=x      N=u 

-3    8  1488    -1921 

-2    8  189     -244 

-18  24      -31 

0    8  '     3      -4 

18  0-1 

2  8  -3-4 

3  8  -24      -31 

4  8  -189.    -244 

5  8  -.1488    -1921 
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welche  auch  ^  noch  mit  entgetgengesdUtaft  Zmheif  geoemmen 
werden  können. 

J.  107.    Bei9piei  mdi  qfluitdratUeher  Helerflwttiinle** 

Hier  ist  a=  5, 6= --_4,  c«=  4,  also  2>=^i'+flc=(— 4)»+5 . 4 
=  36  =  6'  and  K=l — _ .    Die  Enlwickelung  hiervon  ist 

n  Pn  Qn  ön  *n  Nn 

-2  Ol 

-1  4  10 

0-45001 
14  4  2  1  2 

2  4  5  2  2  5 

3  6  0 

Da  der  vorletzte  Wcrtb  von  Qy  nätailich  Qi  =  h,  positiv  und 

<iVni  ist;   so  liegt  ein   Schinss  in   kleinsten  positiven 
Zahlen  vor. 

Nun  sind . die  Reiben  der  durch  k=i  theilbaren  Zahlen  J 
von  der  Form   36-— p'  zu   suchen.     Es  gibt   deren   zwei  für 

p  =  il.   Für  den  ersten  Werth  p  =  X  hat  man  K'  ==i^ —    ' 

also 

n       P'n  Q\       a\ 

-1  7 

01  5 
14  4  1 

2  4  5  2 

3  6  0  2 

Dies  ist  ebenfalls  ein  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen, 
welcher  mit  dem  von  K  so  öbereinstiromt,  da^s  die  Zeigersumme 
m-j-m'  paar  ist.    Demnach  erhIlU  man  durch  die  Kombination 

K(\)  komb.  K'  (1) 
n        an        Mn        iVn 

-2  0  1 

-1  10 

0  0  0  1 

-1  0  1  •© 

die  Auflösung 

x=\,   y5«0 

welche  auch   mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  werden 

kann. 

Der  zweite  Werlh  von  K\  nämlich  — -^ gibt 

n  Pn  Qn  ön 

-1  7 

0        -1.        5  1 

i  6  O 


Hd 

J»f„ 

iV„ 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

2 

1 

2 

2 

2. 

5 

0 

1 

2 
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•  DMs  Ut  dMifalb  «in  mit  dev  vdn  K  lUlMretiisttninender 
Scbhiss  Hl  kleinsteo  positiven  Zahlen,  für  welchen  die  Zeiger- 
Mmne  «i*f-in'  paar  ist.    Demnach  führt  die  Kombioaftion 

J!r(3)  kotnb.  K'  (1) 
n 

-2 

-1 

0 

1 

2 
3 

ZU  der  zweiten  Auflösang 

Ä?  =  l,  y  =  2 
welche  ebenfalls  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  wer- 
den kann. 

Da  ft==5  keinen  quadratischen  Faktor  besitzt;  so  kann  es 
Auflösungen  mit  gemeinschaftlichem  Maasse  nicht  geben,  und 
die  vorhin  gefundenen  ^ind  die  einzig  möglichen. 

J.  108.    MMtffM  mM  ^unäraUMeher  J^eierwUmmUes 

5a?*  +  8ary  — 4y*=0 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  stimmt  mit  der  im  vorher- 
gehenden Paragraphen   betrachteten  tiberein.     Indem   wir   uns 
also  auf  den  Anfang  der  dortigen  Entwickelung  beziehen,  haben 

wir  Ä  = . 

5 

Die  rechte  Seite  k  der  gegenwärtigen  Gleichung  ist  =  0. 
Dies  veranlasst  uns  zuvörderst  zu  einer  allgemeinen  Bemerkung 
Ober  die  Gleichung 

ax*  —  Zbxy  —  cy*  =  6. 

Es  ist  klar,  dass  eine  solche  Gleichung,  wenn  die  Deter- 
minante D  =  6«-|-ff^  positiv  und  kein  Quadrat,  oder  wenn 
sie  negativ  ist,  in  relativ  primen  Zahlen  unlösbar  ist,  in- 
dem unter  solchen  Umständen  der  Werth  0  in  der  Reihe  der 
bei  den  Kettenbruchsentwickelungen  auftretenden  Grössen  Q 
niemals  erscheinen  kann. 

Wol  aber  ist  jene  Gleichung  in  relativ  primen  Zahlen 
d^nn  stets  lösbar,  wenn  die  Determinante  ein  Quadrat  ist. 

Dagegen  hat  j^ne  Gleichung  in  dem  zuerst  genannten  Falle 
stets  Eine,  aber  auch  nur  Eine  Auflösung  mit  gemein- 
schaftlichem Maasse  null.  Dieselbe  ist  07  =  0,  y  =  0  und 
ergibt  sich  im  Sinne  unserer  Methode,  wenn  man  die  rechte 
Seite  der.g^ebenen  Gleichung  als  mit  de«  quadratischen  Fak- 
tor 0*  und  irgend  einem  anderen  w  behaftet  ansieht,  oder 
/f=s:Os=:0*tr  setzt.  Nun  ist  Uar,  dass  es  für  w  Werthe  geben 
musB,  bei  weldien  die  Gleichung  aar'*  —  Zbx'y'  ^cy'^^w  lös* 
bar  wird.    Wdefa^  aber  auch  diese  Anflösungen  Xj  y   seien» 
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immerifird  d? as 0 . ^' SS 0  «nd  yssO.y'ssOaife.  Däehte  man 
sich  k  als  am  einem  beliebigOD  gaadmlischen  Fakter  v'  und  0 
bestdbend,  also  ftasOtsstey'.O;  so  würde  die  Abfeadeniiif  ¥0« 
w*  die  ursprüngliche,  in  relativ  primen  Zahlen  unlösbare  Glei- 
chung wiedererzeugen.  Es  kann  also  ausser  der  Auflösung 
w  =  Of  y  =  0  keine  andere  Auflösung  mit  gemeinschaftliöbem 
Maasse  gobon. 

Wol  aber  gibt  es,  wenn  die  I>eterminante  ein  Quadrat 
ist;  stets  noch  Auflösungen  mit  gemeinschaftlichem  Maasse.  Um 
dieselben  darzustellen,  denkt  man  sich  k=0  =  w* ,0  gesetzt. 
Alle  Auflösungen  der  gegebenen  Gleichung  sind  offenbar  auch 
Auflösungen  der  durch  Absonderung  von  w*  entstehenden  Glei- 
chung Äär'*  —  2bx'y  —  cy*  ==  0.  Multiplizirt  man  nun  eine  jede 
mit  w;  so  ergeben  sich  die  neuen  Auflösungen  in  der  t'orm 
iP  =  wx\  y  =  wy\  Man  kann  also  jede  Auflösung  in  relativ 
primen  Zahlen,,  deren  Anzahl  stets  endlich  sein  wird,  mit  einer 
willkürlichen  ganzen  Zahl  w  multipliziren.  Hierdurch 
ergeben  aich  etne  iroeBd liehe  Menge  Anfldsoei^an  mk  gemein- 
schaftlichem Maasse. 

Setzen  wir  nun  die  Auflösui^  der  oben  gegebenen  speziellen 
Gleichung  fort;  so  sind  die  Reiben  der  durch  k^Ö  theilba- 
ren  Zahlea  J  von  der  Fprm  36 — p*  za  suchen..  Für  diesen 
Werth  von  k  kommen  nur  die  beiden  Werthe  |i  =3  -Jr  6  in  Be- 

tracht.    Man  hat  also  zunächst  Jir'= ft~* 

Nach  §.  91  weiss  man,  dass  die  Entwickelung  dieses  Aus- 
druckes mit  dem  ersten  Zeiger  schon  geschlossea  ist^  und  dass 
für , die  Grösse  ^'.1 ,  welche  hier  durch  Nichts  näher  bestimmt  ist, 
wpil  es  immer  nur  auf  einen  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen 
ankommt^  nach  und  nach  die  sieben  Werthe  0^  1,  2,  3»  4,  5,  6 
zu. setzen  sind.  Hiervon  ist  es  jedoch  nur  die  Zahl  5,  welche 
den  Schiuss  von  K'  mit  dem  von  K  in  Übereinstimmung  zu 
bringen  vern^ag.    Man  hat  also 

n        P  ^        Qu        ö  it  . 

-1  5 

0  6  0 

In  der  Kombination  K  (3)  komh.  ST  (0)  ist  zwar  die  Zei- 
gersumme m-f-m'  =  3-}-0  =  3  ndpaar;  Dies  ist  jedodi  für 
k  =  Q  vollkommen  erlaubt.  Da  üffS)  komh.  K'  (0)  =  Ä^(3)  ist; 
so  liefert  Dies  die  Auflösung  x=^m^  =  2y  y  =  JV8  =  5, 

Der  zweite  Werth  von  K'  ist  iLiirii.    Auch  für  diesen 

ist  0*.t  völlig  unbestimml,  nnd  demzufolge  nadb  §.  dl  sukzes- 
sive 3S  0,  1,  2,  3;  4,  5,  6  anzund^nfeii.  HiernnlBr  ontflif  uolhr* 
wieedig  Ein,  aber  auch  aar  £i«  Wertib  sein^  weMier  dejl  SehHise 
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von  K'  in  kleinsten  positiven  Zahlen  mit  dem  von  K  in  Über- 
einstimmung bringt.  Man  fio4e(,  dass  Dies  der  Weith  ^.i  =  5 
ist,  indem  man  dafür 


ft 

Fn 

Q\ 

r 

a 

-1 

5 

0 

-6 

0 

0 

1 

6 

5 

2 

2 

4 

4 

2 

3 

4 

.  5 

2 

4 

6 

0 

h4^.    Bildet  «laa  hieraach  ür(i)  kenA.K'  (2);  so  kouiat 

It  «„  Jtfn  JVn 

-2  0  1 

•1  10- 

0  0  0  1 

10  10 

2-2-2  1 

also  die  zweite  Annösnog  ^  =  -«.2,  y=sl. 

Ausser  diesen  beiden  Auflösungen  in  relativ  primen  Zahlen 
bat  man  unendlich  viele  mit  gemeinschaftlichem  Maasse,  Alle 
diese  und  jene  sind  in  den  Formeln 

J.  =  2w^=...—    6,—    4,-2,0,2,     4,     6... 

y=5M?=...  — 15,  —10,  ~5,  0,  5,  10,  15.., 

und 

a?=  — 2tt?  =  .,.      6,        4,        2,  0,  — 2,  — 4,  — 6... 

y=         «?  =  ...  — 3,  —2,  — 1,  0,        1,        2,  '     3.., 
enthalten. 

S*  109.    Bti^rUl  mit  ^ßm4raH$elkmr  Jl^termmumte : 

djr»-^2a4rf+ny=— 8 

Hier  ist  ««=9,  *«=10,  <?=^1!,   also  D  =  b^-\-ac 

=  10«  +  9  (— 11)  =1   und  ir= 

n  Pn  Qu 

-2 

-1  -11 

0  10  9 

1  -1  Ö 

2  1  I 

3  10 

In  dieser  Entwiekelung  stösst  man  bei   dem  Zeiger  1  auf 

vT—  1 

den  Aufdruck  xi  =      »■    .  «  ^  wiekher  nach  §,  87  in  Vorstelum-« 

der  Weise  weiterentwickelt  und  zum  Schlüsse  geführt  wird. 
Der  sich  ergebende  Schlnss  ist  offenbar  Einer  in  kleinsten  po- 
sitiven Zahlen. 

Jetst  sind  die  Reihen  der  durch  k=  —  S  theilbaren  Zahlen 
vM  der  Form  1  —  p*  aufznsnchen.  Es  gibt  deren  vier  resp. 
farpf=±l,+3. 


r 

1.       1       *  vr 

9 

folglich 

«n 

Mn 

Nn 

0 

1 

1 

0 

1 

1 

1 

4 

5 

4 

2 

11 

9 
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Der  onsCe  Warth  für  K'  isl  «bo  »»-■_!■  aad  ergibt 

I»        P'u        Q\        an 

-1  0 

0         1  -8  -i 

17  6  1 

2-1  0  3 

3  1  0 

Dieser  Schluss,  welcher  Einer  in  kleinsten  positiven  Zahlen 
ist,  stiffimt  mit  dem  von  K  nicht  Uberein,  weshalb  die  Kombi- 
nation K  mit  diesem  K'  zu  keiner  Auflösong  fuhrt. 

Der  zweite  Werlh  i-i-=-l  von  IC  ist  nach  §.  91  zu  ent- 

—  o 

wickeln,    indem    man    beachtet^    dass   hierin   der  Werth   von 

ß'-i^= 5— ^^0  vollkommen  bestimmt  ist.     Dies  gibt 

n        P\       Q\        an 
-1  0 

0-1-8  0 

1  1  0 

Der  Schluss  dieser  Entwickelung  ist  keiner  in  kleinsten 
positiven  Zahlen.  Um  einen  solchen  zu  erhalten,  hat  man  nach 
§.  90  zu  verfahren^  also  mit  2.1=2  in  ^'o=  — 8  zu  divi- 
diren.      Dies    gibt    statt    der    dortigen    Formel    (1)    oder    (2) 

—  8«2.1.(-4)-f0    also  J|r«0 

Da  in  dem  hierdurch  zu  erzeugenden  Schlüsse  A  =  0  der 
Werth  des  vorletzten  Q  sein  wird;  so  erhellet^  dass  dieser  Sehluss 
nicht  mit  dem  von  K  übereinstimmen,  also  ebenfalls  keine  Auf- 
lösung liefern  wird. 

Der  dritte  Werth  von  K'  ist  - — ~~  und  gibt 


Uli      Y« 

JU     M*.         1 

8       * 

fl 

P-a 

(Tu        a\ 

-1 

1 

0 

3 

-8          -1 

1 

5 

3             2 

2 

1 

0 

Diese  Entwickelung  von  K'  hat  keineii  Schluss  in  kleinsten 
positiven  Zahlen.  Um  einen  solchen  zu  erzeugen,  hat  man  statt 
der  Gl.  (l)  in  §.  90 

p,  =  3  =  2.1.f-f-l    also  Ä=i 

Da  hiernach  tö  =  1  ist;  so  hat  man  die  voratebende 
Entwickelung  von  K'  in  der  Wei^e  fortzusetzen,  dass  man 
ä'i=  — t£?=--  1  und  a  «  =  0  nimmt.  Dies  gibt  im  Z«saimnea-r 
hange  nach  §.  88 


% 

§.  109. 

Bm$fiel. 

II 

P\ 

Qu        a\ 

X 

1 

0 

3 

-8           -1 

1 

5 

3             2 

2 

1 

0           -1 

3 

-1 

1             0 

4 

1 

0 

ass 


Dieser  Schlags  von  K'  stimmt  zwar  mit  dem  von  K  iiberein; 
die  Zeigersumme  m-^-m  ist  aber  3-4-4  =  7,  also  eine  un- 
paare  Zahl:  mithin  lässt  sich  dieser  Werth  von  K'  in  der 
vorstehenden  Entwickelnng  nicht  mit  K  behnf  Erzielung  einer 
Auflösung  kombiniren.  Da  aber  der  vorletzte  Werth  der  Grösse 
Q  im  Schlüsse  dieser  Entwickelung  ^„.i  ==  ^,  =  1  ein  Vielfaches 

von  |/^2>==:yT  ist;  so  weiss  man  aus  §.  90 ^  dass  derselbe 
Schluss  in  einem  Abstände  von  drei  Gliedern  nochmals  repro- 
duzirt  werden  kann,  indem  man  nach  der  dortigen  Gl.  (2) 

ß,=  l^2.1,l  —  l    alsoÄ=l 
und   alsdann,   da   irs»:^    ist,    nach   der   dortigen   Formel   (4) 
«4,  üi,  Atas  — 2,  1,  —1  ninnt.    Dies  gibt  nach  $.  88  im  Zu- 


sammenhange. 

n  . 

P\ 

Q. 

a'n 

-1. 

• 

1 

•                                                         , 

0 

3 

-8 

-1 

1 

5 

3 

2 

2 

1 

0 

-1 

3 

-1 

1 

0 

4 

1 

0 

-2 

5 

-1 

-3 

1 

« 

-2 

1 

-1 

7 

1 

e 

Jetzt  kann  man  die  Kombination  K  (3)  koml.  K'  (7) ,  fiir 

wekhe  aodi  die  Zeigemumme 

3  +  7  = 

1 0  eine  paare  Zahl  ist, 

Msfifek^en.    Die«  gibt 

n 

a. 

J»f. 

N. 

1 

5 

4 

2 

11 

9 

3 

0 

5 

4 

4 

1 

16 

13 

5 

-1 

-11 

-9 

6 

2 

S 

^ 

7 

0 

-11 

-9 

8 

1 

-17 

-14 

9 

-2 

23 

19 

also  a?=a:23,  y  =  l9. 

:    • 

' 

. 

VI 

—  3 

Der  vierte  Werth  ' 

von  K 

ist  -?-=- 

-7: — .    Die  EntwickdkuHl 

desselben   führt  bei  dem   Zeiger  2  zu  demselben  Schlüsse  wie 

die  ursprüngliche  Cntwickelung  von  -^ — -^  bei  dem  Zeiger  4. 

1    -'^  p 
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Man  hat  also  auch  hier  denselben   Schlus»  in  einem  Abstände 
von  drei  Gliedern  noeboials  zu  reprodnziren.     Dies  gibt 


n 

P\ 

Q\ 

-1 

1 

0 

-3 

-8 

0 

1 

3 

•    1 

4 

2 

1 

0 

-2 

3 

-1 

-3 

1 

■ 

4 

-2 

1 

-1 

5 

1 

0 

. 

Kombinirt  man  jetzt  £^(3) 

Jiomb. 

K'  (5); 

SO  kommt 

n 

a» 

M^ 

JV, 

• 

1 

5 

4 

a 

11 

9 

3 

0 

5 

4 

1                        ■ 

4 

1 

16 

13 

5 

^1 

-11 

-9 

6 

2 

-6  ' 

-5 

7 

-4 

13 

11 

also  :rssl3,  jrs=ll.  Diese  oad  die  vorhergehende  Aollösung, 
vi^elches  die  einxtgen  in  relativ  priaMn  Zahlen  sind»  klkmen  neck 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  werden. 

Es  sind  nun  noch,  da  &:=  — 8s=2*( — 2)  den  quadrati- 
schen Faktor  2*  besitzt,  die  etwaigen  Auflösungen  mit  dem  ge- 
meinschaftlichen Maasse  2  zu  untersuchen.  Zu  diesem  Ende 
hat  man  für  ft' =  —  2  die  durch  2  theilbasen  Zahlenreihen  von 
der  Form  1  — p'  zu  untersuchen.  Es  gibt  deren  Eine  für  j^  =  1, 
^  indem  die  andere  für  p^=^ — 1  mit  jenet  identisch  ist.  Es 
findet  sich  jedoch^  dass  in  dem  Schlüsse  ig  kleinsten  positiven 

vT  4-1 

Zahlen  voi>  K'  =5 j—  d^s  vorletzte  Q  den  Werth  0  finnimmt, 

dass  also  dieser  Schluss  mit  dem  von  K  nicht  UbereiiiatiiBtBt. 

Demnach  hat  die  gegebene  Gleichung  keine  AuilüBWigaii 
mit  einem  gemeinschaftlichen  Maasse. 

$.  HO.    JUelaplei  mU  f^a^rmtt^eher  JDeiermtkumie : 

9a?*  — 2airy-flly*  =  0. 
Die  linke  Seite  dieser  Gleichung,  also  auch  die  Entwicke- 

VT+tO 
lung  von  K= ~-- —  stimmt  mit  der  im  vorhergehenden  Pa- 
ragraphen überein.    Die  rechte  Seite  k  aber  ist  s^O  geAOQinM)n. 
In  diesem  Falle  stellt  schon  die  Entwickelung  von  K  zwei  Auf- 
Idsongen,  närolieh  •    ' 

0?  ==  JHTo  =  1  und  jlfi  =  1 1 

y  =  JVo  =  l   ■      ■     'iV,  =  9 

heraus.  Wir  wollen  jedoch^  zeigen,  dass  mi^  «die  in  der  Ent- 
wickelung von  K  unmittelbar   vorkommenden  Auflösungen   un- 
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beachtet  laweo  kann,  indem  üph  di<»elben  durch  die  Kombina- 
tionen zwischen  K  und  K'  nothwendig  ergeben  müssen. 

Man  hat  hier  für  die  beiden  durch  k=Q  theilbaren  Zah- 
len von  der   Form    1 — p*  die   Wprthep  =  il.     Der  erste 

Werth  gibt  K'  ^  ^^  V     ^'.t  ist  hier  willktirHch,  und  kann 

nach  §.  91  :ssO  oder  s»  i  gesetst  werden.    Soll  der  Schloss  mit 
dem  von  Jif  übereiiistinunen ;  so  ist  jß'-i«»!  im  nehmen.  Dies  gibt 

n        P\        Q\        a'n 
-11 

9         1  0 

Kombinirt  man  nun  hier,  wo  wegen  ^»=0  die  Zeigersumme 
m-^-ml  sowol  paar  wie  unpaar  sein  darf,£'(3)Aom6.Jir'  (0)=Jir(3); 
so  ergibt  Dies  nacl^  der  Entwickelung  von  K  die  Auflösung 
a?=ll,  y  =  9.     » 

Y\ I 

Dw  zwei|e  Werth  von  K  ist  — jr — -.      Hierin   ist    ß'.i 

ebenfalls  willkttriich  :^  Ö  oder  =  1.    Der  Werth  ß  ..i  =  0  muss 

verworfen  werden.     Der  Werth  iß'.i  =  1  dagegen  liefert  unter 

Berücksichtigung  des  §.  90  folgende  Entwickelung  mit  einem 

Schlüsse  in  kleinsten  positiven  Zahlen. 

»I       P\        Q\        a\ 
-l  1 

0-1  0  Q 

1112 
2  10 

Da  dieser  Schlnss  mit  dem  von  ÜT  übereinstimmt;  so  ergibt 
die  Kombination  K(%)  komb.  K'  (1) 

n  Hn  Mn  Na 

-2  0  1 

-1  10 

Q  1  1  1 

^454 

2  0  11 

die  Auflösung  x=\^  y=l* 

Die  allgemeinen  Auflösungen  der  gegebenen  Gleichung 
sind  also 

ir«=ll»n=...-.8»,  —22,  —11,  0,  11,  22,  33... 
yssi   9fp»...—27,  ^18,  —    9,  0,     9,  18,  27... 
und 

a?  =  ii?=,.,  ^3,  — 2,  — 1,  0,  1,  2,  3... 
=  «?  =  ,.,  — 3,  —2,  —1,  0,  I,  2,  3... 


f.  111.    JBeteple^  «^  «iMMirolteeJber  tßHtrminaimte: 

a?«  -^  y«  =  24. 
Hierist fl=l,  i=0,  c=t,  also l>=6*-t-ac= 0«-|-l .  1  =  1 

und  K=  ^^  ^.    Dies  gibt 
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n 

p. 

0. 

a> 

ioo 

iV. 

-2 

y 

0 

1 

-1 

i 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

0 

E»  gibt  hier  8  Reihen  der  darch  A  =  24  thei^bareo  Zahlen 
von  der  Form  1  — /i",  Tür  welche  psss-j^^l»  i^»  i*^»  it^^ 
ist.  Man  findet  jedoch,  dans  nur  die  beiden  Werthe  p  ss=:  —  5 
und  ps=  — 11  branchbare  Werthe  filr  K'  ergeben. 

Y^ 5 

Der   erste  Werlh  gibt  üf'  =  — — —  und 

-1  -1 

0-5  24-1 

1  -19  -15  1 

2  4  15 

3  10 

Dieser  Schluss  von  K'  stimmt  mit  dem  von  K  liherein,  und 
es  ist  m-^m'  =  l  -}'3  =  4  eine  paare  Zahl.  Djemoach  bat  man 
für  K(\)  homh.  K'  (3) 

n       üu        Mu        Nu 

-2  Ol 

-1  1  0 

0  i  11 

10  10 

2-5-4  1 

3-15  -1 

also  2?=  5,  y=  —  1. 

VT— 11 
Der  zweite  Wejrlh  JT  =  — r-; gibt 

/4 

n  Pn  Q'n  a'n 

-1  -5 

0  -11  24  -1 

1  -13  -7  1 

2  6  5              1 
.3  -1             0             2 

4  112 

5  10 

Auch  dieser  Schloss  stimmt  mit  dem  von  K  iUierdn  und  es 
ist  m'\-fn'  =  \-\^^=s=ß  eine  paare  Zahl.   Demnach  hat  man 


n         Üu         Mn         Nn 
-2  Ol 

-1  1  0 

Olli 

1  Ol  0 

2  *2         -l  1 
3-2           3-2 

4-1-4  3 

5  -1  7-5 


also  07  =  7,   y  =  —  5. 
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In  diesen  beiden  Auftösangen  können,  da  Po  =  0  ist,  noch 
die  Zeichen  von  x  und  y  sowol  zusammen,  als  auch  einzeln 
umgekehrt  werden. 

Da  A:  =  24  =  2^.6  den  quadratischen  Faktor  2'  besitzt;  so 
sind  noch  die  etwaigen  Auflösungen  mit  dem  gemeinschaftlichen 
Maasse  2  zu  untersuchen.  Hierfür  kommen  die  beiden  Werthe 
p  =  ::^l  in  Betracht.  Man  findet  jedoch,  dass  Dies  keine  branch- 
baren Entwickelungen  von  K'  liefert,  dass  also  keine  Auflösun- 
gen mit  einem  gemeinschaftlichen  Maasse  vorhanden  sind. 

§.  1 12.    BeUpUl  tmit  qHmSraiUeher  JDeienminmmiet 

3ir*  —  I4ay  =  5. 
Hier  ist  a  =  3,  6  =  7,  c=0,  also  2?  =  6*  +  ac  =  7^-(-3  .  0 

=  49  und  üf= /*     .   Dies  gibt  folgende  Eotwickelang  mit 

ö 

einem  Schlüsse  in  kleinsten  positiven  Zahlen: 

n  P^  C«  ^'u         iW.,  xV« 

-2  0  t 

-l  0  10 

0  7  3  4             4  1 

15  8  15  1 

2  3  5  2  14  3 

3  7  0  ' 

Es  gibt  zwei  Reihen  der  durch  &=5  theilbaren  Zahlen  J 
von   der   Form  49 — p*,   für  welche  p  =  +2   ist.     Der  erste 

t/"49  «L.2 
Werlh  K'  =  ^ — — ^ —  liefert,  die  Entwickelung 

5 

n        Fn        Q\,  a\ 
-1                       9 

0  2-5  1 

13  8  1 

2  5  3  4 

3  7  0 

Dieser  Schluss  \i\   kleinsten   positiven  Zahlen  stimmt  nicht 
mit  dem  von  K  überein.    Demnach  führt  dieser  Werth  von  K 
zu  keiner  Auflösung. 

Der  zweite  Werlh-  K'  == entwickelt  sich  in 


r/ 


I  Ul '  J 

li.  — —  — 

5 

t^lllV 

n 

P' 

Q'n 

a\ 

-1 

9 

0 

-2 

5 

1 

1 

7. 

a 

Da  sich  hier  ein  Schluss  eiast«Jlt,  welcher  mit  dem  von  K 
ühHreiasikiimt,  auch  m-^m  ^^^^t^^i  eine  pMre  Zahl  ist; 
81^  «rbält  man  dureh  die  Kon»bi«atiM  KU)  1i»mb.  K'  (X) 

Schettlefs  niibMtimmte  Analytik.  1^ 
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n 

On 

Mn 

JV„ 

1 

5 

1 

2 

14 

3 

3 

0 

5 

1 

die  Auflösung  a?=5,  y=l.     Ausser  dieser   und  der  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  ist  also  keine  Auflösung  möglich. 

Der  Ühnng  wegen  wollen  wir  die  gegebene  Gleichung  noch- 
mals lösen,  indem  wir  die  Buchstaben  x,  y  mit  einander  ver- 
wechseln,  also 

—  14iry4-3y*=5 
schreiben.    Hierin  ist  ö  =  0,  h  =  l,  c=  —  3,  also  D  =  h^-\-ac 

=  7»  _|-  0  (—  3)  =  49  und  K=  ^  ^^  ^ .  Die  Entwickelang 
voB  K  würde  jetzt  durch 

n,  Pn             Qn  ön             M^             Nn 
-2                                                                    0                 1 

-1  -3                            10 

0  7  0 

dargestellt  sein.  Da  dieselbe  keinen  Schluss  in  kleinsten  posi- 
tiven Zahlen  besitzt;  so  hat  man,  um  einen  solchen  herznsteiien, 
nach  der  Gl.  (2)  in  §.  90 

—  3  =  2.7.0  —  3   also  Ä  =  3 
Da  tr==0  ist;  so  ist  die  Entwickelang  von  K  in  der  Weise 
fortzuführen,   dass   man  resp.  a^y  ai,  as  =  —  1;  1,  — 1  setzt. 
Dies  gibt  im  Zusammenhange  nach  §.  88 

n  Pn              Qn             (fn             ^n              Nn 

-2  Ol 

-1  -3                                   10 

0  7                  0-1-1                 1 

1  -7         -17  1  0  1 

2  -10  3-1-1  0 

3  7  0 

Die  Werthe  von  K'  sind  di6  früheren.    Man  erkennt,  dass 

sich  nur  der  erste,  nämlich  K'  = 7-^—   m^t  J^  kombiniren 

5 

lässl,  uAd  zwar  hat  man  für  K  (3)  komb.  K'  (3) 

n        ö„        Mn        JV„  ^ 
1  0  1 

2-10 
3  0  0  1 

4-4  -1  -4 

5-11  5 

also  die  Auflösung  x^=i,  y=5,  welche  mit  der  vorhin  ge- 
fundenen übereinstimmt,  wenn  man  x  mit  y  verwechselt. 

§.  113.    jBei«iitel  iitif  fuadraH»eher  JDetermdnanie  i 

ajy=24; 

Da  in  dieser  Gleichung  der.  Koeffizient  von  xy  keine  paare 
Zahl  ist;  so  ^mass' dieselbe  zavor  mit  2  muHiplizirt,  und  dem-^ 
nach  die  Gleichung 


S.  HB.    BekpieL  29t 

aafgelös't  Werden.     Hierin    ist  a  =  0,   b  =  —\,  csszQ^  alse 

VT—  1 

Z>  =  68-f.öc  =  (-l)*  +  0.0  =  l   uiidA'=^--^- — i.      Dieser 

Ausdruck  ist  nach  §.91  zum   Schlosse  zu  führen,   indem  man 
beachtet,  dass  Q_i  den  bestimmten  Werlh  0  hat.    Es  ist  jedoch 
*bequemer,  die  vorstehende  Gleichung  mit  —  1  zu  multipliziren, 
und  demnach 

—  24?y=  — 48 
zu  schreiben.    Hierin  ist  a  =  0,  6=1,  c=0,  also  Ds^b^-^-ac 

=  1*4-0.0  =  1  und  K=^^^\     In  dieser  Forirt  ist  der 
Schluss  bereits  erreicht,  indem  man  hat 

«  Pa  Qn  fln  M^  N^ 

-2  0  1 

-1  0  10 

0  10 

Es  gibt  hier  för  k^^ — 48  im  Ganzen  8  Reihen  der  durch 
48  theilbaren  Zahlen  J  von  der  Form  1  — p',  fttr  welche  resp. 
p  =  +  l,  ^l"^»  dr^^»  +23  ist.  Man  findet  jedoch;  dass  nur 
die  vier  Werlhe  ^  =  +  1  und  p  =  3|-17  zu  einem  mit  dem  von 
K  übereinsltmmenden  Schhisse  fähren.     Für  ckit  ersleii  Werth 

k*            E^        fT+1 
hat  man  K  =- j^— 

—  4o 


n 

P' 

Q\ 

a 

-1 

0 

0 

1 

-48 

-1 

1 

47 

46 

1 

2 

-1 

0 

23 

3- 

1 

0 

Obgleich  dieser  Schluss  von  K'  mit  dem  von  K  überein- 
stimmt; so  führt  derselbe  doch  nach  der  vorstehenden  Entwicke- 
hing  zu  keiner  Auflösung,  weil  die  Zeigersumme  m-j-m'  =7  0-|-3  ==  3 
eine  nnpaare  Zahl  ist. 

Man  weiss  aber  aus  §.  90,  dass  der  Schluss  1,  0,  0,  in 
welchem  das  vorletzte  ^  =  0  ist,  in  einem  Abstände  von  3 
iiliedern  nochmals  reproduzirt  werden  kann,  indem  man  hier 
«3,  04,  «3  =  — 1,  1,  — 1  setzt.  Dies  gibt  im  Zusammenhange 
ffir  K-    folgende  Entwickelung  nach  §.  88^ 


n 

*     n 

Q\ 

a 

-1 

0 

0 

1 

-48 

-1 

1 

47 

46 

.1 

2 

— j[ 

0 

23 

3 

1 

0 

-1 

4 

— j[ 

-2 

1 

5 

—1 

0 

-1 

6 

0 

19' 
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Bildet  man  jetzt  die  Kfimbinatioii  K(0)  komb,  K'  (6);    so 
ergibt  sieh 


n 
-2 
-1 

0 

1 

2 
3 
4 

5 


an 


0 


-2 


0 

1 

0 

l 
-1 

0 

-l 
1 


iV„ 
1 

0 

l 
1 

0 

1 

-23 
24 


also  die  Auflösung  a?=l,  y  =  24. 


VT— 1 
Für  den  zweiten  Werth  JSf= ttt-  hat  man 

—  4o 

n  P\  Q\  ö'n 

-1  0 

0-1-48  0 

1  1  0 

I)Kb8  is4  k«in  Scblws  in  kleinsten  positiven  Zahlen.     Um 
einen  «olehen  zu  erhalten,  hat  man  nach  Gl.  (2)  in  §.  90 

^e  =  — 48  =  2.1  (—24)— 0,   also  Ä  =  0 
nnd  da  mjäc  — 24  ist,  a'i  =  23,  a'j=l,  a'>-=— 1.    Dies  gibt 
im  Zilsammenhattge  nach  §.  88 

n        P\        Q'^        a'n 
-l  0 


0 
1 

2 
3 
4 


-48 

0 

-2 

0 

0 


0 
23 

1 
-1 


Jetzt  kann  man  bilden  K  (0)  komb.  K'  (4).     Dies  gibt 

n        a.        Mn        Nn 

-2  Ol 

^  -1  10 

0  0  0  1 

111         1 

2  ^1  -1  0 

3  -23  24  1 

also  die  Anfiösiing  ^scr24y   ^=^1. 

i/T-l-17 
Der  dritte  Werth  K'  = jr — lieCert,  wenn  .man  die  ent- 

—  4o 

Stehende  Entwickelung,  welche  bei  dem  Zeiger  5  schliesst,  nach 

VT4-1 

Art  der  Entwickelang  von  --       ' 
fortsetzt. 


48 


noch     um     drei    Glieder 


§.  US.    B«kfta.  e98 


n 

•  P\ 

Q\        a 

-1 

9 

6 

0 

17 

-48         -1 

1 

31 

20            J 

2 

-11 

-6            1 

3 

4           1 

4 

«1 

0           2 

5 

/                 A 

0          -1 

« 

—  1 

-2            1 

7 

4 

0          -1 

8 

f 

0 

Kombiniri  man  jetzt  K{0)  homh,  K*  (1 

n 

«a 

'Mn        iV„ 

-2 

0               1 

-1 

1               0 

0 

0 

0              1 

1 

1 

1         1 

2 

-1 

-1              Q 

3 

1 

0              1 

4 

-2 

-1            -2 

5 

-1 

1              3 

6 

-l 

-2            -5 

7 

-1 

3             8 

also  X — 3,    y  —  8. 

r^  -  »T  ^b 

Der  vierte  Werlh 

K  — 

48       *. 

n 

*    n 

Q\        a 

.-1 

6 

0 

-17 

-48           0 

1 

17 

6            3 

2  10 

Dies  ist  keia  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen.    Um  ei^ 
nen  solchen  zu  erhalten,  bat  m^n  nach  Gl.  (1)  in  §.  90 

ß'i  =  6  =  2. 1.34-0,    also  Är^O 
und  da  tt7  =  3  ist,  a'j  =  — 3,  a  3^=0,  folglich  im  Zusammen- 
hange nach  §.  88 


4ils#  X 


n 

P\        Q\        ä\ 

-1 

6 

0 

-17          -48             0 

1 

17             6             3 

2 

1             0           -3 

3 

-1            0            0    - 

4 

1              0 

Bildet  man  nun  K(0)  kamb.  K'  (4)^  so  ergibt  sich 

n 

«n             itfn             iVn 

-2 

Ol 

-1 

1           Q 

.   0 

0            0             1 

1 

0:          10 

2 

3            3             l 

3. 

-3         ^          -3 

ar«=^8,  y=-^ 

3.       ^ 
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Die  vorstehenden  vier  Auflösungen  können  noch  mit  ent- 
gegengesetzten Zeichen  genommen  werden.  Ausser  ihnen  gibt 
es  keine  in  relativ  primen  Zahlen. 

Um  die  Auflösungen  mit  gemeinschaftlichem  Maasse  zu  un- 
tersuchen, beachte  man,  dass  ä=  —  48  =  (2  .2)*  (—- 3)  ist. 
Man  hat  also  zuerst  nachzusehen,  ob  es  Auflösungen  mit  dem 
gemeinschafllichen  Maasse  2,^  und  dann,  ob  es  solche  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Maasse  2.2  =  4  gibt. 

Für  die  erste  Untersuchung  hat  man  k==a^ k'  =2^  ( —  12) 
also  k'  sGSi  —  12.  Die  durch  12  theilbaren  Zableo  von  der  Form 
1  —  p^  entsprechen   den  vier  Werlhen  />  =  +  !,   i  ^ »   woraus 

sich  die  vier  Werlhe  K'  = f^-,   ttt-    ergeben.       Die 

— 12  — 12         ° 

Entwickelung  eines  jeden  dieser  vier  Werthe  kann  zu  einem 
mit  K  übereinstimmenden  Schlüsse  gebracht  werden,  und  Dies 
fuhrt  zu  den  Werlhen 

x'  =  \,  6,  2,  3,   also  ir=    2,  12,  4,  6, 
y  =6,  1,  3,  2,  y  =  12,     2,  6,  4, 

welche  ebenfalls  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  wer- 
den können. 

Für  die  zweite  Untersuchung  hinsichtlich  der  Auflösungen 
mit  dem  gemeinschaftlichen  Maasse  4  ist  k  ^=  a^  k' ^=  i^  { — 3) 
also  k'  =  — 3  zu  nehmen.  Die  durch  3  Iheilbaren  Zahlen  von 
der   Form    1  —  p-    entsprechen   den   beiden   Werlhen  ji  =  + 1 

lAf-j-l 
also  auch  den  beiden  Werlhen  K'  = ^q^~'    ^^  kann  jedoch 

der  Schluss  keines  dieser  Werthe  von  K'  mit  dem  von  K  in 
Übereinstimmung  gebracht  werden,  weshaU>  es  keine  Auflösun- 
gen mit  dem  gemeinschaftlichen  Maasse  4  gibt. 

§.  114.    JBetBpiei  mit  der  Determinante  nuU* 

Wenn  die  Gleichung 

ax^  —  2  bxy  —  cy^  =  k 
nicht  von  vorn  herein  unmöglich  sein  soll;  so  dürfen,  nachdem 
die  vier  Koeffizienten  a,  2  6,  c,  k  von  ihrem  etwaigen  gemein- 
schaftlichen Maasse  befreiet  sind,  die  drei  Koeffizienten  «,  26,  c 
kein  gemeinschaftliches  Maass  mehr  enthalten.  Soll  nun  bei 
dieser  Vorausaetzung  die  Determinante /?==  6- -[- a<?  =  0 ,  also 
—  ac  =  b^  sein;  so  müssen  die  beiden  Koeffizienten  a  und  c' 
entgegengesetzte  Zeichen  haben,  und  ausserdem  muss  der  ab- 
solute Werlh  sowol  von  a  wie  von  c  ein  vollständiges  Quadrat 
sein.  Denn  wäre  Dies  nicht  der  Fall;  so  müsste,  damit  das 
Produkt  — ac  ein  Quadrat  b^  sein  kann,  a  und  c  einen  gemein- 
schaftlichen Faktor  enthalten,  welcher  dann,  auch  wegen  — ac=b^ 
ein  Faktor  von  (  wäre,   sodass  nun  a^   b,  c  und  mitbin  avdk 


fl^,  2b t  c  eia  geaieiosehaftticbes  Ateass  iiesisseii,  nt^as  4er  Vor- 
aassetzttDg  widerspricbl'.  Wäre  a  negativ;  so  kmkn  ümoi  duvck 
Multiplikation  der  gegebenen  Gleichung  mit  —  1  dafür  sorgen, 
dafss  a  positiv  wird.     Alsdann  mass  ^negativ  werden. 

Wenn  aber  ö  =  /"%  c  =  —  g^  und  — ac  =  b^=p  g^  also 
b=fg  ist;  so  ist  die  linke  Seite  der  gegebenen  Gleichung 

aar*  —  2bxy  --cy^  =p  x"  —  ^{gxy-\-g'g'  =  {fx  —  gyY 
also  ein  vollständiges  Quadrat,  worin  jedoch  f  und  g  sowol  po- 
sitiv wie  negativ  sein  können,  so  jedoch,   dass  fg=b  ist,   also 
das  ProdaktYi?  das  Zeiche»  von  b  bat. 

Hieraus  folgt,  dass  auch  die  rechte  Seile  h  ein  vollstäqdiges 
Quadrat,  mithin  entschieden  positiv  sein  muss.  Die  gegebene 
quadratische  Gleichung  zerfällt  also,  wenn  die  Determinante 
I)  =  0  ist,  durch  Wurzelausziehung  auf  beiden  Seiten  stets  in 
zwei  Gleichungen  vom  ersten  Grade,  welche  durch 

dargestellt  sind. 

Wir  werden  jedoch  die  gegebene  quadratische  Gleichung 
genau  nach  dem  in  §.  100  erläuterten  Prinzipe  behandeln,  und 
als  Beispiel  die  Gleichung 

4ar^4-12;ry+9y^=9 
auflösen,   welche  in  die   beiden  Gleichungen   2x-]-3y  =  ^S 
vom  ersten  Grade  zerfallen  würde. 

Hier  ist  «5=4,  6= -^6,  c==  — 9,  aUo  D  —  b^-^-ac 
=  (_  6)*  -j-  4  (~  9)  =  0   und  K=  Llp^^     Die  Entwickelung 

hiervon  nach  §.93  ist 

n  Pn        Qu  -      ö.,        Mt,        iVu 

-2  Ol 

-1                       -9  10 

0  -6              4  -2          -2  1 

1  -2           -1  2  -3              2 

2  0  0 

Dies  ist  kein  Schluss  in  positiven  Zahlen.  Um  einen  sol- 
chen zu  erzeugen,  und  um  zugleich  eine  willkürliche  Zahl  w  in 
die  Quotientenreihe  einzuführen,  setzen  wir  diese  Entwickelung 
nach  §.  93  noch  um  die  Quotienten  at^=w,  «3  =  1»  ö*  =  — 1 
fort.    Dies  gibt  im  Zusammenhange 


n 

Pn 

Qn 

ön 

M, 

iV„ 

-2 

0 

1 

-1 

-9 

1 

0 

0 

-6 

4 

-2 

-2 

% 

1 

1 

-2 

-1 

2 

-3 

2 

2 

0 

0 

w 

-2- 

Zw 

i+2M? 

3 

0 

~1 

1 

-5- 

3w 

3+2m; 

4 

-1 

1 

-1 

3 

-2 

5 

0 

0 
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JeM  sitMl  die  Reiben  der  durch  Ax=9  tlhetiberen  Zahlen 
i  von  der  Form  0  —  p*  zu  soeben.     Es  gibt  deren  drei 


p  =  0,  ±  3.    Der  ersie  Werth  K'  =  ^     ~   ,  weleher  die  Eat- 
WTckeloflg 

n  fj,  Q'n  «'n 

-l  0 

0  0  9  0 

1  0.0 

liefert,  besitzt  eioen  mit  K  nicht  übereinstimmenden  SeUoss. 
Der  zweite  Werth  K' =^         *"     liefert 

-1  -1 

0  3  9  0 

1  -3  -1  3 

2  0  0. 

Dieser  Schlass  von  K'  stimmt,  wenn  er  nach  §.  93  in  ei- 
nen  Schluss  mit  positiven  Zahlen  verwandelt  wird,  mit  dem  von 
K  überein.  Es  wird  für  den  neuen  Schluss  auch  die  Zeiger- 
summe  m-|-w»'  =  5-[-5  =  10  eine  paare  Zahl  sein,  also  eine 
Auflösung  liefern.  Bei  der  Bildung  dieses  Schlosses  von  K' 
nach  §.  93  ist  es  übrigens  nicht  nötfaig,  noch  fernerwcsit  eine 
Willkürliche  in  die  Quolientenreibe  einzuführen.'  Man  kann 
vielmehr  einfach  «'2=1=0,  a'j|  =  l,  ä\  =  — 1  nehmen.  Dies 
gibt  im  Zusammenhange 

n        P'u        Q\x        an 
-1  -1 

0  3  9  0 

1  -3  -1  .3 

2  0  0  0 

3  0-11 
4-1  1  -1 
5            0              0 

Bildet  Qian  nun  K{^)  komh.  ür'(5);  so  kommt 

.   tt  an  Mn  Nu 

3  -5— 3to        34^2tt? 

4  3  -2 

5  0        -5 —310        d-\r'hv 

6  .         1        -2— ^u;        i4-2w 
1  -1-3  2 

8  0        -2— 3m>        1+2u? 

9  -3  3+9w      -1-6«; 

also  die  Auflösung  a?=3-f-9w,  y=— 1  —  6tr,  worin  w  irgend 
eine  ganze  Zahl  darstellt. 

Der  dritte  Werth  K'  =  — ^  gibt 
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n        F'n        Q\        a'n 
-1  -1 

0-3  9-1 

1-6  ^1 

2  2  12 

3  0  0 

Dieser  Schloss  stinnftt  mit  dem  von  K  überein,  und  es  ist 
auch  die  Zeigersumme  fii-4-m'  =  5-f-3  =  8  eine  paare  Zahl. 
Eombinirt  man  demnach  ii(5)  komb.  K  (3);  so  erhält  man 

n        üu  Mn  iV„ 

3  -5— 3«?        3+2«; 

4  3-2 

5  0         -5—3«?        3+2«? 

6  -2        13+6117      -8—4«? 

7  _i       -18— 9w      11+6«? 

also  07= — 18  —  9«r,   y=ll-j-6M?. 

Jede  der  vorstehenden  beiden  Auflösungen  kann  auch  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommen  werden,  was  bei  der  Will- 
kürlichkeit der  Grösse  w  auf  eine  Umkehrung  des  Zeichens  der 
in  den  Ausdrücken  von  x  und  y  vorkommenden  Konstanten 
hinausläuft.  Die  bis  jetzt  gefundenen  Auflösungen  werden  im- 
mer, weichen  Werth  man  auch  für  w  setzen  möge,  relativ 
prim  sein. 

Bei  allen  Gleichungen  mit  der  Determinante  1?=0  wird 
die  rechte  Seite  k,  da  sie  selbst  ein  Quadrat  ist,  quadratische 
Faktoren  enthalten,  deren  Absonderung,  wennicht  gerade  k=i 
ist,  zu  neuen  Auflösungen  mit  einem  gemeinschaftlichen  Maasse 
führt.  Hier,  wo  Ä=9  =  3*.l  ist,  kann  man  den  quadratischen 
-  Faktor  a*  =  3*  absondern,  was  Auflösungen  nrrit  dem  gemein- 
schaftlichen Maasse  tt=^3  ergeben  wird.  * 

Die  durch  Ä'  =  l  theübaren  Zahlen  von  der  Form  O—p* 

^0  _l-  0 
bilden  eine  einasige  Reihe,  für  welche  p  =  0,  also  üf  = p— • 

ist. 

Dieser  Wertb  von  K'  liefert  die  Entwickelung 

n       Fn       Q\      «'» 
-1  0 

0  0  10 

1  0  0 

Bildet  man  K  (5)  kotnb»  K'  (i);  so  kommt 

n        an  Mn^  Nn 

3+2«; 
-2 
3+2  «r; 

also  ^'c±3_  5  —  3i0,  y  =^S--f-2«',  felglich  als' Auflösung  der 
gegebenen  Gleichung  mit  dem  gemeinschaftlichen  Maasse  3 
x= — 15  —  9Wy  y^=9-}-6tr.  Auch  diese  Auflösung  kann  mit 
entgegengesetztem  Zeichen  genommen  werden. 


3 

-5—3«; 

4 

3 

3 

0 

-5—3«; 
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Wir  bemerken  noch,  dass  es  den  Anschein  hat,  als  ob 
die  obige  Enlin^ickelung  von  K  zwei  Aaflösangen  der  Glei- 
chung Aüp'*-\-\2x' y'  -\-9y'^  =  \  erkennen  Hesse,  indem  sowol 
(—1)'  ^3=,  wie  auch  ( — l)*ß*  gleich  1  ist.  Allein  die  be- 
treffenden beiden  Auflösungen  x' ss=  —  2  — 3tr,'y'  =  l-j-2t«7 
nnd  a?'  =  —  5  —  3tr,  ^'  =  3-^-2«?  üaA  wegeo  der  Willkür- 
lidikeit  von  w  identisch. 

Es  wind  stets  leicht  sein,  zu  erkennen,  welche  der  diurcb 
vorstehende   Methode    gefundenen    Auflösungen    der   Gleichung 

px^  —  *lfgxy-^g*if  =  h  die  Gleichung  fx  —  gy^-^  Y^k  and 

welche  die  Gleichung  fx  —  gy=^ — V^k  erfüllen.  Demnach 
wird   man   umgekehrt  im  Stande  sein ,   die  Gleichung  fx  —  gy 

=  Hh  Vk  vom  ersten  Grade  durch  die  obige  Methode  zu  lösen, 
indem  man  dieselbe  quadrirt  und  die  Gleichung  f^x^  —  '^fs^y 
-|-^«y*  =  ft  behandelt;  nach  geschehener  Auflösung  aber  nur 
diejenigen  Auflösungen  beibehält,  weiche  dem  gegebenen  Zei- 
chen von  +  Yk  entsprechen. 

Ein  solches  Verfahren  behuf  Auflösung  einer  unbestimmten 
Gleichung  vom  ersten  Grade  ist  zwar  nicht  einfacher,  als  das 
im  dritten  Abschnitte  gelehrte.  Es  ist  aber  insofern  beachtens- 
werlh,  weil  man  dadurch  ein  Mittel  erhält,  die  allgemeinen 
Formeln  derjenigen  Auflösungen  gesondert  darzustellen,  welche 
relativ  prim  sind  und  welche  ein  gemeinschaftliches 
Maass  besitzen,  wobei  sogar  die  Sonderung  nach  der  Verschie- 
denheit des  gemeinschaftlichen  Maasses  selbst  eintritt. 

So  würde  z.  B.  die  Auflösung  der  Gleichung  2x-|-3y=3 
nach  dem  dritten  Abschnitte  durch  die  allgemeine  Formel 
x=         3u?  =  ...-12,  -9,  -6,  -3,  0,      3,-6,      9,    12... 

y=l-2tt7  =  ...      9,      7,      5,     3,1,-1,-3,-5,-7... 

dargestellt  sein,    worin  relativ   prime    und   nicht  relativ  prime 
Auflösungen  untermischt  enthalten  sind. 

Die  Auflösungen  der  quadrirten  Gleichung  (d:r-|-3jf)^  = 
4j?'-[-  I2j?y-|-9y*  =  9,  welche  zugleich  die  gegebene  Gleichung 
vom  ersten  Grade  erfüllen,  sind  dagegen  nach  Obigem  für  die 
relativ  primen  Werthe 

x=^       3  +  9«?=.. .-15,  -6,      3,      12,     21.,. 

y  =  — 1— 6w  =  ...    11,     5,   -1,     -T,  -18...' 
und 

x=      18-f  9a?  =  ...-9,  0,     9,     18,     27... 

y=  — 11  ~.6u?  =  .,,    7,  1,-5,-11,-17... 

und  ferner  für  die  Werthe   mit  dem  gemeinschaftlichen 
Maasse  3 

x=      15-|-9tr=*:...-12,  -3,     6,      15... 

y=—    9  — 6w=a...      9,     a,  -8,  -1^... 
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J.  115.    JMnpfol  wM  iMfMilver  netenmimmuief 

Wenn  die  Deiermiiiante  D=sib^'\^ac  ne^tiv  werden  soll; 
so  inüssen  a  und  c  notbwendig  entgegengesetzte,  also  a  und 
—  c  gleiche  ZaUen  besitzen  und  ans  §.  95  folgt,  dass  weil 
jeder  denkbare  Werth  Ton  (—  1)''^d  das  Zeichen  von  ^o^==a 
hat,  die  rechte  Seite  k  der  gegebenen  Gleichung  nur  positiv 
oder  negativ  sein  kann,  jenachdem  a  es  ist. 

Im  vorstehenden  Beispiele  ist  a  =  3,  6  =r  5,  c=  —  11,  also 

D  =  6«4.ac=55  +  3(— 11)  =  — 8  und  ir=i— |i^.  Um 

sofort   in   der   Entwickelung   von    K   die  Periode   in    kleinsten 
Zahlen  zu  treffen,  entwickeln  wir  nach  §.  96  erst  den  absoluten 

Werth  von  ^=-  =-  in  einen  Kettenbruch;  Dies  gibt  —  = 

p 

[1,  1,  2];  and  nehmen  nun  hier,  wo  -^  positiv  ist,  die  wahren 

Werthe  der  gefundenen  Quotienten  als  Quotienten   einer  Ent- 
wickelung von  K  an.     Dies  gibt 

n  Pn  Qn  Oix 

-1  -11 

0  5  3  1 

1  -2        -4  1 

2  -2  3  2 

3  .8        -24 

Das  Minimum  von  Q  ist  also  3.  Dasselbe  kommt  in  dieser 
Kniwickelung  zweimal  resp.  als  ^o  und  als  Q^  vor.  Um  also 
die  Periode  in  kleinsten  Zahlen  zu  erhalten,  hat  man  die  vor- 
stehende Entwickelung  Ein  Mal  vom  Quotienten  ao  und  ein  an- 
deres Mal  vom  Quotienten  a%  an  nach  der  Regel  des  §.  94  mit 
gi'össten  reellen  Subquotienten  fortzusetzen.  Bei  der  ersteren 
Entwickelung  stellt  sich  der  zweite  periodische  Werlh  von 
P==2  —  4,  bei  der  letzteren  Entwickelung  dagegen  =  —  3  her- 
aus. Die  letztere  flihrt  also  zu  der  gesuchten  Periode  in  kleine 
sten  Zahlen  und  man  hat  im  Zusammenhange 

n        Pu        Qu        an        Mn        iV„  " 

-2  0  1 

-l  -11  10 


i 


0  5  3  11  1 

1  -2  -4  12  I 
'2  -I  3  -l  -l  0 
3-1-302  1 
4             1-30-1  0 


Jetzt  sind  die  Reihen  der  durch  A  =  27   theilbaren  Zahlen 
J  von  der  Form  —8 — p^  zu  suchen.    Es  gibt  deren  zwei  für 

i/ZTs-i-lO 
p  =  4-  1 0.    Zuerst  hat  man  also  K'  =  - — --^ .  Da  die  vor- 
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stehende  Entwidreinng  von  K  alte  MiiiimiL  i^on  Q  erkenneo 
lässt;  so  kann  es  eine  Ersparung  tmi  Rechenarbeit  nach  sich 
zielien,  wenn  man  nicht  gleich  darauf  aiiageht,  die  Wertbe  von 
K'  sofort  mit  einer  Periode  in  kleinsten  Zahlen  za  entwidcelo, 
vielmehr  vorläufig  erst  einmal  nach  §.  94  verfÜurt»  um  zu  sebeo, 
ob  nicht  die  Uerdurch  steh  ergebende  BnlwickelaBg  mit  der 
von  K  kombinirt  werde»  kann. 

Demnach  liefert  K'  =^""27^^^ 

n  P'n  Q'n  a'n 

-1-4 

0  10  27  0 

1  -10         -4  2 

/2  2  3  0 

1  3  -2  -4  0 

Man  sieht,  dass  sofort  die  Kombination  if(t)  komb.  K' (3% 
für  welche  auch  die  Zeigersumme  m-j-»i'  =  l-|-3==4  eine 
paare  Zahl  ist,  gebildet  werden  kann.     Demnach  lis^  man 

n         an        Mn       iVn 

-2  0  1 

-l  l  0 

Olli 
1010 

2  0  1  1 

3  -2         -1         -2 

folglich  j7  =  —  1 ,  y  =  —  2.         

1/" Q IQ 

Der  zweite  Werth  K'  = r^= stellt  bei  der  gewöhn- 
lichen Entwickelung  nach  §.  94  kein  Glied  heraus,  welches  mit 
einem  Gliede  von  K  übereinstimmte.  Demnach  wollen  wir  so- 
fort den  Schluss  in  kleinsten  Zahlen   von  K'   aufsuchen.     Der 

absolute  Werth  von  f  =  '^^  ist  ^^=[0,  2,  1,  2,  3].     Da  f 

negativ  ist;  so  hat  man  die  Zeichen  dieser  Quotieotea  umzu- 
,  kehren,  also  0,  —  2,  —  1,  —  2,  —  3  als  die  erstea  Quotienten 

anzunehmen.  Dies  gibt 


der  Entwickelung  von  K' 

r 

27 

—  a 

n 

P' 

Q\ 

a\ 

-1 

-4 

0 

-10 

27 

0 

1 

10 

-4 

-2 

2 

-2 

3 

-1 

3 

1. 

-3 

-2 

4 

0 

11 

-3 

5 

-38 

-132 

Da  diese  Entwickelung  von  K'  bei  dem  Zeiger  2  mit  der 
von  K  bei  dem  Zeiger  2  übereinstimmt;  so  kann  man  die  Kom- 
bination K  (2)  komb,  K'  (2)   sofort  ausführen ,  ohne   erst  die 
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Periode  in  kleinsten  Zahlen  von  DT'  herznslellen,  welche  noth- 
wendig  mit  der  von  K  übereinstimmen  muss.     Dies  gibt 


n 

«n 

iW„ 

1\ 

-2 

0 

1 

-1 

1 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

0 

1 

1 

3 

2 

4 

3 

also  a?  =  4,  y  =  3. 

Ausser  den  vorstehenden  beiden  Anflösungen,  welche  auch 
noch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  werden  können, 
gibt  es  keine  in  relativ  primen  Zahlen.  Da  aber  die  rechte 
Seite  der  gegebenen  Gleichung  ki=r:27  =  V,3  ist;  so  sind  noch 
die  Auflösungen  mit  dem  geofteinschafllichen  Maasse  3  zu  un- 
tersuchen, indem  man  jetzt  a'ft'  =  3'.3  also  a=:3,  k'sss'i  hat 

Die  durck  3  theilbaren  Zahlen  J  von  der  Form  — 8 — p* 
entsprechen  den  beiden  Werthen  p  =r  -j-  t .     Dies  bedingt   die 

beiden  Werthe  ÜT'  = ^^T^~~''     Solche  zwei  Werthe  von  K' 

können  höchstens  zwei  dem  absoluten  Werthe  nach  verschie- 
dene Auflösungen  der  Gleichung  3  a?'*  —  1 0  a?'  y  -j-  11  y  *  =  3 
nach  sich  ziehen.  Da  wir  nun  erkennen,  dass  in  der  obigen 
Entwickelung  von  K  unter  den  Grössen  ( — 1)"  Q^  der  Werth 
3  mehrmals  vorkommt,  dass  aber  die  entsprechenden  Werthe 
von  M  und  iV  nur  zwei  numerisch  verschiedenen  Auflösungen, 
nämlich  a?'  =  l^  y  =0  und  5?'  =  2,  y  =1  angehören;  so  ist 
klar,  dass  die  letzteren  die  beiden  gesuchten  Auflösungen  für 
X  ^  y  sind.  Demnach  hat  man,  ohne  K'  weiter  zu  entwickeln, 
sofort  noch  folgende  zwei  Auflösungen  für  x  und  y  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Maasse  3 

a?  =Ä  3  X  =  3 ,       6 

y  — 3y'^0,       3 

welche  ebenfalls  noch  mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen 
werden  können, 

§.  116.    Meiafiiel  «til  negaUf^er  MBetermmanie: 

5a7«-f  3y*  =  3 

Hier  ist  «  =  5,  ft^O,  e*=~3,   also  l>=i*+tfc=0*+ 


—3)=  —15  und  K= — ' — , 


5(— 3)=— 15  und  if  = — ' — .     Wenn,  wie  hier  Po  =  b 

p 

=»0  also  auch  77- =  0  isi,  so  führt  nach  §.  96  die  gewöhnliche 

Entwickelung  von  K  80g}ei«h  ea  der  Pertode  in  kleinsten  Zah- 
len.   Man  hat  also  für  IT 
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n 

Po 

Qu 

an 

-if« 

Nn 

-2 

0 

1 

-1 

-3 

1 

0 

r^o 

0 

5 

0 

0 

1 

u 

0 

'S 

0 

1 

0 

Es  gibt  Eine  syonmetriscbe  Reihe   der  darch  ft=3   theil- 
baren   Zahlen   J  von   der  Form    —15 — p*.     Man   bat    dafilr 

p  =  0,  also  K'  = '^ — .     Die  für  K'  sich  ergebende  Pe- 

riode  wird  nicht  mit  der  voo  K  übereiostimBieD;  sie  wird  sich 
aber  nur  durch  das  Zeichen  der  Grössen  Q  veo  jener  uoier- 
scheiden.  Da  nun  die  Grössen  P  in  dieser  Periode  =0  sind; 
so  kann  man  nach  §.  96  durch  Anfügung  der  Quotienten  1, 
—  1 ,  i  eine  mit  der  von  K  g«Baa  übereinstimmende  Periode 
erzeugen.     Dies  gibt  für  K' 


n 

P\ 

Qn        a\ 

-1 

-5 

0 

0 

3           1 

1 

3 

-8         -1 

2 

5 

5           1 

3 

0 

-3           0. 

4 

0 

5           0 

ation 

von  K 

(1)  komb. 

n 

a. 

Mn            Nu 

-2 

0            1 

-1 

1            0 

0 

0 

0            1 

1 

0 

1             0 

2 

-1 

-1        1 

3 

1 

0            1 

also  die  einzige  Auflösung  07  =  0,  jf  =  iy  in  welcher  wegen 
Pq  =  0  der  Werlh  von  x  und  der  von  y  für  sich  mit  entgegen- 
gesetztem  Zeichen  genommen  werden  kann. 

Nachdem  man  eingesehen  hatte,  dass  es  nur  Einen  Werth 
von  K' ,  also  auch  nur  Eine  AuflösuTlg  gab,  konnte  man  die- 
selbe ,  ohne  die  Entwickelung  von  K'  zu  Hülfe '  zu  nehmen, 
sofort  aus  der  Entwickelung  von  üf  entnehmen,  worin  der  Werth 
3  unter  den  Grössen  (—  1 )"  Q^  vorkommt. 


§.  1 L7.    BeUi^ei  mit  ne§miieer  IBeUrmtimtmies    •• 

iP«  +  y«  =  25. 
1.    In  dieser  Gleichung,  worin  a=l,  6  =  0,  ic  =  — 1,  also 

/>  =  6«-f  «c  =  0*+l  (-*1)=^^1  uÄd  Jir=-?— J+l9  ist,  be- 
steht die  Aufgabe,  eine  gegebene  Üabl  in  zwei  Quadrate 
zu  t  hei  Ten.     Die  Entwickelung  von  IT  ist 
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n 

Pn 

Qn 

«n 

Mn 

Nn 

-2 

0 

1 

-1 

-1 

1 

0 

ro 

0 

1 

0 

0 

1 

Li 

0 

-1 

0 

1 

0 

Es  gibt  zwei  Reihen  der  durch  /!i  =  25  theilbaren  Zahlen  J 

von  der  Form  —  1  —  p*,    für   welche  p  =  +  7  ist.     Schon  die 

gewöhnh'che  Entwickelung  des  ersten  Werthes  von  K\  welcher 

tTZTi  _|_7 

■       w     ist,  muss  immer,  wenn  die  Determinante  D  den  nu- 

merischen  Werth  1  hat,   zu  einer  Periode  in  kleinsten  Zahlen 

führen.    Man  hat 

n        P\        Q\        a\ 
-1  -2 

0  7  25  0 

1-7-2  3 


G 


2  111 

3  0-10 

4  0  t  0 

5  0-10 


Biese  Periode  stimmt  mit  der  von  K  überein,  auch  so,  dass 
die  Zeigersumme  m-|-m'  eine  paare  Zahl  ist.  Bildet  man  dem- 
nach JfCO)  homh,  K'  (4);  so  kommt 


-2  0  1 

-1  10 

0  0  0  1 

10         1  0 

2-1-1  1 

3  -3  4  -3 


also   2?  =  4,   y  =  — 3.     Der   zweite   Werth   Ä"  =  ~ 


25 


liefert 


n  P  n  Q  xi  (In 

-1  -2 

0  -7  25  -1 

1  -18  -13  1 

2  5  2  2 

3  -1  -1  1 
r4  0  1  0 
Ls  0  -1  0 

Diese  Periode  stimmt  ebenfalls  mit  der  von  K  überein,  und 
die  Kombination  K  (0)  homb.  K'  (4)  gibt 

n  ün  Mn  iVn 

-2  0  1 

-1  1  0 

0  0  0  1 

1-11-1 

2  -2  -2  3 

3-13-4 

also  a?  =  3,  y=» — 4. 
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In  den  vorstebeoden  Auflösungen  können  wegen  Po=0 
die  Zeichen  von  x  und  y  sowol  einzeln,  wie  zusammen  umge- 
kehrt werden. 

II.  Wir  müssen  darauf  aufmerksam  machen,  dass  wenn  in 
einer  Periode  P=0  ist^  wie  im  gegenwärtigen  Falle^  man  nach 
§.  96  durch  die  Quotienten  1,  — 1,  1  eine  andere  Periode  er- 
zeugen kann,  in  welcher  ebenfalls  P=Q  ist,  während  die  Grös- 
sen Q  die  entgegengesetzten  Zeichen  haben.  Sind  nun  aber, 
wie  hier,  die  numerischen  Wertbe  der  beiden  periodischen  Grös- 
sen Q  einander  gleich;  so  wird  die  neue  Periode  mit  der  frü- 
heren ganz  identisch  sein,  und.  zwar  erzeugt  sich  immer  dieselbe 
Periode,  gleichviel,  ob  man  Hn,  an+M  ^n+S)  oder  ob  man  Einen 
Zeiger  tiefer  fln+i^  On+i,  ^n+s  resp.  =1,  — 1,  1  annimmt.  Trotz 
dieser  Übereinstimmung  der  neuen  Periode  mit  der  alten  ^  ist 
die  Bildung  derselben  wichtig,  und  zwar  stellt  sich  dabei  Fol- 
gendes heraus. 

Ist  n  der  erste  Zeiger  in  der  ursprünglichen  Periode  und 
nimmt  man  a„,  an+i>  >an+t'^=lt  — 1,  1;  so  ergebe  die  Kombi- 

nation  von  K  und  K'  = --^J-  nach   der   neuen   Periode 

k 

die  Auflösung  {A). 

Nimmt  man  dagegen  «n+i;  ön-f«>  öd+8=J»  — 1,  1;  so  er- 

gebe  die  Kombination  von  K  und  K'  = r — —^  die  Auf- 
lösung (fi).  Andere,  als  diese  beiden  Auflösungen  (nach  ihrem 
numerischen  Werthe)  können  au»  keiner  Kombination  von  K 
und  K'  hervorgehen,  welche  beliebige  Entwickelung  man  auch 
mit  K  vornehmen  möge. 

Kombinirt  man  nun  mit  K  den  zweiten  Werth  von  Jif',  in 
welchem  p  das  entgegengesetzte  Zeichen  hat,    also  den  Werth 

l/TT/J  — ü 
üf '  = ^ — iL*    so   ergeben   sich   in   ähnlicher  Weise   zwei 

Auflösungen,  von  denen  jedoch  die  £ine  mit  (^4)  und  die  an- 
dere mit  (B)  übereinstimmt. 

Demnach  führen  also  die  zwei   Werthe  K' = ,  — ^ 

k 

immer  nur  zu  zwei  verschiedenen  Auflösungen,  und  man  wird 
in  den  meisten  Fällen  nicht  nöthig  haben,  K  in  der  oben  an- 
gegebenen Weise  mit  den  beiden  Perioden  zu  entwickeln;  viel- 
mehr wird  man  sich  darauf  beschränken  können  ^  die  gewöhn- 

liehe  Entwickelung  von  K  Eän  Mal  mit  K'  = "^^  und 

ein  anderes  Mal  mit  K'  = -. —  zu  kombiiureii. 
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Nnr  in  dem  F^lle,  wo  p  =  0  wäre,  also  die  beiden  Werthe 
von  K'  identisch  wären,  folglich  bei  gewöhnlicher  Entwickelang 
sich  durchaus  übereinstimmend  zeigten,  müsste  die  zweifache 
Periode  entweder  von  K  oder  von  n  in  Betracht  gezogen  wer« 
den,  um  die  betreffenden  zwei .  verschiedenen  Auflösungen  zu 
erhalten.  Dieser  Fall  tritt  ein,  sobald  man  im  obigen  Beispiele 
die  Auflösungen  mit  gemeinschaftlichem  Maasse  aufsucht. 

Man  hat  nämlich  ft=:=25  =  5' .  1  ==a'ft'.  Es  ist  also  nach- 
zusehen, ob  es  Auflösungen  mit  dem  gemeinschaftlichen  Maasse 
a=s=5  gibt.  Zu  dem  Ende  findet  man,  dass  es  nur  Eine,  und  zwar 
symmetrische  Reihe  der  durch  A'  =  1  theilbaren  Zahlen  J-  von 

der  Form  —  1  —  p*  gibt,  für  welche  p=  0,  also  üf'  = —         ' 

tCTi  4-0 
ist.     Hier  sind  die  beiden  Werthe  K' = -^       identisch, 

und  man  muss,  da  sich  in  der  Periode  von  K  und  K'  die  Grösse 
P=:0  und  für  Q  die  numerisch  gleichen  Werthe  — 1,  1  her- 
ausstellen, entweder  K  oder  JC'  mit  den  beiden  vorhin  genann- 
ten gleichen  Perioden  entwickeln  und  darauf  kombiniren. 

Die  ursprüngliche  Entwickelung  von  K  enthält  jedoch  schon 
unter  den  Grössen  (— l)"ßn  den  Werth  k'  =  i  mehrere  Mal, 
und  man  sieht  sofort,  dass  diesem  Werthe  die  beiden  verschie- 
denen Auflösungen  j?'  =  0,  y'  =  1  und  4?'  =  1 ,  y'  =  0  entspre- 
chen. Demnach  kann  man  sich  alle  weitere  Rechnung  ersparten. 
Man  hat  als  Auflösungen  mit  ^em  gemeinschaftlichen  MaassQ  5 

iF=5j7'  =  0,    5 
y==5y'=5,   0 

Auch  in  diesen  beiden  Auflösungen  können  noch  die  Zei- 
chen von  X  und  y  einzeln  und  zusammen  umgekehrt  werden. 

$.  118.    Mhikna  der  quadroHschen  Wonmeu. 

I.  Der  von  zwei  Unbekannten  x,  y  abhängige  homogene  Aus- 
druck ax^-^2bxy  —  cy*,  in  welchem  jedes  Glied  vom  zweiten 
Grade  ist  und  das  mit  beiden  Unbekannten  behaftete  mittlere 
Glied  einen  paaren  Koeffizienten  besitzt^  heisst  nach  Gauss  eine 
binäre  quadratische  Form,  wogegen  ähnliche  Ausdrücke 
mit  drei,  vier  etc.  Unbekannten  ternäre,  quaternäre  etc. 
Formen  heis&en.  Wenn  man  es  bei  einer  Untersnchniig  im- 
mer nur  mit  quadratischen  Formen  zu  thun  hat^  welche  dieselbe 
Anzahl  von  Unbekannten  enthalten;  so  gebraucht  man  auch  der 
Kürze  wegen  die  allgemeine  Bezeichnung  quadratische  For- 
men für  die  eben  vorliegende  spezielle  Gattung'. 

Die  linken  Seiten  der  bisher  behandelten  unbestimmten 
Gleichungen  vom  zweiten  Grade  sind  also  quadratische  For- 
men (und  zwar  binäre).    Bei  der  Auflösung  solbher  Gleichun- 

Scheiner*s  unbestimmte  Analytik.  20 
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gQD  sind  alle  Kriterien  von  WichiigkeU,  an  welchen  man,  ohne 
das  ganze  Auflösungsverfahren  ausführen  zu  noiisseo,  die  Mög- 
lichkeit   oder    Unmöglichkeit    der    Auflösung     erkennen 
kann.     Einige  Merkmale   dieser  Art  ergehen  sich  aus  der  Un- 
tersuchung der  Minima,    welche  eine  quadratische  Form  für 
alle  denkbaren  Werthe  der  Unbekannten  x,  y  anzunehraen  veiv 
mag.     Dabei  bemerken  wir,  dass  durch  Absonderung  der  qua- 
draiischen  Faktoren  von  dem  konstanten  Gliede  h  auf  der  rechten 
Seile  die  Auflösung  der  Gleichung  immer  leicht  auf  eine  Auf- 
lösung in  relativ  primen  Zahlen  zurückgeführt  wird.  Demnach 
•können  wir  die  Betrachtung  auf  diejenigen  Minima  beschräokeo, 
welche  eine  quadratische  Form  durch  die  Substitution  beliebiger 
relativ   primen    Werthe  für  x  und  y  anzunehmen   verra«^. 
Hierdurch  ist  denn  auch  die  Substitution  07=0,  y==Oy  welche 
jede  willkürliche  Zahl  zum  gemeinschaftlichen  Maasse  kat  und 
den  Werth  der  quadratischen  Form  stets  auf  0  reduzirt,    aas- 
geschlossen. 

Es  ist  nun  wichtig,  nicht  bloss  den  kleinsten  absoluten 
Werth,  welchen  k  anzunehmen  vermag,  sondern  auch  den  klein- 
sten positiven  und  den  kleinsten  negativen  Werth  von  ky 
jeden  für  sich  zu  kennen,  also  resp.  das  absolute,  das 
positive  und  das  negative  Minimum  von  k  zu  bestimmen. 
Ferner  ist  es  wichtig,  bis  zu  einem  gewissen  Gränzwerthe  hinauf, 
vom  Werthe  0  an  gerechnet,  alle  Zahlen  zu  ermitteln,  welche 
für  k  auftreten  können.  Unter  dem  letzteren  Gesichtspunkte 
kommen  dann  mehrere  unterhalb  einer  gewissen  Gränze 
liegende  Minima  von  ä  in  Betracht.  Bei  dieser  Untersu- 
chung sind,  wie  früher,  verschiedene  Fälle  je  nach  der  Be- 
schaffenheit der  Determinante  1>  =  6*-|-öc  gesondert  zu  be- 
trachten. 

* 

II.  Wenn  die  Deterininante  D  positiv  und  kein 
Quadrat    ist;     so     ist     die     Kettenbruchsentwickelung    von 

Ksss r*       =5= 3I_  unendlich  und  periodisch.'  Aus  §.  65 

und  den  späteren  Untersuchungen  erhellet,  dass  bei  keiner  £ot- 
wickelung  von  K  unter  den  Grössen  i^„,  mithin  auch  nicht  unter 
den  Grössen  {—\YQ^  =  k  andere  Werthe,   welche  numerisch 

<^  yD  sind,  vorkommen  können,  als  welche  in  der  Periode  von 
K  bei  grössten  Subquotienten  zur  Erscheinung  kommen.   Hieraus 

erkennt  man  also  alle  absoluten  Minima  von  Ä,  welche  <^  Y^ 

sind.  Ist  mithin  der  gegebene  Werth  von  k  numerisch  <  VIÖ 
und  nicht  in  der  Periode  der  Grössen  Q  enthalten;  so  ist  die 
Auflösung  (in  relativ  primen  Zahlen)  unmöglich.    Da  der  Werth 

1  stets  <^.  V^  sein  wird;   so  ist,   wenn  Ä  =  2b^  gegeben   ist, 
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die  AuflösuDg  Jederzeit  uemögliGb,  wenn  nicht  der  Werlh^  =  l 
in  der  fraglichen  Periode  vorkommt. 

In  dem  Beispiele  des  §.  103  ist  Z^=s37.  In  der  Periode 
der  Grössen  Q  kommen  nur  die  Werthe  3  und  4  vor,   welche 

<^  Y27  oder  ^  6  sind.  Die  rechte  Saite  jener  Gleichung  kann 
also  (für  relativ  prime  Werthe  von  o?,  y)  keinen  der  absoluten 
Werthe  0^  1,  2,  5,  6  annehmen. 

Da  in  der  Periode  der  Q  stets  mindestens  Ein  Werth  <[  V^D 
vorkommen  muss;  so  folgt,   dass  es  stets  möglich  ist,  den  nur- 

merischen  Werth  der  quadratischen  Form  <  YD  zu  machen. 
Was  die  positiven    und  die    negativen   Minima  von  k 

betriflt,  welche  numerisch  <C  VlÖ  sind;  so  sind  Dies  diejenigen 
W^erthe,  welche  in  der  Periode  der  Grössen  ( — l)"^n  vorkom- 
men. Jim  Dies  einzusehen,  beachte  raan^  dass  wenn  der  Aus- 
druck K  auf  irgend  zwei  verschiedene  Weisen  so  in  einen  Ket- 
4enbruch  entwickelt  ist,  dass  beliebige  willkürliche  Quotienten 
vorangehen  und  von  einer  gewissen  Stelle  an  nur  grösste  Sub- 
quotienten  folgen,  die  Zeiger  der  übereinstimmenden  Glieder  in 
der  Periode  der  Grössen  ( — I)"  ^i  aus  jenen  beiden  Entwicke- 
lungen  stets  eine  paare  Differenz  besitzen.  Ist  nun  q  irgend 
ein  möglicher  Werth  von  k;  so  muss  derselbe  unter  den  Grös- 
sen (—  1)"  Qn  in  irgend  einer  Entwickelung  von  K  anzutreffen 
sein.  Denken  wir^  uns,  diese  Entwickelung  sei  dargestellt  und 
darin  (~l)'^ß„  =  y,  also^n  =  (— l)"y  =  ±f  Wäre*(— l)'^jf 
posit-iv;  so  müsste  dasselbe,  da  es  <^  Y^  ^^U  wenn  man  sich 
vo'^  «0  an  lauter  grösste  Subquotienten  genommen  denkl,  nach 
§.65  in  der  sofort  beginnenden  Periode  der  Grössen  Q  und 
demnach  q  in  der  Periode  der  Grössen  (—1)°  Qu  liegen.  Wäre 
dagegen  Qu  =  ( —  ^Yq  negativ;  so  erzeuge*  man  erst  nach 
§.  71  durch  Einführung  der  drei  Quotienten  an  =  l,  fl»-|-i  =  —  1, 
an-l-2=l  bei  dem  Zeiger  n-|-3  den  entgegengesetzten,  also 
positiven  Werth  ßn+a.  Lässt  man  jetzt  von  au+9  an 
lauter  grösste  Subquotienten  folgen;  so  muss  Qu+s  nach 
§.  65  in  der  sofort  beginnenden  Periode  der  Grössen  Q^  mit- 
hin {-'\y+^  Qn^i  =  {—iy  Qn  =  q  in  der  Periode  der  Grössen 
(-iYQn  liegen. 

Wenn  die  Periode  von  /f ,  also  auch  die  der  Grössen  Q^ 
unpaar  ist;  so  enthält  bekannllich  die  Periode  der  Grössen 
( — ^yQ»>  welche  stets  paar  ist,  jeden  periodischen  Werth 
von  Qf  also  jeden  möglichen  Werth  von  k  sowol  mit  positi- 
\em,  wie  auch  mit  negativem  Zeichen. 

In  dem  ßeispiele  des  §.  103,  wo  die  Periode  von  K  drei- 
gliedrig, also  die  der  Grössen  ( — 1)'^^b  sechsgliedrig  ist,  hat 
man  also  als  positive  Minima  ^6  die  Werthe  3,  4  und  als 
negative  Minima  — 3,  — 4.     Demnach  kann  die  rechte  Seile 

20* 
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jener   Gleichung  von  den    Zahlen,    welche  absolat  ^^   sind, 

nur  die  Werlhe  Hb3,  ^b^  annehmen,  wogegen   0,  +1,  +2, 
^5,  +6  unmögliche  Werthe  von  k  sind. 

Im  Beispiele  des  §.  101,  wo  1>=Ü,  also  VD>Z  ist, 
kommen  in  der  zweigliedrigen  Periode  der  Grössen  ( — 1)"  ^« 
nur  die  Werthe  — 1  und  2  vor.  Dieses  sind  also  von  allen 
Zahlen,  welche  absolut  ^3  sind,  die  einzigen^  auf  die  der 
Werth  von  k  gebracht  werden  kann.  Unmögliche  Werlhe  von 
i  sind  in  diesem  Falle  0,  1,  — 2,  ^3. 

III.  Wenn  die  Determinante  D  ein  Quadrat  ist,  auch 
den  Fall  D  gleich  null  mit  eingeschlossen;  so  kann  k  stets 
=  0  werden,  weil  das  letzte  Q  im  Schlüsse  der  Entwickelung 
von  K  immer  =  0  ist.  Das  absolute  Minimum  der  quadrati- 
schen Form  ist  also  =0.  Wir  bemerken  noch,  dass  wenn  io 
einer  Entwickelung  von  K  unter  den  Grössen  Q  der  numerische 
Werth  1  vorkommt,  diese  Grösse  immer  dem  vorletzten  Wprthe 
des  beim  nächsten  Zeiger  erfolgenden  Schlusses  angehört.  Wenn 
also  k  =  ^i  ein  möglicher  Werth  sein  soll;  so  muss  das  vor- 
letzte Q  des  Schlusses  in  kleinsten  positiven  Zahlen 
(§.  90)  den  Werth  1  haben^  und  wenn  man  dieses  Q  mit  Qo^t 
bezeichnet,  so  muss  ( — ly-^  Q^^i  =  k  =  +{  sein.  (FürD  =  l 
hat  man  auf  die  in  §.  90  bezeichnete  Zweideutigkeit  des  Schlus- 
ses in  kleinsten  positiven  Zahlen  zu  achten,  «sobald  ^q.i=1  ist, 
indem  alsdann  stets  (—  1)°"*  jpB-i  =  1  und  auch  =  —  1  gemacht 
werden  kann.) 

IV.  Wenn  die  Determinante  — D  negativ  ist;  so  sind 
bekanntlich  die  Werthe  der  Koeffizienten  a  und  —  c  entweder 
beide  positiv  oder  beide  negatrv.  Im  ersteren  Falle  kann  k 
nur  positive,,  im  letzteren  dagegen  nur  negative  Werthe 
annehmen.  Das  Minimum  von  k  ist  nach  §.  96  zu  bestimmen, 
und  macht  bekanntlich  auch  einen  Werth  von  Q  in  der  Periode 
in  kleinsten  Zahlen  aus.  Dasselbe  ist  stets  I>  0.  Soll  also  k 
den  absoluten  Werth  1  haben;  so  muss  dasselbe  offenbar  das 
Minimum  von  k  sein. 

Hiernach  kann  z.  B.  in  dem  Beispiele  des  §.115  die  rechte 
Seite   der   gegebenen  Gleichung    nur    positive   Werthe  >3 
'  annehmen,  da  dort  das  Minimum  von  Q  =  3  gefunden  ist. 

V.  Alles  Vorstehende  setzt  voraus,  dass  für  x  und  y  nur 
relativ  prime  Wahlen  substituirt  werden.  Bei  Zulassung  von 
Zahlen  mit  gemeinschaftlichem  Maasse  a  ändern  sich  die  Werthe 
der  Minima  in  leicht  zu  erkennender  Weise. 

Zuvörderst  aber  leuchtet  ein,  dass  wenn  x  und  y  das  ge- 
meinschaftliche Maass  a  haben  sollen^  k  den  quadratischen 
Faktor  a*  besitzen  muss. 

Denkt  man  sich  nun  für  a  nach  und  nach  die  Werthe  0, 
1,  2,  3..:  gesetzt;  so  ist  klar,  dass  für  07  =  0,  y  =  0  jede  qua- 
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dratische  Forna  das  Mintroom  ksssrQ  annebmen  kann.  Schliesst 
man  diesen  Wer(h  aas;  so  leuchtet  ferner  ein,  dass  auch  ffir 
Zahlen  mit  gemeinschaftlichem  Maasse  der  absolute  Werlb  von 
k  nicht  kleiner  werden  kann,  als  das  kleinste  vorhin  für  die 
einzelnen  Fälle  bezeichnete  Minimum,  indem  dieses  dem  klein- 
sten gemeinschaftlichen  Maasse  a  =  1  entspricht.  Überhaupt 
erhält  man  die  Minima  von  k  für  irgend  ein  gegebenes  gemein- 
schaftliches Maass  a,  indem  man  die  obigen  Minima  mit  a* 
multiplizirt.  Auf  das  Zeichen  von  k  hat  das  gemeinschaftliche 
Maass  keinen  Einfluss. 

So  würden  z.B.  in  dem  Beispiele  des  §.  103  unter  der 
Bedingung,   dass  x  und  y  das  gemeinschaftliche  Maass   3  be- 

sässen,  da  dort  )^1>>6  ist,  die  positiven  und  negativen  Minima, 
welche"  ^3*.  6  d.  i.  ^54  sind,  die  namerischen  Werlhe 
3«. 3  =  27  und  3*. 4  =  36  besitzen. 

§.  119.    HedukHan  einer  quadratischen  Gleichung  auf  eine 
andere,  deren  rechte  Seite  den  Werth  1  hat* 

I.  Nach  vorstehendem  Paragraphen  zeichnet  sich  der  Fall, 
wo  die  rechte  Seite  der  gegebeneu  Gleichung  &=>c+l  ist,  da- 
durch aus,  dass  wenn  dieselbe  möglich  sein  soll,  der  Werth 
(—  lj*»ßn  =  Ä=4:^  nothwendig  in  der  Periode,  resp.  indem 
Schlüsse  in  kleinsten  Zahlen  vorkommen  muss. 

Bestätigt  sich  Dies^  ist  also  die  Glercbung  möglich;  so  ist 
auch  die  Auflösung  leicht  2u  beschaffen;  denn  für.^=^=^i 
gibt  es  stets  nur  eine  einzige  und  zwar  symmetrische  Reihe  cler 
durch  q  theilbaren  Zahlen  J  von  der  Form  D — p',  für  welche 

p=rO,  also  K'  =   -.    ' —  ist.     Man  braucht   nicht  einmal  üT' 

"I   1 

in  einen  Kettenbroch  zu  entwickeln  und  mit  K  zu  kombiniren, 
weil  jetzt  schon  die  Entwickelung  von  Jif,  wenn  D  ein  Quadrat 
oder  negativ  ist,  die  aus  einer  Kombination  mit  K'  zu  erwar- 
tende endliche  Menge,  oder  wenn  D  positiv  und  nicht  qua« 
dratisch  ist,  zwei  benachbarte  von  der  aus  jener  Kombi- 
nation zu  erwartenden  unendlichen  Menge  von  Auflösun- 
gen ergibt,  auf  welche  maü  sofort  die  Rekursionsformel  aus  §.  84 
in  Anwendung  bringen  kann. 

Endlich  kommen  in  diesem  Falle,  wo  ftass;^!  keiae  qua*- 
dratischen  Faktoren  >- 1  besitzt,  keine  Aiiflös>aogen  mit  gemein- 
schaftlichem Maasse  in  Betracht. 

Aus  allen  diesen  Gründen  ist  es  interessant,  dass  man  im  Stande 
ist>  die  Auflösung  einer  jeden  Gleichung,  in  welcher  k  einen 
beliebigen  Werth  bat,  auf  die  Auflösung  einer  andern  zurück- 
zuführen, in  welcher  die  rechte  Seite  s^l  ist. 
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II.     Zu  diesem  Ende  kann   man  nach  Lagranges  Za- 
8  ätzen  ZQ  Eulers  Algebra,  §.  80  in  der  gegebenen  Gleichung 

(1)  ax*  —  tbcpy  —  cy*  =  k 

fQr  die  Eine  Unbekannte  a:  einen  Werth  von  der  Form 

(2)  s=py  —  kz 

setzen,  worin  z  eine  andere  Unbekannte  ist,  und  die  ganze  Zahl 
p  sogleich  noch  näher  bestimmt  werden  soll. 

Was  zunächst  die  Zulässigkeit  der  Substitution  (2) 
betrifft;  so  ist  klar,  dass  dieselbe  gerechtfertigt  sein  würde^ 
wenn  man  überzeugt  wäre,  dass  y  und  k  relativ  prim  wären, 
weil  alsdann  die  61.  (2)  wie  eine  unbestimmte  Gleichung  vom 
ersten  Grade  mit  den  beiden  Unbekannten  p  und  z  angesehen 
werden  kann ,  welche  dann  nothwendig  für  p  und  z  ganze 
Werthe  zulassen  muss. 

Nun  erbellet  aus  Gl.  (1),  dass  wenn  y  und  k  ein  gemein- 
schaftliches Maass  m  besässen,  dieses  Maass  auch  in  dem  Gliede 
ax^  enthalten  sein  müsste.  Es  kann  aber  nicht  in  x*  enthal- 
ten sein,  weil  x  und  y  als  relativ  prim  vorausgesetzt  werden. 
Demnach  müsste  m  in  dem  Koeffizienten  a  enthalten  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  a  und  k  relativ  prim  sind  (also 
jedenfalls  wenn  man  a  =  1  hat)  auch  y  mit  k  relativ  prim  und 
folglich  die  Substitution  (2),  zulässig  ist. 

Wenn  jedoch  a  und  k  irgend  ein  gemeinschaftliches  Maass 
iii}>l  besitzen;  so  reicht  die  Substitution  (2)  und  die  darauf 
sich  stützende  weitere  Rechnung  zur  vollständigen  Auflösung  der 
Gl.  (t)  nicht  ans;  man  muss  vielmehr  noch  besonders  unter- 
suchen, ob  es  Werthe  von  y  geben  kann,  welche  ein  Vielfa- 
ches von  m  sind.     Zu  diesem  Ende  setze  man 

a  =  ma,  y  =  tny\  k  =  mk' 

Dies  gibt,  statt  Gl.  (1),  wenn  man  dieselbe  durch  m  divi- 
dirtj  die  neue  Gleichung 

a  x^  —  2  bxy  —  c  my^  =  U 
welche  ebenso-,  wie  die  Gl.  (t)  zu  behandeln  ist,  indem  man 
statt  Gl.  (2)  die  folgende  setzt 

x=^py  — K  z 

Für  m  ist  nun  nach  und-  nach  jedes  gemeinschaftliche 
Maass  von  a  und  k  zu  nehmen  und  jede  daraus  sich  ergebende 
Gleichung  nach  der  folgenden  Methode  für  sich  zu   behandeln. 

Durch  die  Substitution  des  Werthes  von  w  aus  Gl.  (2)  in 
Gl.  (1)  erhält  man 

(ap*  — 26p  — c)y*  — 2*  (ap  —  i)yÄ-f  «****  =  * 
und  wenn  man  durch  k  dividirt,  ti^elche  Grösse  nicht  in  y^  ent- 
halten sein  kann,  da  y  und  k  relativ  prim  sind,  welche  ajso  in 
dem  Koeffizienten  von  y*  enthalten  sein  mnss^ 
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(3)  (^P'~YP'-'~)f'-2iap-b)yz  +  aH^  =  l 
Jetzt  bestimmt  man  die  Grösse  p  so,  dass 

(4)  — r-^- =  r  einß  ganze  Zahl 

oder  tfj)*  —  2bp  —  c  durch  k  theilbar  ist.  Man  bemerkt  leicht^ 
dass  wenn  p  irgend  ein  Werth  von  dieser  Beschaffenheit  ist, 
auch /?-(-«£? ft,  worin  w  vollkonimen  willkürlich  bleibt,  ein  solcher 
sein  wird.  Demnach  gibt  es  ebenso,  wie  bei  den  in  §.  75  fl*. 
geführten  Untersuchungen,  entweder  gar  keine  oder  gewisse 
Reihen  der  Zahleu  von  der  Form  ap^  —  2bp  —  c,  welche 
sich  sän^mtlich  herausstellen^  wenn  man  für  p  nach  und  nach 
alle  ganzen  Zahlen  0,  H;:;  I ,  i  -2?  +  3  . . .  bis  hinauf  zu  derje- 

nigen  setzt,  welche  numerisch  ^-^  ist.     Man  findet  auch,  dass 

es  in  Absicht  auf  die  vorliegende  Untersuchung  nur  darauf  an- 
kommt, von  jeder  verschiedenen  Reihe  Einen  Werth 
von  j9  in  Gl.  (3)  zu  substituiren,  wozu  man  also  den  numerisch 
kleinsten  nehmen  kann.  Denn  eine  Substitution  von  p-\-wk 
für  p  würde  keinen  andern  Eüekt  haben,  als  eine  Substitution 
von  z  —  wy  Tür  z  in  Gl.  (2); 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  sich  der  Aus- 
druck (4)  in  die  Form 

ak 
oder  wenn  man  b^-\'ac=^D  und  ap  —  b  =  P  setzt,  in  die  Form 

L — ^"^^  bringen  lüsst,  in  welcher  derselbe  nach §.75  oder 

76  behandelt  werden  kann,  um  zuvörderst  zulässige  Werlhe  für 

P=ap  —  b    zu  erhalten,    welche  so   beschaffen  sein   müssen, 

P+b' 
dass  p=-« — ' —  eine  ganze  Zahl  ist. 

Die  Gl.  (3)  ^hat  hiernach  die  Form 

(5).  ry«  —  2  Py Ä  +  akz^  =  l  . 

Nachdem  hieraas  y  und  z  in  ganzen  Zahlen  gefanden  sind, 
ergibt  sich  nach  Gl.  (2)  auch  a  als  ganze  Zahl. 

III.  Eine  der  vorstehenden  ähnliche  Transfornis^ion  schickt 
Lagrange  der  von  ihm  eingeschlagenen  Methode  zar  Auflö-' 
sung  der  im  gegenwärtigen  Abschnitte  behandelten  Gleichungen 
in  ganzen  Zahlen  voraus.    (S.  dessen  Zusätze  zu  Eul^ers  Algebra.) 

Wir  müssen  darauf  Verzicht  leisten,  jene  Methode,  womit 
Lagrange  in  dem  vor  seiner  Zeit  noch  wenig  kaltivirten  Oe-^ 
biete  der  unbestimmten  Analytik  die  Bahn  gebrochen  hat,  hier 
ebenfalls  noch  mitzutbeilen,  da  dieselbe  bei  ihrer,  praktiscbea' 


1 
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Aasführang  theils  wegen  der  vorstehendeo  TransftrmatioD,  theüs 
wegen  der  weiteren  Rechnungen  sich  als  umständlicher  .und 
weniger  übersichtlich  erweisen  dürfte,  als  die  unsrige. 

Wir  bemerken  noch,   dass  Lagrange  nicht  für  die   ver- 
schiedenen Fälle,  welche  sich  ergeben,  jenachdem  die  Determi- 
nante D  positiv  und   nichtquadratisch,   quadratisch,   null   oder 
negativ  ist,    eine    einzige,    auf  demselben   Prinzipe   beruhende 
Auflösungsmethode   an   die   Hand   gibt,    sondern    jeden    dieser 
Fälle  nach  eigenthümlichen  Regeln   behandelt.     Obgleich   man 
in  der  Praxis  in  denjenigen  Fällen,  wo  die  Determinante    qua- 
dratisch oder  negativ  ist,  häufig  auf  einem   einfacheren  Wege, 
als  nach   unserer  Methode  zum   Ziele   gelangen   kann,    wie   in 
§.  121  und  122  gezeigt  werden  soll;  so  dürfte   diese  Methode 
doch  auch  hinsichtlich  der  letzteren  Fälle  ein  bedeutendes  wis- 
senschaftliches Interesse  ans   dem  Grunde  erwecken,    weil  sie 
sich   als   ein   völlig    allgemeines  Verfahren    zur  Auflösung   der 
fraglichen  Gleichungen  erweiset 

Legendre  in  der  Theorie  des  nombres  reproduzirt  mit 
geringen  Veränderungen  die  Methoden  von  Lagrange. 

$.  120.     Meriegun§  einer  MaM  in  ihre  JPHmfakioren  vmd 
XrmMtehing  4er  ^uadraiUchen  Wakt^ren  einer  MahM. 

I.  Die  Kenntniss  der  Faktoren  einer  Zahl  k  hat  sieh  bei 
der  Behandlung  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  zweiten 
Grade  schon  mehrfach  als  ein  Bedürfniss  erwiesen.  Namentlich 
muss  man,  wenn  k  die  rechte  Seite  einer  solchen  Gleichung 
ist,,  die  quadratischen  Faktoren  davon  kennen,  um  alle  mög- 
lichen Auflösungen  zu  finden. 

Das  einfachste  mechanische  Hnlfsmittel  zur  Auffindung  dieser 
Faktoren  ist  der  Gebrauch  einer  hinreichend  ausgedehnten 
Faktorentafel. 

Handelt  es  sich  jedoch  um  eine  wissenschaftliche  Auflösung 
jles  hierin  liegenden  Problems  nach  bestimmten  Regeln;  so  tritt 
in  den  Vordergrund  das  bekannte  Verfahren  der  Versuchsdi- 
visionen mit  den  sukzessiv  höher  werdenden  Primzahlen.  Dieses 
Verfahren  ist  durchaus  wissenschaftlieh,  weil  es  stets  nach  einer 
endlichen  Menge  von  bestimmten  Operationen  zum  Ziele  fiihrf. 

Man  braucht  den  Divisor  niemals  über  Ylk  hinaus  wachsen  zu 
lassen,  um  alle  verschiedenen  Faktoren  von  k  zu  erhalten,  aus  denen 
sich  dann  auch  leicht  alle  Primfaktoren  von  k  bestimmen  lassen. 
Dieses  Problem  macht  übrigens  in  Wahrheit  eine  Aufgabe 
der  unbestimmten  Analytik  aus,  da  es  offenbar  darauf  ankommt^ 
die  unbestimmte  Gleichung  vom  zweiten  Grade  xy=k  in  ganzen 
Zahlen  aufzulösen.  Dies  kann,  wenn  vorläufig  für  x  und  y  nur 
relativ  prime  Zahlen  erwartet  werden,  nach  der  obigen  Methode 
geschehen,  indem  man  danach  aÜe  je  zwei  verscluedenen  re-* 
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laiiv  primeD  Faktoren  x,  y  von   k  erhält.     Ein  Beispiel   dieser 
Art  isl  in  §.  113  durchgeführt.     Sind   also   a,  b,  c,  d...  ver- 
schiedene PrioKEabJen  und  k=1i  ,a^b^c^d^ ...;  so  werden  sich 
folgende  Auflösungen  in  relativ  prhnen  Zahlen 
a?=l  ««  ifi  elc.    a^b^       a^c^       etc.    a^b^c^  etc. 

ergeben,  aus  denen  man  mit  Leichtigkeit  durch  Division  mit 
den  kleineren  Werthen  von  x  und  y  in  die  grösseren  die  Po- 
tenzen der  verschiedenen  in  h  enthaltenen  Primzahlen  a",  (ß, 
c^ . . .  ermitteln  wird. 

Zar  Darstellung  der  Grössen  a",  b^.  c^ ...  kann  man  auch 
erst  k  in  irgend  zwei  Faktoren  x,  y,  alsdann  x  für  sich  und  y 
für  sich  in  zwei  Faktoren  u.  s»  w.  zerlegen,  was  sich  dadurch 
empfiehlt,  dass  alsdann  die  Rechnung  immer  mehr  und  mehr 
auf  kleinere  Zahlen  beschränkt  wird. 

£s  käme  dann  nur  noch  auf  die  Bestimmung  der  Prim- 
zahlen a,  bf  c...  und  deren  Exponenten  a^  ß,  y...  an.  Zu 
diesem  Ende  wird  man  aus  jeder  der  Zahlen  a^,  b^,  c^ ...  die 
Wurzeln  vom  Grade  2,  3,  4...  ziehen,  um  nachzusehen,  oh 
2,  B.  a^  eine  höhere  Potenz  von  einer  andern  Zahl  a  sein  kann, 
oder  ob  sie  selbst  eine  Primzahl  ist. 

-Um  zu  wissen,  bis  zu  welchem  Grade  diese  Wurzelatiszie- 
faungen  höchstens  ausgeführt  zu  werden  brauchen,  und  um  die 
Rechnung  möglichst  zu  vereinfachen,  beachte  man^  dass  es  stets 
leicht  ist,  zu  prüfen,  ob  eine  gegebene  Zahl  a^  durch  irgend 
Eine  der  Ziffern  2,  3,  4^  5,..  6,  7,  8,  9  theilbar  sei  oder  nicht, 
also  auch ,  ob  und  welche  Potenz  sie  von  2,  3,  5  oder  7  sei. 
Angenommen,  man  habe  die  gegebene  Zahl  a^  durch  keine  der 
Zahlen  2,  3...  10  theilbar  gefunden ;  so  kann  dieselbe, 

wenn  sie  <[11'  oder         121  ist,   ,         nur  die  erste 
»       »    ^^ll'      »  1331    »     höchstens  die  zweite 

»       »    <11*     »        14641    »  »  »    dritte 

»       »    <11*      »      161051    »  »  »    vierte 

Potenz  einer  anderen  Zahl  sein  n.  s.  w. 

Um  zu  zeigen,  dass  unsere  Methode  selbst  bei  grossen 
Zahlen  unter  Umständen  zu  einer  ganz  einfachen  Rechnung 
führen  kann,  wollen  wir  danach  die  Zahl  9509  in  zwei  Faktoren 
zerlegen.     Verfährt  man  nach  §.  113;  so  hat  man  zu  setzen 

—  2a?y=  — 19018* 

Jetzt  sind  die  Reihen  der  Zahlen  J  von  der  Form  1  — p* 
zu  suchen,  welche  durch  19018  =  2.9509  theilbar  sind.  Wir 
suchen  demnach  dtd  durch  9509  theilbaren  Zahlen  und  neh- 
men daraus  diejenigen,  welche  auch  durch  2  theilbar  sind 
(§.  79).    Dabei  verfaliren  wir  nach  §.  77,  nehmen  also  für 


314    Fünfter  Absöhnm,    Quadr.  QhUfkunjim  mM  8  Unbek. 

fo  den  grössten  Subquotienlen  von  >  also  r©  =  0 

fi  den  kleinsten  Soperqaotienten  von ^— — ,    also 

rj  =  -^2376 
Dies  gibt  folgenden  Anfang  der  Rechnung,  worin  D ^  roq=D=si 
ist, 

r      D  —  rq 

9509  =  y" 

ro=   Ol 

—  1  9510 

—  2  19019 

—  3  28528 

—  4  38037 

—  5  47540 

—  6  57055 

—  7  66564  =  258« 

Demnach  ist  für  Eine  der  gesuchten  Reihen  sehr  bald  der 
Werth  j7  =  258  gefunden.  In  dieser  Reihe  ist  nicht  das  Glied 
Jissf  wol  aber  das  nächstfolgende  J9765)  sowie  das  nächstzartick- 
liegende  Jttsi  auch  durch  2,  mithin  durch  19018  theilbar.  Ent- 
wickelt man  also  K' = — ^ j"^o — ;  so  kommt 

19018 

n      P\       Q\        a'n 
-l  -4500 

0  9251     19018  0 

1  -9251    -4500  2 

2  251  14      .   18 

3  10-7 
4-100 
5            10 

Diese  Entwickelung  führt  erst  bei  dem  Zeiger  3  zu  einem 
Schlüsse,  in  welchem  das  vorletzte  ^=14  ist.  Dies  würde  kein 
Schlüss  in  kleinsten  positiven  Zahlen  sein.  Eia  solcher  ergibt 
sich  aber  nach  §.  90  Gl,  (1)  in  vorstehender  Weise  beim  Zeiger  5. 

.     ,  Ki4-i 

Unter  Beachtung  der  einfachen  Entwickelung  von  jBr= — ^ — 
in  §,  113  kann  man  jetzt  ir(l)  komb.  K'  (5)  bilden.    Dies  gibt 
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Hiernach  ist  a?=257,  y  =  3T  alfo  9509  =  257, 3T. 

II.  Es  muss  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden, 
dass  nachdem  eine  darch  k  theübare  Zahl  J  von  der  Form 
1  — p^  gefunden  ist,  die  Faktoren  von  k  auf  eine  weit  einfachere 
Weise,  ak  vermittelst  der  vorstehenden  Kettenbruchsentwickelung 
von  K  und  K'  dargestellt  werden  können.  Denn  nun  ist  für 
einen  bekannten  Werth  von  p  die  Grösse  p^  —  l^=^(p-\-^)  ip —  0 

=  rft,  also  ^=^  "^   ^  ^^ ^.     Es  ist  klar,  dass  r  entweder 

mit  p^i  oder  «ilt  p  —  1  oder  mit  beiden  ein  geraeinschaft- 
liebes  Maass  resp.  r  und  r"  haben  muss^  welches  sich  leicht 
ermitteln  und  absondern  lässt.     Alsdann  ergeben  sich  die  Fak- 

t)    I    l-     n  ""—  1 

toren  von  k  in  der  Form  k  =       -,     .  ^ — tt— . 

r  r 

Im   voiigen  Beispiele   war  für  ^=^9509   ein  Werth  von 

;?  =  258  gefunden,   indem  man  258*— 1  =7.9509  hat.     Dies 

gibt  9509  =  ^^^^=^.257  =  37.257. 

Ilf.  Man  kann  jede  un paare  Zahl  k  auch  durch  Auflö- 
sung der  Gleichung 

(s.  §.  111)  in  zwei  Faktoren  X==x-\-y  und  r=ar  — y  zer- 
legen. Denn  wenn  k  unpaar  ist;  so  stjid  je  zwei  Faktoren  X 
und   F,   welche  das  Produkt  k  bilden,  ebenfalls   unpaar.     Setzt 

X+F 
man  also  X=^x-\-y  und  F=a?--y;  so  muss  sowol  x  =  — ^ — , 

X Y 

als  auch  y  =  — - — --  eine  ganze  Zahl,  mithin  XY=x^ — y^  =  k 

in  ganzen  Zahlen  Tür  x  und  y  löslich  sein. 

Könnte  man  mit  Leichtigkeit  eine  Quadratzahl  y^  finden, 
welche,  zu  k  addirt,  wiederum  eine  Qnadratzabl  x^  ergäbe; 
so  hätte  man  sofort  Werthe  für  rr,  y,  welche  der  Gleichung 
/p*  =  Ä-f-y*i  also  auch  der  obigen  x^ — .y*=sk  genügten,  und  es 
wäre  sofort  für  die  gesuchten  Faktoren  X=x-^y  und  Y=x  —  y. 

Hierbei  muss  nothwendig  y^ — - —   sein.     Dies    erhellet, 

wenn  man  erwägt,  dass  in  x^  —y^  =  (x'-\-y)  {x  —  y)  =  k  stets 

ar-j-y^ft  und  j?  — y^l,   also 

y  —  x^  —  1 ,  folglich 

2y^Ä  — 1  oder  y^ — r — 
ist.  ^ 

Die  Auflösung  0?  =  — ~— ,  y  =  — r — ,  welche  den  Fakto- 
ren X=A,  F=i  entspricht,  ist  stets  möglich.    Gibt  es  ausser 
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y= 


—  keioe  Zahl  <^ 


deroD   Quadrat»   zu  U  ^ddirt. 


2       ^2 

eine  Quadratzahl  x^  hervorbringt;  so  ist  k  crne. Primzahl.  So 
viel  verschiedene  y  es  aber  gibt,  welche  jener  Bedingung  ge- 
nügen, in  ebenso  viel  verschiedenen  Weisen  lässt  sich  h  in  zwei 
Faktoren  zerlegen,  wobei  sowol  die  negativ  primen,  wie  die  mit 
gemeinschaftlichem  Maasse  zum  Vorschein  kotomen  werden. 

Die  letzte  Methode  der  Zerlegung  einer  Zahl  in  zwei  Fak- 
toren ist  von  Kaussler  in  dessen  Übersetzung  der  Zu- 
sätziB  von  Lagrange  zu  Eulers  Algebra,  Anhang  II, 
angegeben. 

X—  Y  .        . 

Da  y= — - —  ist;   so  folgt,   dass  y  desto  kleiner  ist,  je 

kleiner  die  Differenz  zwischen  den  beiden  Faktoren  X,  Y  der 
Z^hl  k  ist.  Die  letztere  Methode  gewährt  ako  da  deii  grössten 
Yortheil,  wo  die  beiden  Faktoren  von  k  möglichst  nahe  zusam- 
men liegen,  also  beide  zusammen  möglichst  gross  sind.  Dies 
ist  aber  gerade  derjenige  Fall,  wo  die  Versuchsdivisionen  mit 
den  aufsteigenden  Primzahlen  die  meiste  Mühe  verursachen 
würden. 

Es  sei  z.  B.  ft=  50621  zu  zerlegen.     Hier  hat  man. 

50621 -1-0«  =  50621 
50621 --1*  =  50622 
50621 -|- 2«  =  50625  =  225* 
also  ^  =  225^    y  =  2  und  demnach 

X=225  +  2  =  227,    7=225  —  2  =  223 
50621=227.223 

Die  Bildung  der  Zahlen  von  der  Form  k-^y*  also 
k,  A-fl,  k-^iy  &-f9...  erleichtert  sich  mit  Hülfe  der  Dif- 
ferenzr^ihen,  indem  man  hat 

*  =  Ä 

k4-   1=  Ä-(-l 

Ä—   4  =  (Ä— l)-k3 

ft—   9=(A--4)--5 

Ä4-16=(*4-9)-f-7 

IV.  Nachdem  man  alle  Primfaktoren  einer  Zahl  k  ermit- 
telt hat,  kann  man  mit  Leichtigkeit  auch  alle  quadratischeu 
Faktoren  von  k  angeben,  weiche  für  die  unbestimmten  Glei- 
chungen vom  zweiten  Grade  von  Wichtigkeit  sind. 

Diese  quadratischen  Faktoren  lassen  sich  übrigens  durch 
Versuchsdivisionen  in  einer  ähnlichen  Weise  finden,  wie  die 
einfachen  Prirofaktoren.  Zur  Vermeidung  unnölhiger  Arbeit  kann 
man  aber  in  diesem  Falle,  wo  man  vorzugsweise  die  etwa 
vorhandenen  quadratischen  Faktoren  darstellen  will,  folgen- 
des Verfahren  einschlagen. 
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Zuvörderst  sieht  man  nach,  ob  k  selbst  ein  Quadrat  a'  ist. 
Bestätigt  sich  Dies;  so  nimmt  man  die  Warzel  a  und  verfährt 
damit  aufs  neue  wie  mit  der  gegebenen  Zahl  k. 

Bestätigt  sich  jene  Annahme  jedoch  nicht;  so  beginnt  man 
mit  de»  aaf^tetgeAden  Primzahlen  zu  dividiren.  ,  Sobald  eine 
solche  Division  aufgeht,  also'  ein  Primfaktor  von  k  gefunden  ist, 
sondert  man  denselben  ah,  und  behandelt  den  verbleibenden 
Quotienten  wie  die  gegebene  Zahl. 

Eine  jede  Reihe,  von  Versuchsdivisionen  mit  den  aufstei- 
gendei\  PrimzahLen  a  bcaucht  aber,  wenn  man  nicht  schon  frü- 
her auf  einen  Faktor  des  Dividends  k  stösst,  offenbar  nur  so 
weit  fortgesetzt  zu  werden,  bis  der  Quotient,  welcher  sich  er- 
geben würde,  wenn  man  k  durch  das  Quadrat  a'  dividirte,  <^a 
werden  würde,  also  nur  bis  zu  derjenigen  höchsten  Primzahl  a, 

3   _ 

|ür  welchjs  noch   a^,a  oder  a'^i,    mithin  a<[|^Ä  ist.     Es 
braucht  also, 

wenn  &=       1000  ist^  a  höchstens  =   7  zu  sein 

»    »=    loaoo  »    »       »       =19  »    » 

»   ))=  100000  »   »    ))  .   =43  »   » 
»   »  =  1000000  ))   »    »     =97  »   )) 

Wäre  z.  B.  Ä=  347633  gegeben;  so  findet  man  zunächst, 
dass  k  kein  vollkommenes  Quadrat  ist.  Die  Versuchsdivisionen 
mit  den  aufsteigenden  Primzahlen  lehren,  dass  k  durch  11* 
theilbar  ist,  und  man  hat  347633  =  11'. 2873.  Jetzt  hat  man 
nachzusehen,  ob  2873  ein  Quadrat  sei^.  was  sich  nicht  bestätigt 
findet.  Die  Versuchsdivisionen^  bei  welchen  man  mit  der  Prim- 
zahl 11  beginnen  kann,  lehren  dann  ferner,  dass  die  letztere 
Zahl  dlflfrch  13*  theilbar  und  =13*.  17  ist.  Demnach  hat  man 
347638  =  (11.13)M  7. 

Wäre  fts=6t37,  welches  kein  Quadrat  ist,  gegeben;  so 
findet  man  durch  die  Versuchsdivisionen  zunächst,  dass  diese 
Zahl  durch  17  theilbar,  nämlich  =17.361  ist.  Untersucht  man 
jetzt,  ob  361  ehi  Quadrat  sei;  so  bestätigt  sich  Dies,  indem  man 
361  «19*  hat.    Demnach  ist  6137  =  19*.  17. 

Wäre  /;sc=8051  gegeben;  so  zeigt  sich  zuvörderst,  dass  k 
kein  Quadrat  ist.    Man  findet,  dass  diese  Zahl  durch  keine  der 

.8 

Primzahlen,  welche  <[  V8051  sind,  also  durch  keine  Primzahl 
Üs  einschliesslich  zur  Zahl  19  hinauf,  theilbar  ist.  Demnach 
kann  dieselbe  k<jinen  quadratischen  Faktoi*  besitzen.  Sie  ist 
aber=97.S3. 

$.  121.  J^esondere  Auftß^un^  der  unhe$timmien  Gleichungen 
r&m  0weUen  ^hrade^  «remt  dte  l^eiem^mainte  ein  €|aMulraf  wf  • 

I.  Bei  der  früheren  Behandlung  dieser  Gleichungen  assi- 
milirten  wir  die  in  der  Form 
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(1)  öa?"  — 2toy  — cy«  =  Ä. 

gegebene  Gleichung  der  Beziehung  (2)  aus  %  68,   welche  ist 

(2)  (?o  i»fn-i*  -  2Po  M^,  N^i  -  Q^i  JV»-i*  =  (- 1)»  Q. 
Wenn  die  Determinante  /^zsi'-j-ac)  ein  Quadrat  ist,  und 

man  gestattet  die  Voraussetzung,  dass  von  jeder  gegebenen  Zahl 
sämmtliebe  Faktoren  bekannt  seien ;  so  kann  man  sich  mit  Vor- 
theii  auch  der  Beziehung  (4)  aus  §.  68  bedienen,  welche  sich 
aus  der  vorstehenden  durch  Multiplikation  mit  ^o  ergibt  und 

(3)  (Qo  Jlfn-l  -Po  iVn-l)*  -Z>  JV„.i»  =  (-l)-  Qo  Qu 

ist.  MuUiplizirt  man  also  die  gegebene  GleichuBg  (1)  mit  dem 
Koeffizienten  a  und  setzt  die  quadratische  IXeterminante 

(4)  Z>:S=6*  +  «C=«=iP 

so  kommt 

(<M7  —  Jy)*  —  d'y*  aas  ak  oder 
(5)  [aa? -f- (rf  —  6) y]  [ax  —  (d-^b)y]  =  ak 

Sind  nun  py  q  zwei  Faktoren,  in  welche  sich  die  Zahl  ak 
zerlegen  lässt,   und  setzt  man 

ax'^{d-^b)y=p 
ÄO?  — (rf-j- J)y=jr 
so  folgt 

id-\-b)p-^{d--b)q__{p  +  q)d+{p--q)b  ,         . 

^^^        '^~  2ad  ""  2ad 

wonach  auch 

(8)     ^=Hii±l*y 

2a 
ist.  Man  hat  also  die  Zahl  ak  auf  t^lle  mögliche  Artaii  in  zwei 
Faktoren  p,  q  zu  zerlegen,  die  Werlhe  von  p  und  q  in  die  vor- 
stehenden Werthe  von  x  und  y  zu  substituiren,  uqd  dpnn  die- 
jenigen Werthe  von  x  und  y  heizubehalten,  welche  ganze 
Zahlen  sind. 

Die  Faktoren  p,  q  müssen  die  Grösse  ak  sowol  der  Grösse, 
als  auch  dem  Zeichen  nach  wiedergeben.  Man  kann  also  im- 
mer auch  die  Zeichen  von  p  und  q  gleichzeitig  umkehren.  In- 
dessen bemerlct  man  nach  den  obigen  Werthen  von  x  und  y, 
dass  eine  Umkehrung  der  Zeichen  von  p  und  q  nur  einen  Zei- 
chenwechsel von  X  und  y  zur  Folge  hat,  dass  man  also  die 
Umkehrung  der  Zeichen  von  p  und  q.  unterlassen  und  den  Effekt 
im  üesultate  darstellen  kann.  Ist  also  ak  positiv;  so  braucht 
man  p  und  q  nur  positiv  zu  nehmen:  ist  dagegen  ak  negativ; 
so  braucht  man  nur  p  positiv  und  q  oeg^tiv  zh  n^hjHien. 

Ferner  iat  zu  boftchteii,  dtss  «aefa  Gh  (4)  «laü  d  Mieh . —  d 
genommen  werden  kann.  Die  obigen  Ausdrücke  fQr  x  .und  y 
lehren  jedoch,    dass  eine  Umkehrung  des  Zeichens  von  d  den- 
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selben  Erfolg  hat,  wie  eine  VerwechseluBf  der  beiden  Faktoren 
p  und  q  miteinander.  Demnach  ist  die  Umkehrung  des  Zeichens 
von  d  überflüssig,  wenn  man  für  p,  q  alle  möglichen  numerisch 
verschiedeneii  Zerlegungen  von  ak  annimmt. 

Beispiel.     3ar*  —  10i7y  +  7y*  =  32. 
Hier  ist  Z>  =  6*  +  ac=5*-f  3  (— 7)  =  4  =  2»  also  rf=2. 
Ferner  ist  aÄ  =  3  .  32  =  96  mithin 

jps=96     48     32     24     16     12       6       6       4       3       2       1 
.      q^   1       2       3       4       6       8     12     16     24     32     48     96 

Za  branchbtren  Auflösnngeo  führen  jedoch  nur  die  Zerle- 
gungen p=3=24^  q  =  4t  und  j9=12,  ^£=8  und  man  hat  hierfilr 
nach  Gl.  (7)  und  (8)  resp. 

y  =   5 ,    i  also  aach  —    5 ,   —  1 
a?=13,    5  —13,    —5 

II.     Zu   der    im   gegenwärtigen    Paragraphen    betrachteten 
Klasse  von  Gleicfaungeii  gehdrt  stets  der  Fall,  wo  die  rechte 
Seite  gleich  null,   also  ft=s=0,  folglich 
(9)  oo?*  — 2ia^  — cy«=:0 

ist.  Da  nun  ak=Q;  so  ist  immer  Einer  der  beiden  Fakto* 
ren  p,  q,  null  und  der  andere  willkürlich.  Nimmt  man 
stets  qi=^  null  und  v  willkürlich;  so  muss  in  den  obigen 
Ausdrücken  für  sp  und  y  die  Grösse  d  zweideutig  genommen 
werden,  um  aUe  möglichen  Auflösungen  zu  erhalten.  Dies  gibt 
nach  Gl.  (7)  und  (6)    .. 

^^^>  *      2rf'   ^  2ad 

Hiernach  ist  zuvörderst,  damit  y  eine  ganze  Zahl  werde^ 
p=z2dv  zu  setzen,  worin  v  eine  willkürliche  ganze  Zahl  bleibt. 
Dies  gibt,  wenn  man  die  Zweideutigkeit  von  d  besser  markirt^ 

(11)  y=v,  x^^^=^=—^ 

Nun  muss  v  so  gewählt  werden,  dass  auch  x  eine  ganze 
Zahl,  also  (i^"l~*)^  ein  Vielfaches  von  a  wird.    Bezeichnet 

demnach  —  den  auf  seine  kleinste  Benennung  gebrachten  Bruch 

9 

— ^ — ' — =-^^ — -r—^ ;  sodass  r  und  8  relativ^  pnm  smd;  so 

muss  offenbar  v=8w  also 
(12)  x  =  rw  y  =  8W 

genommen  werden,  worin  w  willkürlich  bleibt,   und  wegen  der 
Zweideutigkeit  von   d  jede   der  beiden   Grössen  r  und  8  zwei 
verschiedene  Werthe  annehmen  kann. 
Für  das  Beispiel  aus  §.  108,  wo 

5iF^-|-8ay  — 4y«  =  0 
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gegeben  war,  hat  man  /)  =  36,  also  <2(=6  und 

r      +6  —  4  2  —2 

—  d.  i.  entweder  =-  oder  = 


8  5        '     •    •  5  "  '  1 

Hiernach  hat  man  für  r  und  s  die  beiden  Werthe  rs=2, 
«  =  5  und  r  =  —  2 ,  «  =  1 ,  folglich  die  Aüflösangen 

^'Xr==2w,    — 2tr 

III.  Ferner  gehört  hierher  der  Fall,  wo  in  der  gege- 
benen Gleichung  das  Quadrat  der  Einen  Unbekannten^ 
etwa  das  von  y,  fehlt,  also  cssO  ist.  HievRach  hat  man 
J)z=i(p=s:b^^  also  rf=6  und 

(13)  aa?*  — 2iay  =  Ä 

Dies  gibt  nach  den  Formeln  (6)  und  (7) 

(14)  .  =  £y=£-i 

Hiernach  hat  man  für  die  Gleichling 

3ä?*— 14a;y=e=5 
aus  §.  105  wegen  at==3.5=:i5 

p=15,    5,   3,     t 
q=    1,    3,    5,  15 
Von  diesen  Werthen  ist  nur  p=l,  jf^slS  brauchbar,  und 
Dies  gibt  ir=5,  y  =  l. 

In  diesem.  Falle  ist  es  übrigens  nicht  nothwendig,  dass  der 
Koeffizient  des  in  onf  multiplizirten  Gliedes  eine  paare  Zahl  2b 
sei.     Wäre 

(15)  aiv*-\-bxy=af(aX'-{-by)=^k 

!;egeben;  so  kann  man  einfach  k  in  zwei  Faktoren  p,  q  zer- 
egen  und 

(16)  x=p,  y  =  ^^ 

setzen,  worin  y  eine  ganze  Zahl  werden  muss. 

IV.  Auch  der  Fall,  wo  die  Quadrate  beider  Un- 
bekannten fehlen,  wo  also  a=0,  c=^0  und  demnach 
J)  =  d*z=b^  ist,  kommt  hier  in  Betracht.  Man  kann  jetzt  für 
die  Gleichung  2bsy==k  einfacher 

(17)  ay  =  k 

nehmen.  Eine  Multiplikation  mit  a=0  würde  jedoch  hier  un- 
statthaft sein,  weil  Dies  zu  der  identischen  Gleichung  0  =  0  führt. 
Diese  Operation  ist  aber  auch  unnütz,  indem  man  einfach  k  in 
zwei  Faktoren  p,  q  zvl  zerlegen  und 

(18)  a;z=:p,  y=:q 
zu  nehmen  hat. 

V.  Ausserdem  gehört  zu  der  obigen  Klasse  von  Gleichun- 
gen der  Fall,  wo  das  in  xy  multiplizirte. Glied  fehlt 
und  zugleich  c=a,  also  ax^  —  ay^:z=:k  ist.  Diese  Gleichung 
kann  auf  die  einfachere  Form 
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(19)  a?«  — y«==ft 

gebracht  werden,  in  welcher  man  l>  =  rf'  =  0*-|-l«l=l»  »Iso 
d=^\.  hat.  Hier  ist,  wenn  ak=s=k  in  die  beiden  Faktoren  p^  q 
zerlegt  ist,  nach  Gl.  (6)  und  (7) 

(20)  ^=£±5  y  =  P^ 

sodass  nur  die  Suinm^  und  die  DifTerenz  der  beiden  Faktoren 
Pf  q  paare  Zahlen  zu  sein  brauchen. 

Wäre  z.B.  x^ — y==24  gegeben;  so  hätte  man 
p  =  24     12     8     6     4     3       2       1 
q=    \       2     3     4     6     8     12     24 
Hier  sind  nur  die  Werthe 

p  =  12     6     4       2 

y=  2     4     6     12 

brauchbar^  und  ergeben  die  Auflösungen 

a?  =  7     5  5  7   \ 

y  =  5     1     —1     —5 
welche  noch  nnil  efttgegengesetxteü  Zeicbeo  genomneo  w^den 
können. 

VI.  Endlich  ist  hier  der  Fall  zo  betrachten,  wo  die  De- 
termiaanle  /?,  also  auch  d  gleich  null  ift.  Dieser  Fiall 
hat  aber  das  Eigenthümlicbe,  dass  nun  die  beiden  FodHovea  auf 
der  linken  Seite  der  Gl.  (5)  einander  gleich,   aUo 

ax — by=szp3^q 
sein  muss.  Hieraus  folgt,  dass  die  Zahl  ük  in  zwei  gleiche 
Faktoren  p,  q  zu  zerlegen  ist,  und  Dies  setzt  mit  Noth wendig- 
kejt  voraus,  dass  ak  ein  voUsU|ndiges  Quadrat  sei.  Wir  hpiben 
aber  schon  in  §.  114  gesehen,  dass  wenn  die  vier  Koeffizienten 
a,  2b,  Cf  k  von  ihrem  gemeinschaftlichen  Maasse  befreiet  sind, 
sowol  a,  wie  auch  k  für  sich  allein  ein  Quadrat  sein  muss, 
sodass  also  die  gegebene  Gleichung  in  die  Form 

(21)  rx^-2fgxy-^g^f=^{fx^gyy^k^ 
gestellt  werden  kann  und  in  die  beiden  Gleichungen 

(22)  /■^-^  =  ±Ä 
vom  ersten  Grade  zerfällt. 

$.  1!^2.   A^aondere  AufiÖ9WH9  der  unketHmtKiem  GMeh9m§em 
9^m  aweüen  Grade^  wenn  die  JDef eratlnaftle  negoHv  Ui* 

Au.ch  unij^r  diesen  Umstünden,  wo  die  Determinante  ne- 
gativ, ist^  wo  man  aJUo 

(1)  — Z>  =  ft«  +  ac? 
schreiben  kann,  lässt  sich  die  gegebene  Gleichung 

(2)  «a?*  —  2bxy  —  cy*  =  k 

nachdem  man  dieselbe  mit  a  multiplizirt  hat,  in  der  Form  der 
Gl.  (3)  des  vorhergehenden  Paragraphen  behandeln.  Man  hat 
alsdann 

Sehefn«r's  unbestiaunte  Analytik.  21 
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(3)  (iM;-6y)«-|-Z^»  =  a* 

Da  die  linke  Seite  positiv  ist,  mnss  es  aach  die  rechte  ak 
sein,  was  auch  schon  in  §.  It5  bemerkt  ist.  Da  {ax  —  hyY 
nicht  negativ  werden  kann;  so  kann  Dy*  den  Werth  ak  nicht 
übersteigen;  es  muss  also  sein 

(4)  Dy'-^ak,  folglich  y ^ )/§ 

Darch  Transposition  wird  nun  die  Gl.  (3),  indem  man  zar 
Abkiirzang 

(5)  ax  —  by  =  Zj  folglich 

(6)  ar  =  ^i-^  setzt, 

(7)  ak-'Djf^  =  z* 

Hiernach   substitaire  man   in   die   linke   Seite   der  Gl.  (6) 

"t  /nk- 

für  y  alle  positiven  ganzen  Zahlen  von  0  bis  f  jr  und  ermit- 
tele diejenigen,  Air  welche  diese  linke  Seite  ein  vollkommenes 
Quadrat  z*  wird.  Jeden  fdr  z  gefundenen  Werth  setze  man 
in  Gl.  (6)  nnd  behalte  nnr  diejenigen  bei,  für  welche  x  eine 
ganze  Zahl  wird.  Hierdurch  ergeben  sich  alle  zusammengehö- 
rigen Werthe  von  x,  y,  welche  AnfKtoangen  der  gegebenen  Glei- 
chung (2)  bilden.  Man  hat  aber  zu  beachten,  dass  jeder  zu- 
lässige Werth  von  z  und  y  für  sich  sowol  positiv,  wie  negativ 
genommen  werden  kann. 

Beispiel  1.     3a?*  —  10ay+lly*==:27 

In  diesem  schon  in  §.  115  behandelten  Beispiele  hat  man 
— 1>=  — 8  und  statt  Gl.  (7) 

81— 8y»  =  «^  '   _ 

l/81 
Hier  sind  für  y  alle  ganzen  Zahlen  bis  zu  y  —  also  bis -3 

zu  setzen.     Dies  gibt 

81— 8.ö*  =  81=9» 

81--8.1«  =  73 

81— 8.2»  =  49  =  7» 

81  —8.3«=    9  =  3» 

Von  den  hieraus  folgenden  Werthen  0,   +2,  ^3  für  y, 

welche  resp.  den  Werthen  ^9,   ;:t7,   ^3  für  z  entsprechen, 

wobei  jedoch  die  Zeichen  von  y  nnd  die  von  z  unabhängig  nnd 

willkürlich  sind,  hat  man  diejenigen  beizubehalten,  für  welche 

z   I    S  t# 
nach  Gl.  (6)  a?=      "^    ^  eine  ganze  Zahl  wird.     Dies   liefert 

folgende  Auflösungen 

x=3     —3  1—16     4     —6     —4 

ys=0          0  2     —2     3     3     —3     --3 

welche  auch  in  §.  115  gefunden  sind. 
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Beispiel  2.  Zu  der  vorsiehenden  Klasse  von  Gleichangea 
gebort  immer  der  Fall,  wo  das  in  ay  multiplizirte  Glied  fehlt, 
(also  6  =  0  ist)  und  a  and  c  ungleiche  oder  a  und  —  c  gleiche 
Zeichen  haben,  also  insofern  man  mit  a,  c,  k  drei  positive  Zah- 
len bezeichnet,  die  Gleichung 

(8)  ax^  -|-  c'y«  =  k 
Eine  Spezialität  dieser  Gleichung  ist 

(9)  rp'+y«  =  Ä 

Hier  ist  —  Z>  =  0*+ 1  (— 1)  =  — 1  und  statt  Gl.  (7) 
hat  man 

(10)  *  — y«  =  rF* 

indem  nach  Gl.  (6)  z=x  stets  eine  ganze  Zahl  ist. 
Wäre  z.  ß. 

rp»4-y«  =  41 

gegeben ;   so  muss  y  ^  VTT,  also  ^  6  sein.   Demnach  hat  man 

41  — 0«  =  4l 
41  — l«  =  40 
41— 2*  =  37 
41  — 3«  =  32 
41— 4«  =  25  =  5* 
41  —  5«=16  =  4* 
41  —  6«=  5 
folglich  a?  =  ^f:  5 ,   -^^ 

y=±4,  ±5 

worin  die  Zeichen  der  korrespondirenden  Werthe  von  x  and  y 
willkürlich  genommen  werden  können. 

$.  123.   Independente  Formeln  für  die  Aufldnmgen  der  unke* 

Mmtnten  GMchungen  «om  aweiten  Grade  mnt  poeiiiieer 

nicht  qnadratiecher  MPeienminunte* 

I.  Für  den  Fall ,  wo  die  Determinante  positiv  und  nicht 
quadratisch  ist,  wo  es  also  eine  unendliche  Menge  von  Auflö- 
sungen gibt,  sind  zuweilen  independente  Ausdrücke  für 
diese  Auflösungen  von  Interesse.  Nach  §.  100  gruppiren  sich 
diese  Auflösungen  in  Reihen,  welche  sich  nach  beiden  Seiten 
ins  Unendliche  fortsetzen.  Die  Glieder  einer  solchen  Reihe  sind 
dargestellt  durch 

^  ^n  -2     -1      0        1       S  n 

'x  =  ,..M...M  M  M  M  M...M... 

-D  _{     .1      0       1        S*  n 

y  =  ...iV...]V  N  N  N  N...N... 
Angenommen,  zwei  benachbarte  Auflösungen  dieser  Reihe^ 
nämlich 

0  1 

x  =  M    M 

0  1 

y^N     N 

21* 
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seien  nach  den  Regeln  des  §.100  berechnet,  auch  sei  die  dort 
und  in  §.  82  bis  85  mit  h  bezeichnete  Grösse  bestimmt. 

Nach  der  betreffenden  Bemerkung  in  §.  100  hat  diejenige 
Periode,  welche  bei  der  Kombinirung  von  K  und  K'  in  Betracht 
kommt,  stets  eine  paare  Menge  r  von  Gliedern,  sodass  ( —  ly  =  1 
und  ( — 1)'-*  =  — 1  ist,  und  demzufolge  die  in  §.85  mit  ho,  At, 
As...  bezeichneten  Grössen  nach  dem  Subtraktionsprinzipe 
gebildet  sind.  Demgemäss  hat  man  nach  GL  (2)  in  §.  85'  hier 
immer 

(1)  A„  =  A»  -"^U^-'  +  ÄA*^-*  -- ÄaV«  +  etc. 

Diese  Reihe  setzt  sich,  jenachdem  n  paar  oder  nnpaar 
ist,  so  weit  fort,  bis  der  Exponent  von  A  resp.  =1  oder  =0 
wird. 

Nun  hat  man  nach  §.  85  Gl.  (9)  unter  der  Bedingung, 
dass  n  positiv  sei, 

^  D  1  0 

,«..  )  a?  =  Jlf = Ab-1  M  —  An-s  M 

^y=iV  =  An-iJV-A„.,JV 

Für  die  rückwärts  in  der  fraglichen  Reihe  liegenden  Auf- 
lösungen hat  man 

C  -n  0  1 

,^.  )  a?  =  Jlf==AnJlf-— An-l-Jf 

(y=N  =  KN^K^xN 

Sabstituirt  man  hierin  für  An,  An.i^  h-t  ihre  Ausdrücke  nach 
dem  Gesetze  (1) ;  so  hat  man  einen  independenten  Ausdruck 
für  die  in  der  fraglichen  Reihe  vorwärts  und  für  die  rückwärts 
liegenden  Auflösungen. 

II.  Wir  dürfen  nicht  unterlassen,  eine  beachienswerthe 
independente  Formel  von  Lagrange  (Zusätze  zu  Eulers 
Algebra  §.  75)  für  die  Auflösungen  der  einfacheren  Gleichung 
(4)  x^  —  Dy*=i 

mitzutheilen.  Dieselbe  wird  folgendermaassen  gewonnen.  Es 
sei  X,  Y  eine  bereits  gefundene  Auflösung,  (jedoch  nicht  die 
Auflösung  X=l,  F=0)  also  X*  — i3P  =  l.  Wäre  nun  X\ 
T  eine  zweite  Auflösung,  also  auch  X'*  —  Z?F*=1;  so  ist, 
wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  miteinander  multiplizirt 
und  gehörig  reduzirt, 

(5)(x«-i>p)(X'«^z>r*)=(xx'+z>rr)*-«/)(xr+FX)»=i 

Hieraus  folgt,  dass  nun  auch 
,.,  (ar=XX-4-2?Fr 

W  \y  =  XY'  -]-YX' 

eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichupg  sein  wird. 

Um  hieraus  einen  independenten  Ausdruck  für  Xy  y  abzu- 
leiten^ beachte  man,  dass  wenn  man  den  Werth  von  y  mit  V^ 
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multiplizirt  und  Eromal  zu  x  addirt,   Einmal  aber  davon   sub- 
trahirt,  man- die  Beziehungen 

(7)  o;  +y  VD=  (X+  F  VP)  (X'  +  F  VD)  - 

(8)  a:  ~y  /^=  (X^YITD)  {X'  —  T  VD) 
erhält. 

Setzt  man  also  in  die  Formeln  (6)  für  X\  Y'  die  ursprüng- 
liche Auflösung  X,  Yy  dann  in  dieselben  Formeln  für  X\  Y'  (ue 
für  x^  y  gefundene  neue  Auflösung,  dann  in  die  nämlichen  For- 
meln für  X\  Y'  die  zuletzt  für  x,  y  sich  ergebende  Auflösung  und 
so  fort;  so  sind  die  sukzessiv  für  x,  y  zum  Vorschein  kommen- 
den Werthe  von  der  Art,  dass  sie   statt  der  Beziehungen  (7), 

(8)  die  folgenden  ergeben^ 

(9)  a7+y  j/^  =  (X+  FK®)" 

(10)  x^yYD={X^YVDY 

worin  man  für  n  jede  positive  ganze  Zahl  setzen  kann. 

Aus  (9)  und  (10)  erhält  man  die  nachstehenden  indepen- 
denten  Ausdrücke  für  Xy  y 

(X+  F  YDf  +  (X  -  F  yTDY 
(^^)  <         (A+Fl/l9)'»-(X-Fr^)" 

y=^- ■ : 7= — 

Diese  Ausdrücke  liefern  für  x  und  y  stets  ganze  Werthe, 
wovon  man  sich  durch  Entwickelung  der  Potenzen  der  Binome 
überzeugen  kann.  * 

Dass  diese  Formeln  übrigens  nur  dann  brauchbar  sind, 
wenn  die  Determinante  D  positiv  und  nicht  quadratisch  ist^ 
leuchtet  ein.  Denn  wäre  sie  ^quadratisch;  so  kann  sie  nur 
=  1  sein,  weil  für  Iceinen  anderen  Werth  von  D  =  d^  die  Glei- 
chung X*  —  d^y^  =  (x-\-dy)(x  —  dy)=\  bestehen  kann.  Ist 
aber'J!>==l;  so  viird  nothwendig  X=l,  F==0  sein  müssen, 
und  daraus  folgt  nach  (11)  auch  allgemein  x=\,  y  =  0. 

Wäre  dagegen  D  negativ  ==  —  D]  so  könnte  die  Gleichung 
X*-}-PF"  =  l  ebenfalls  nur  für  X=?=l,  F=0  bestehen^  was 
auch  die  allgemeine  Auflösung  x=\f  y==0  nach  sich  zieht. 

Lagrange  hat  gezeigt,  dass  wenn  X,  F  die  Auflösung 
der  gegebenen  Gleichung  in  absolut  kleinsten  Zahlen 
ist,  (jedoch  nicht  die  Auflösung  X=l,  F  =  0)  die  allgemeine 
Formel  (11)  alle  möglichen  Auflösungen  der  gegebenen  Gl. 
(4)  ergibt,  sobald  man  n  in  der  Reihe  der  Zahlen  0,  1,  2,  3... 
variiren  lässt.  Man  kann  übrigens  in  jeder  Auflösung  x,  y 
sowol  X,  wie  auch  y  mit  beliebigen  Zeichen  nehmen.  Ein 
Wechsel  der  Zeichen  der  in  (11)  zu  substituirenden  ursprüng- 
lichen Grössen  X  und  F  kann  offenbar  keine  Auflösungen  lier 
fern,  welche  numerisch  von  dep  früheren  verschieden  wären. 
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Demnach  kann  man  X  und  Y  als  positiv  voraasseizen  and  sich 

den  Zeichenwechsel  von  x  und  y  vorbehalten. 

f.  124.  Tranefarmuttimi^  Ä^ui^aiennf  tmdMedmkHan  der  ftm- 

drmiUekem  Warmem. 

I.  Für  verschiedene  Zwecke  ist  es  wichtig,  zu  untersuchen, 
durch  welche  verschiedene,  einer  gegebenen  Determinante  an- 
gehörige  quadratische  Formen  Ein  und  dieselbe  Grösse  k  sich 
darsteUen  lasse,  welche  Werthe  man  also  in  der  Gleichung 

(1)  ax^  —  2bxy-^cy^  =  k    - 

für  die  Zahlen  a^  b,  c  setzen  könne,  sodass  die  linke  Seite 
immer  fähig  ist,  für  gewisse  ganze  Werthe  von  x  und  y  die 
Grösse  k  darzustellen. 

Assimilirt  man  zu  diesem  Zwecke   die  gegebene  Gleichung 
der  bekannten  Beziehung  (2)  aus  §.  68 

(2)  QoMn.i'  -  2PoMn,iNn.i  —  ß.i  JV,.i«  =  (~  l)«p„  odcr 

(3)  ^o^'-2PoJ?y~ß-iy'  =  (-l)-(?n  =  Ä 
und  entwickelt  nun  die  Grösse         

(4)  j[-Vo+P^^  K^M^+* 

in  einen  Kettenbruch,  wobei  man  die  Quotienten  ao^  ai,  Of... 
ganz  beliebig  annehmen  kann;  so  hat  man,  wenn  man  be- 
achtet, dass  man  jedes  spätere  Glied  dieser  Entwickelnng  als 
das  erste  betrachten  kann, 

Qox*  -2Poxy  —  ^.,y'  =(—1)"    ^b=      k  und 

Qi  iti^  —  2Pia?iyi  -  ipoyi*  =  (-  1)-*  p„  =  -  *  und 

—  =       [öl,  Äj>  aa  . . .  fln^i] 
QtXt*-2PfX,9,  —  Qiy,*  =  {—iy'*Q^=      k  und 

Xi 

--  =»  [ÄJ,    Ö8   .  .  .    ÖB-lJ 

Qtx,'  -  2  Psxtys  -  Öl y»»  =  (-  1)«^-»  ö«  —  -  ä  und 

Xi  p 

--  =  [Ö8  .  .  .  «n-lj 

etc.  etc.  etc. 

Sojst  z.  B.  für  3iFV— lOiry  —  4y«  =  7,  indem  hier 
ÜTas j--i—  folgende  Ent Wickelung  liefert 
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-2 

-1  4-4 

0  5  3  3  3 

1  4  7         ^7  1 

2  3  4  4  2 

3  5  3-33 

4  4  7  7  1 

5  3  4-42 

3x'  —  10^  y  —  4y«  =      7  und  ~  =  [3,  1,  2,  3]  =  ~ 
7071«—    SjTiyi  — 3yt*===  — 7  und^*=5=      [1,2,3]«!^      . 
4jr,«  -^    6ar,y,  —  7y,»  =      7  und  ^  =  [2,  3J  =«1 

3a?3*  -  1  O^sys  —  4y,*  =  —  7  und  ~=  [3]  =  y 

II.  Was  die  Beziehung  zwischen  den  Grössen  ^,  y  in  der 
ursprünglich  gegebenen  and  den  Grössen  x^t  y»  in  einer  späte- 
ren transformirten  Gleichung  anlangt;  so  hat  man 

(6)  [ao,     Äl,  flj  ...  öm-l]  =    mr    " 

i~in-l 

(7)  [(hf  öl,        ai      ...  «tt-ij=-irr-  =  -" 

i>n«i       y 

(Oj  -  L<>M9  ö«+l^  Öm4-«  •  •  •  ^-lj=  %♦   '        '   =^=  

Hn-m'-l  ym 

also  sofort  nach  §.15 
(9)  d?  =  Jlfm.!  a?m  4-  J!f„_,  y„ 

OO)  y  =  iVm-iar„-)-JV„.,y„ 

Hieraus  folgt  auch 

(11)  ar«=(— l)»-*(iV;a.8a?— J»fm.,y)  oder+aria=JV«,,a?  — Jir„.,y 

(12)  y»=(— l)»-*(^m-ia?  — Jtfm-iy)  +ym=iViii-iir  — Jlf„.,y 
Wenn  also  o?,  y  ganze  Zahlen  sind,  so  müssen  auch  noth- 

wendig  oTmy  y»  es  sein,  und  umgekehrt.    Diese  Besiebiiog  ist  eine 
Folge  der  Bedingung 

(13)  JJf„.iiV„.,  -  JM..«  iV„.i  =  (-  1)^-* 

welcher  die  vier  Koeffizienten  M^^y  N^^t,  M^^u  ^«-i  genügen 
mtissen. 

UI.  Multipliziren  wir  in  der  Reihe  der  sub  I.  aufgeführten 
quadratischen  Formen  die  2te,  4te,  6te . . .  mit  —  1 ;  so  nehmen 
dieselben  folgende  Gestalt  an 

Qox'  -2Poxy     -Ö.,y«  =(-!)» (?„  =  Ä 

-(?i*i»  +  2Pia;iyi  +  e.  yi'  =  (-l)"^a  =  Ä 

QtXt^-2P,x^yt-Qx  y.'  =  (-l)-^a=* 

--^8^.*  +  2P.a;,ya  +  ^,  y,«  =  (-^t)»Ö.=^i 
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(14)  (—1)-  Q^xJ  -  2(-  l)»P.<r.y.  -(- 1)-  ß«.,y«» 

=  (-i)'Q,  =  k 

Hierin  behalten  die  Unbekannten  genau  die  fröfaeren  Werthe 
und  gegenseitigen  Beziehungen.  Die  rechten  Seiten  wechseln 
aber  nicht  mehr  das  Zeichen,  sondern  behalten  fortwährend 
Ein  und  denselben  Werth  ( — \yQn  =  ff-  Demnach  besteht  die 
wesentliche  Beziehung  zwischen  irgend  zwei  dieser  Formen,  etwa 
zwischen  der  ersten  und  der  letzten  (14)  in  Folgendem. 

Die  erste  Form  geht  in  die  letzte  über,  indem  man  für 
ihre  Unbekannten  s,  y  Ausdrücke  von  der  Zusammensetzung 
der  Formeln  (9),  (10)  substituirt,  welche  in  Beziehung  zu  den 
neuen  Unbekannten  Xmy  gm  linear  und  mit  ganzen  Koeffi- 
ziBnten  behaftet  sind.  Durch  eine  ganz  ähnliche  Substitution 
geht  aber  auch  vermöge  der  Formeln  (11),  (12)  die  letzte  Form 
in  die  erste  über. 

Diese  Eigenschaft  läuft  auch  darauf  hinaus,  dass  jede 
Zahl  jr,  welche  sich  für  ganze  Werthe  der  Unbekann- 
ten durch  die  Eine  Form  darstellen  lässt,  ebenso 
auch  durch  die  andere  Form  dargestellt  weitden  kann. 

Formen  von  dieser  Beschaffenheit  heissen  äquivalent, 
und  man  sagt  auch,  dass  die  Eine  in  der  anderen  enthal- 
ten sei. 

IV.  Es  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass  Formen, 
welche  äquivalent  sein  sollen,  nolhwendig  nicht  bloss  die- 
selbe Determinante  besitzen^  sondern  auch,  wie  die  vor- 
stehende Reihe  von  Formen,  der  Kettenbruchsentwickelung  Ein 
und  derselben  Grösse  K  angeboren  müssen.  Denn  sub- 
stituirt man  in  die  cirste  Form  allgemein  Werthe  von  der  Form 

(15)  x  =  axm--^yi 

(16)  ^=y^m-(-8y. 

so  entsteht  eine  neue  Form,  deren  Determinante,  wenn  man  zur 
Abkürzung  aS  — ßy  =  e  setzt, 

(17)  D'  =  De' 

ist,  und  aus  den  Gleichungen  (15)  folgt  zugleich 

(18)  exn,  =  bx-'^y 

(19)  —  ey„  =  yar  — ay 

Soll  onn  untgekehrt  durch  eine  analoge  SubstHution  für 
Xmt  ym  die  zweite  Form  auch  in  die  erste  verwandelt  Verden 
Wwntn;  so  muss,  da  durch  diese  Substitution  eine  Form  von 
der  Detemtinante  V e^=^De^e'^  entsteht,  worin  auch  e  eine 
ganze  Zahl  ist,  De^e^  =  D  also  !?•  =  <?'»==  1,   folglich 

(20)  c=a8  — ßy  =  +l 

und  demnach  auch  D'=D  sein.  Die  Bediogui^  ^  =  -1^1  hat 
dann  auch  zur  Folge,  dass  wegen  der  Gleichungen  (18),  (19) 
für  alle  ganzen  Werthe  von  x,  y  auch  ^m,  ym  ganze  Zahlen 
werden. 


m 
m 
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'Hferaas  ist  klar,  dass  die  Determinanten  beider  äquivalen- 
ten Formen  einander  gleich  uhd  dass  die  Koeffizienten  a,  y,  ß,  5 
resp.  als  Jllni_i,  iVin-i,  Jlfm-.j,  JVn,_i  die  Zähler  und  Nenner  zweier 
benachbarter  Näherungswerthe  Ein  und  desselben  Kettenbruchs 
reprasentiren ,  wodurch  die  Formeln  (15),  (16),  (18),  (19),  (20) 
resp.  mit  den  früheren  (9),  (10),  (11),  (12),  (13)  identisch 
werden. 

V.     Sind  nun  die  beiden  gegebenen  Formen 

(21)  '  a  x^   —2hxy    —  cy^ 

(22)  a  x^'-2V(joy  —cy"^ 

deren  Determinanten  6*-[-ac  =  6''-|-ö'c' =/)  einander  gleich 
seien;   so  erfordert  die  Äq[C|ivalenz  beider,  dass  wenn  man  die 

aus  der  ersten  Form  abgeleitete  Grösse  K= ^^^  in   eineo 

Keltenbrucb  mit  irgend  welchen  Quotienten  entwickelt  und  die 
nach  der  Formel  (5)  gebildeten  -  Formen  aufstellt,  die  zweite 
äquivalente  Form  entweder  mit  denselben  Koeffizienten 
a,  b\  c  bei  einem  paaren  Zeiger  m  oder  mit  en.t gegen- 
gesetzten Koeffizienten  — a\  — 6',  — ^c',  also  in  der 
Gestalt  — a  a?''-j-26'  x  y  -\-c  y^^y  bei  einem  unpaaren  Zei- 
ger m  erscheine.  Dies  er^bt  folgendes  Verfahren  zur  Prüfung 
der  Äquivalenz  der  beiden  Formen  (21),  (22). 

Man  entwickelt  die  aus  der  ersten  Form  genommene  Grösse 

|jf=: -I—  in  einen  Kettenbruch  mit  grössten   Snbquo- 

tienten  und  zwar,  wenn  B  positiv  und  kein  Quadrat  ist,  mit 
der  von  seibat  sich  eiöstellenden  Periode,  wenn  B  aber  negativ 
ist,  mit  der  Periode  in  kleinsten  positiven  Zahlen,  und  wenn  D 
ein  positives  Quadrat- ist,  mit  dem  Schlüsse  in  kleinsten  positi- 
ven Zahlen. 

Entwickelt  man  hieranf  sow.ol  die  aus  der  zweiten  Form 

abgeleitete  Grösse  K  =  — -v  ,  als  auch  die  aus  der  ztvei- 
ten  Form  mit  entgegengesetzten  Koeffizienten  abgeleitete  Grösse 

J["  s^ j —  in  derselben  Weise  in  einen  Kettenforach;   so 

—  ä 

muss,  wenn  die  beiden  gegebenen  Formen  (21),  (22)  äquivalent 

sein  sollen,    entweder  die   Periode,    resp.  der  Schluss, 

von  K'  mit  der  Petiode,  resp.   dem  Schlüsse^   von  K 

dergestalt   übereinstimmen,   dass   die   Zeigersumme 

der   ü'bereinstimmcnden    Glieder   paar   ist,    oder   es 

muss   die   Periode,    resp.   der   Schluss,    von   K"   mit 

der  Periode,   resp.   dem  Schlüsse,   von    K  dergestalt 

ttbereinsti'ibmen,  dass  die  Zeigersutnme  der  Über- 
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einstimmenden  Glieder  unpaar  ist.  Im  ersteren  Falle, 
wo  also  auch  m  paar,  folglich  ( — 1)"-*  =?  —  l,  also  we- 
gen der  Beziehungen  (13)  und  (20)  die  Grösse  0= — 1  ist, 
würden  wir  die  beiden  Formen  eigentlich  äquivalent,  im 
letzteren  Falle  dagegen,  wo  tn  unpaar  und  e  =  '-\-i  ist,  unei- 
gentlich äquivalent  nennen,  wogegen  Gauss  in  den  Disq. 
ariihm.  157,  158  die  umgekehrte  Benennung  eingeführt  hat,  was 
darin  seinen  Grund  haben  dürfte,  dass  daselbst  die  quadrati- 
schen Formen  nicht  in  der  vorstehend  erläuterten  Beziehung  zu 
den  Kettenbrüchen  betrachtet  sind.  Zwei  Formen  können  übri- 
gens sowol  in  der  Einen,  wie  in  der  anderen  Weise  äquivalent 
sein. 

Wenn  man  beachtet^  dass  nadi  §.71   die  Perioden   der 

Grössen  K  = ; —  und -, identisch  smd,  so  je- 

—  a  a 

doch,  dass  die  Differenz  oder  auch  die  Summe  der  Übereinstim- 
menden Glieder  unpaar  ist;  so  kann  man  auch  über  die  Äqui- 
valenz der  beiden  Formen  (21),  (22)  dadurch  entscheiden,  dass 

man  jede  der  durch  - — == —  dargestellten  beiden  Grössen  ent- 
wickelt und  nachsieht,  ob  die  Periode,  resp.  der  Schluss,  irgend 
Einer  derselben  mit  der  Periode,  resp.  dem  Schlüsse  von  K 
dergestalt  übereinstimmt,  ^ass  die  Zeigersumme  der  übereinstim- 
menden Glieder  paar  ist. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  ancb  die  Rücksicht  anf  den 
Nachtrag  zu  §.  72  am   Ende   des  vierten  Abschnittes  nützlich, 

wonach   die  Periode  der  Einen  der  beiden  Grössen r*- — 

'  ,       a 

V^  —  b' 
und  -^ ; —   das    Umgekehrte    von   der   der   anderen    ist, 

woraus  sich,  wenn  die  beiden  Formen  (21),  (22)  nicht  äquiva- 
lent sind,  die  Unmöglichkeit  det  Äquivalenz  oftmals  schon  dann 
erkennen  lässt,  nachdem  man  die  erste  dieser  beiden  Grössen 
entwickelt  hat. 

VI.  Um  eine  Form  (21)  in»  die  ihr  äquivalente  (22)  za 
transformiren ,  hat  man  oflfenbar  die  Entwickelung  von  K  mit 
der  Entwickelung  von  K'  oder  K"  zu  kombiniren^  indem 
man  der  in  §.  73  auf  Seite  179  dargestellten  Kombination  schliess- 
lich noch  den  Quotienten  0  hinzufügt,  wodurch  oifenbar  der  Schluss 

P'..    Q'o,    Q'-i 

entsteht,  welcher^  wenn  die  Kombination  mit  K'  stattgefunden 
hat,  sofort  die  zweite  Form  (22)  bei  paarem  Zeiger,  oder 
wenn  die  Kombination  mit  K"  stattgefunden  hat,  die  Form 
—  a'a?'* -|- 2  6'a?'y' -f-p'y'*  bei   unpaarem   Zeiger;    welche 
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durch  Umkehrnng  der  Zeichen  ebenfalls  in  die  Form  (22)  über- 
geht, darstellt. 

Dm  z.  B.  die  der  Determinante  37  angehörigen  beiden  For- 
men 3rr*  —  \Oüpy  —  4y*  und  4a?'*-|-2a?'y'  —  9y'*  anf  ihre  Äqui- 
valenz zu  prüfen  und  alsdann  die  Transformation  der  ersten  in 
die  zweite  zu^  bewirken,  haben  wir  > 


^       »^37-}-5 
^-        3 

K           -     - 

1 

n         Pn          Qn          «n 

-1                          4 

0         5         3         3 
14         7          1 

2  3         4         2 

3  5         3         3 

4  4         7         1 

n      P\      Q\ 
-1                     9 
0-14 

1  5          3 

2  4          7 

3  3          4 

a 

1 
3 
1 
2 

etc.  etc. 

Die  Perioden  von  K  und  K'  stimmen,  wenn  man  dieselben 
resp.  von  den  Zeigern  4  und  2  an  rechnet,  so  überein,  dass  die 
Zeigersumme  der  übereinstimmenden  Glieder  paar  ist.  Die 
beiden  gegebenen  Formen  sind  also  äquivalent,  und  zwar 
eigentlich   äquivalent.     Da  die  Periode  nicht  symmetrisch 

i/'ärf -4- 1 

ist;  so  kann  die  Periode  von  K''  = ^i—  nicht  mit  der  von 

K  übereinstimmen:   die  beiden  gegebenen  Formen  können  also 
nicht  zugleich  auch  uneigentlich  äquivalent  sein. 

Um  von  den  unendlich  vielen  verschiedenen  Transforma- 
tionen der  ersten  Form  in  die  zweite  die  der  Kombination 
jr(4)  komh,  K'  (2)  entsprechende  zu  bilden;  so  bat  man 

fn         Pm  Qm  «m         -M»  -       Nm 

-2  0  1 

-14  10 

0        5  3  3  3  1 

14  7  14  1 

2  3  4  2         11  3 

3  5  3  3         37  10 

4  4  7      I      0  il  F 


5-43-34  1 

6-5  4-1  7  2 

7         19  0  4  1 

8-14 

wodurch  also  die  zweite  Form  als  ein  Glied  der  Entwickelung 

der  ersten  Form  bei  dem  paaren  Zeiger  m  =  8  erscheint. 

Da  man  hiernach  JJf«_i  =  4,  JV„.i  =  1,  Jtfa,,!  =  7,  iVm_i  =  2 

hat;  so  ist  nach  den  Formeln  (9),  (10)  die  Substitution,  wodurch 

die  erste  Form  in  die  zweite  übergeht 

a7  =  4a?'  -j-7y 

y  =  la?'4-2y 
VII.    Aus  den  gegenwärtigen  Beziehungen  und   den  Ge- 
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setzen  des  vierten  Abschnittes,  namentlidi  aas  §.  7t,  72  und 
dem  Nachtrage  zu  §.  72  am  Ende  des  vierten  Abschnittes  er- 
kennt man  leicht,  dass  wenn  man  die  Form 

ax*  —  2bxy  —  cy^  kurz  mit  (ä,  ft,  c) 
bezeichnet,  die  vier  Formen 

(a,  6,  c),  (fl,  —  i,  c),  (—  c,  by  —  ö),  (—  c,  —  ft,  —  a) 
einander  äquivalent  sind. 

Ferner  erkennt  man,  dass  wenn  die  Periode  von  (a,  ft,  c) 
eine  un paare  Gliederzahl  besitzt,  die  Form  (a,  b,  c)  auch 
äquivalent  der  Form  (— a,  — fi,  — c)  und  demnach  auch  äqui- 
valent den  Formen  ( —  a,  6,  —  c),  (c,  ~  6,  a\  (c,  ä,  a)  ist. 

VIII.  Die  Untersuchungen  des  vierten  Abschnittes  lehren 
ferner  Folgendes. 

Wenn  die  Determinante  D  positiv  und  kein  Quadrat 
ist ;   so  sind  in  der  Periode   des  Ausdrucks  K  die  Grössen   P., 

Qmy  Qm-i  positiv,  es  ist  Pn<iVD  und  sowol   Q„,,    als    auch 

Q^:i<2VD. 

Wenn  die  Determinante  negativ  ==  —  D  ist;  so  hat  man 
für  die  Periode  in  kleinsten  Zahlen,  absolut  genommen,    Pm^ 

^    ,  Qm^      2       ""^  ö«ö«-i^  C  '   2~J  '  ^°^®°*  ^»  °"** 
ißm-i  entgegengesetzte  Zeichen  annehmen. 

Wenn  die  Determinante  ein  positives  Quadrat  =J' 
ist;  so  hat  man  für  den  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen 
P^  =  d,  ^„,=  0,  Qra^i  positiv  und  ^rf. 

Wenn  die  Determinante  gleich  null  ist,  wird  i'n^O, 
0ni  =  O,  ^m.i  positiv  und  gleich  dem  grössten  gemeinschaftli- 
chen Maasse,  welches  die  drei  Zahlen  a,  6,  c  in  der  gegebenen 
und  in  jeder  ihr  äquivalenten  Form  besitzen. 

IX.  Noch  wichtiger  für  die  Transformation  der  quadra- 
tischen Formen  ist  das  nachstehende  Gesetz.  Wenn  man  die 
Grösse  K  für  eine  positive  nicht  quadratische  Determinante 
nach  §.  69  und  für  eine  negative  Determinante  nach  §.  97  in 
eine  zweigliedrige  Periode  entwickelt;  so  wird,  absolut  ge- 
nommen, Pm^^^m  und  auch  ^  y  Pm-i  seiu,  es  wird  also  in 
der  neuen  Form  (14)  der  absolute  Werth  des  mittle- 
ren Koeffizienten  2P„^  keinen  der  beiden  äussern 
Koeffizienten  ^m  und  ^m.i  übersteigen. 

Ausserdem  aber  wird, 
wenn  die  Determinante  D  positiv  und  kein  Quadrat  ist^ 

dbsolut  Pm'^y  -^  und  nach  Belieben  entweder  Q^a  oder  ^«.i  ab- 
solut '^  Yd  sein,  wobei  Qm  und  ^m.i  gleiche  Zeichen,  also 
die  beiden  äusseren  Glieder  der  Form  (14)  entgegensetzte 
'Zeichen  besitzen. 
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Wenn  dagegen  die  Determinante  negativ  =  —  D  ist,  wird 

absolnt    Pm^y  -^  «nd  nach  Belieben  entweder  Qm  oder  ßm-i 


^)/*^ 


absolut  <  y  —  sein,  wobeiem  und  Q^^i  entgegengesetzte 

Zeichen,  also  die  beiden  Susseren  Glieder  der  Form  (14) 
gleiche  Zeichen  besitzen. 

Ist  die  Determinante  ein  positives  Quadrat  =d^;  so 
hat  man  für  den  Schlnss  in  kleinsten  positiven  Zahlen,  wie 
schon  vorhin  erwähnt,  P^  =  d,  ßm  =  0,  ßm-i  positiv  und  ^rf. 

Wenn  die  Determinante  gleich  null  ist,  wird  1^0,  =  0, 
0in  =  O,  Qm.i  positiv  und  gleich  dem  grössten  gemeinschaftli- 
chen Haasse,  welches  die  drei  Zahlen  a,  6,  c  in  der  gegebenen 
und  in  jeder  ihr  äquivalenten  Form  besitzen. 

Ein^  Form,  deren  Koeffizienten  der  betreffenden  der  eben 
genannten  Bedingungen  entsprechen,  heisst  eine  reduzirte  Form. 

Es  ist  klar,  d^ss  eine  reduzirte  Form  als  Vertreterin  aller 
ihr  äquivalenten  Formen  gebraucht  werden  kann. 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  fttr  jede  gegebene  Determinante 
die  Anzahl  aller  reduzirten  Formen  stets  eine  begränzte  ist. 
Man  wird  leicht  ermessen,  wie  alle  diese  reduzirten  Formen 
darzustellen  sind.  Ist  z.  B«  die  Determinante  D  positiv  und 
kein  Quadrat;  so  braucht  man  filr  Pm  nach  und  nach  nur  alle 


sy? 


ganzen  Zahlen   zu    nehmen,    welche    absolut  ^  ^ --- sind.    Ist 

p  eine  solche;  so  sind  für  ^m  und  ^m.i  alle  möglichen  Fakto- 
renpaare zu  nehmen,  in  welche  sich  D  —  p*  zerlegen  lässt. 

Von  den  reduzirten  Formen  können  mehrere  unter  ein- 
ander äquivalent  sein.  Welche  der  ersteren  einander  äquiva- 
lent sind,  lässt  sich  durch  das  obige  Verfahren  entscheiden. 
Hierdurch  zerfällt  die  Gesammtheit  jener  reduzirten  Formen  in 
Klassen  von  unter  sich  äquivalenten  Formen.  Jede  Form 
einer  solchen  Klasse  ist  als  ein  Repräsentant  der  ganzen  Klasse 
anzusejlen.  Die  Klassifizirung  erleichtert  sich  durch  die  sub  VII. 
mitgetbeilte  Beziehung,  wonach  man  für  Pm  nur  positive 
Werth'e  und  für  Qm  nur  Werthe,  welche  absolut  ^^m-i  sind, 
zuzulassen  braucht.  Bei  positiver  nicht  quadratischer  Determi- 
nante^ wo  die  beiden  äusseren  Glieder  der  reduzirten  Form 
entgegengesetzte  Zeichen  haben  ^  kann  man  auch  stets  dafür 
sorgen ;  dass  das  erste  Glied  positiv  sei^  indem  dann  jedoch 
nicht  nothwendig  Qm^Qm^i  werden  wird. 

Wäre  z.  B.  die  Determinante  Z>r=7;  so  hat  man,  da  1/ — 

'    5 

zwi«c)iea  1  und  2  liegt,  für  Pm  nur  die  beiden  Werlhe    0  und 

1 .  zu  b^^^chtep,    Da,.nff9  7  — 0?  =  7  =  1.7=5  7.1,  updl(7  —  1? 
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=^6  =  1.6  =  2.3  =  6.1=3.2  ist;  so  hat  man  im  Ganzen 
nur  die  sechs  reduzirten  Formen  {a,by  c)  =  (l,  0,  7),  (7,  0,  1), 
(1,  1,  6),  (2,  1,  3),  (6,  1,  1),  (3,  1,  2). 

Diese  sechs  Formen  gehören  jedoch  nur  zwei  Klassen  an, 
indem  folgende  in  Ein  und  derselben  Horizontalreihe  stehenden 
je  drei  Formen  einander  äquivalent  sind 

(t,  0,  7),    (1,  1,  6),    (2,  1,  3) 
(7,  0,  1),    (6,  1,  I),    (3,  1,  2) 

Die  fraglichen  beiden  Klassen  für  die  Determinante  7  wer- 
den also  repräsentirt  durch  die  beiden  Formen  x^  —  7y*  and 
7ar«— y«. 

X.  Käme  es  darauf  an,  fär  eine  gegebene  Determinante 
diejenigen  Klassen  der  reduzirten  Formen  zu  bestimmen,  wo- 
durch eine  gegebene  Zahl  q  dargestellt  werden  kann;   so   hat 

man  unter  den  positiven  Zahlen  p^  welche  ^~  sind,  diejenigen 

zu  ermitteln,  wodurch  D  —  p*  durch  q  tl^ilbar  wird.  Ist  p  eine 
solche  und  D — p*  =  qr;  so  hat  man  jede  d&r  hieraos  sich 
ergebenden  Formen  (9,  />,  r)  zu  reduziren. 

Wenn  die  darzustellende  Zahl  q  eine  Primzahl  ist,  gibt 
es  bekanntlich  nur  einen  einzigen  Werth  für  p,  also  auch  nur 
eine  einzige  Klasse  von  reduzirten  Formen,  wodurch  (bei  ge- 
gebener Determinante)  die  Zahl  q  darstellbar  wäre. 

Sollte  z.  B.  für  i)  =  7  die  Primzahl  9=29  dargestellt 
werden;  so  hat  man  p  =  6,  7  —  6«=i=  — 29  =  29( — 1)  und 
r  =  — 1.  Die  zu  reduzirende  Form  ist  also  (29,  6,  —  1) 
=  29x^ —  \2xy-\'y*  und  man  findet,  dass  dieselbe  äquivalent 
ist  der  ersteren  der  oben  angeführten  beiden  Klassen,  an  deren 
Spitze  die  Form  (1,  0,  7)  =a?*  — 7y*  steht. 

XI.  Wir  machen  darauf  aufmerksam,  dass  für  die  Unter- 
suchungen über  quadratische  Formen  auch  die  Kettenbruchs- 
entwickelung  nach  dem  Subtraktionsprinzipe,  §.  99^  eine 
besondere  Wichtigkeit  hat,  indem  nach  der  dortigen  Formel  (6) 
die  Keltenbruchsentwickeluog  von  K  sofort  ohne  Zeichen- 
wechsel die  äquivalenten  Formen  ergibt,  sodass  man  bei 
dieser  Entwickelung  die  Äquivalenz  zweier  Formen  nicht  auf 
doppelte  Welse  zu  prüfen  braucht. 

Auch  liesse  sich  bei  Kettenbrüchen  nach  dem  Additionsprin- 
zipe  die  Transformation  anstatt  auf  §.  68,  Gl.  (2)^  auf  die  dortige 
Gl.  (12)  und  bei  Kettenbrücheo  nach  dem  Subtraktionsprinzipe 
auf  die  der  letzteren  Gleichung  entsprechende  Formel  basireo. 

Zu  weiteren  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  müssen 
wir  auf  die  Diaq.  arithm,  von  Gauss  verweisen,  woselbst  die 
quadratischen  Formen  sehr  ausführlich,  wenngleich  nach  an- 
deren Prinzipien,  als  vorstehend,  behandelt  und  zur  Auflösung 
der  unbestimmten  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  benutzt  sind. 
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Schliesslich  theilen  wir  aaf  der  folgenden  Seite  eine  kurze 
Tabelle  der  verschiedenen  reduzirten  Formen  für  die  Deternni- 
nanten    von  0  bis  10  und  von  — 1  bis  — 10  mit. 

Es  ist  dabei  zu  bemerken,  dass  für  die  Determinante 
null  die  aus  den  Koeffizienten  aller  einander  äquivalenten 
Formen  genommenen  drei  zusammengehörigen  Zahlen  a,  b,  c 
immer  Ein  und  dasselbe  grösste  gemeinschaftliche  Maass  w 
enthalten  (§.  93,  III).  Dieses  Maass  kann  jeden  beliebigen 
JWerth  besitzen :  da  aber  jedenfalls  auch  die  rechte  Seite  der 
quadratischen  Form  durch  w  theilbar  sein  mnss';  so  leuchtet 
ein,  dass  man  in  den  meisten  Fällen  jenes  Maass  w  ausser 
Acht  lassen  kann. 

Ferner  bemerken  wir,  dass  für  jede  quadratische  De- 
terminante d^  die  verschiedenen  Klassen  nicht  äquivalenter  For- 
men ohne  alle  Rechnung  gefunden  werden  können.  Es  gibt 
deren  nämlich  immer  2  a,  welche  erhalten  werden,  indem  man 
in  dem  Ausdrucke  2>dxy-^ry^  für  den  Koeffizienten  r  des 
zweiten  Gliedes  entweder  die  positiven  Zahlen  von  0  bis  2d—\ 
oder  die  negativen  Zahlen  von  0  bis  — (2<£ —  1)  oder  auch  die 
positiven  und  negativen  Zahlen  von  -^X  bis  +  (^ — ^)  ""^ 
ausserdem  die  Zahl  0  und  die  Zahl  -{-  d  oder  —  d  substituirt 
(durch  welche  letztere  Substitution  alle  entstehenden  Formen 
den  obigen  Bedingungen  der  reduzirten  Formen  entsprechen 
^ivürdenl  Es  leuchtet  nämlich  ein,  dass  stets  zwei  Formen  wie 
2rfa?y-}-cy*  und  2dxy  —  (2rf — c)y^  einander  äquivalent  sind, 
indem  darin  die  Differenz  der  Koeffizienten  von  y^  durch  2d 
theilbar  ist,  also  der  durch  die  Eine  dargestelUe  Schluss  einer 
Kettenbrucfasentwickelung  nach  einer  paaren  Menge  von  Ent- 
Wickel ungsstufen  in  den  durch  die  andere  dargestellten  Schluss 
transformirt  werden  kann  (§.  89,  I.)  Dagegen  sind  zwei  For- 
men wie  2dxy^cy^  und  2dxy-^c  y*,  worin  c  und  c  gleiche 
Zeichen  haben  und  <^2(f  sind,  einander  nicht  äquivalent, 
indem  nach  §.  89  die  eben  erwähnte  Übereinstimmung  des 
Schlusses  nur  denkbar  ist,  wenn  die  Summe  von  c  und  c  den 
numerischen  Werth  2d  hat,  in  welchem  Falle  aber  die  Über- 
einstimmung nach  einer  unpaaren  Menge  von  Entwickelungs- 
stufen  erfolgt,  was  von  der  zweiten  Form  2dxy'\-cy*  wol  auf 
die  äquivalente  Form  — 2dxy  —  cy^  oder  2dxy  —cy^^  nicht 
aber  auf  die  erste  Form  2dxy^cy^  fuhrt. 

Hinsichtlich  der  reduzirten  Formen  mit  positiver  nicht 
quadratischer  Determinante  verdient  noch  bemerkt  zu  werden, 
dass  weder  der  erste,  noch  der  letzte  Koeffizient  den  numeri- 
schen Werth  der  Determinante  D  übersteigen  kann,  und 
dass  wenn  Einer  von  beiden  dieses  Maximum  erreicht,  der  andere 
numerisch  ==1  und  der  mittlere  ==0  ist.  Ausserdem  besitzen 
dererste  undletzte  Koeffizient  immer  entgegengesetzte  Zeichen. 
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Eben  derselbe  Satz  gilt  Tdr  die  redozirtea  Formeo  mit 
negativer  Determinanle,  wobei  jedoch  die  Zeichen  des  ersten 
und  letzlen  Koeffizienten  einander  gleich  sind. 

Von  den  reduzirlen  Formen  mit  negativer  Determioante 
haben  wir  nur  diejenigen  angemerkt,  in  welchen  der  erste  and 
letzte  Koeffizient  positiv  ist,  welche  also  nuc  positive  Zah- 
len darstellen.  Nimmt  man  alle  diese  Formen  mit  eotgegen- 
geseizten  Zeicheo;  so  ergeben  sich  noch  ebenso  viel  neue  nicht 
äquivalente  Formeo,  welche  nur  negative  Zahlen  darstellen. 

Dass  in  jeder  reduzirten  Form  das  mittlere  in  :cy  mullj- 
plizirte  Glied  nach  Belieben  positiv  oder  negativ  geaommen 
werden  kann,  erhellet  aus  dem  obigen  Satze  VII, 

Tafel  rednzirler  Formen. 


0 

WX*  odernenn  man 

2 

%~Y< 

3 

'izi 

ie  abstrahirt,  .  j:* 

5 

-lex»  „  ,  ,  „  „   -a^ 

if+ai,- 

nacli  Belieben 

6^— u« 

»IKld» 

Bit, 

7 

1 

21,  +  ,. 

21, 

8 

'Szg. 

4 

faj 

4«, 

Zri  — 4s» 

41,-1-j. 

i4-3f 

&r»-yä 

4i,-  -■iii- 

ix,-y 

to 

i»-10y» 

«ijTv 

i4-f 

Är«-5y» 

9 

6»j 

6ij 

6»sH 

-s> 

Siy-5,. 

tej- 

-2y' 

6ij-4j> 

615- 

.3f 

6is-3^ 

«I,- 

-4j. 

6«; -2^ 

>'H 

■5,. 

6,,-,. 

--V  . 

-(-2iy4-4y'  ? 


Allgemeine  Gleichungen  des  zweiten  Grade.«    mit 
zwei  UnbekanotcD,   wenn  die  Determinante  ver- 
schieden von  null  ist. 
(.  125.    0enereUe  A^fUfmng  dieter  CfMeAtMyeM,«»,  «om^k« 

I.     Die  gegebene  Gleichung;  habe,  die  Form 
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worin  also  nöäiigenfalls  durch  Maltipl&ation  der  ganzen  Glei« 
chung  mit  2  dafür  gesorgt  werden  moss,  dass  die  Koeffizienten 
der  oy,  Xy  y  enthaltenden  Glieder  paare  Zahlen  seien. 

Wenn  x  und  y  ganze  Zahlen  sind;  so  werden  auch  stets 
die  Grössen*  *^ 

(2)  X==^{¥-\-ac)x  —  be-{'cd 

(3)  Y—{b^^ac)y'-ae—bd 

es  sein.  Substituirt  man  die  hieraus  für  x  und  y  sich  erge- 
benden Werthe 

in  die  gegebene  Gleichung;  so  nimmt  dieselbe  folgende  Form 
an,  welche  wir  die  reduzirte  Gleichung  nennen  wollen^ 
(7)aX*— 2iXr--cP«(6*+«c)[(6'+a<?)*--(«^*+2«€d---crf*)] 
Vor  allen  Dingen  bemerken  wir,  dass  die  vorstehende 
Transformation  in  dem  einzigen  Falle  unstatthaft  ist,  wo 
J'-j-flc=0  ist,  weil  in  diesem  Falle  nach  (2)  und  (3)  die 
Grössen  X,  Y  wie  konstante  und  nach  (4)  und  (5)  die  Grössen 
Xy  y  wie  unendlich  grosse  Werthe  erscheinen  würden.  Dieser 
Fall  wird  in  §.  130  ff.  besonders  behandelt  werden. 

Wenn  aber  die  Grösse  h^  -\-  ac^  welche  auch  hier  die  D  e- 
terminante  heisse  und  mit  J9  bezeichnet  werde,  verschieden 
von  null  ist,  nimmt  die  reduzirte  Gleichung  (6)  genau  die  Form 
einer  Gleichung  an^  welche  für  X  und.  Y  nach  §.  100  aufge- 
lös't  werden  kann.  Hierbei  ist  beachtenswerlb,  dass  2? =&'-{- ac 
auch  die  Determinante  der  reduzirlen  Gleichung  ist,  und  dass 
überhaupt  die  Grössen  XS  XF,  Y^  der  letzteren  Gleichung  die- 
selben  Koeffizienten  besitzen^  wie  resp.  die  Grössen  x^^  xy<,  y^ 
in  der  gegebenen  Gleichung  (1).  Die  Determinante  D  erscheint 
als  ein  Faktor  der  rechten  Seile  der  reduzirlen  Gleichung. 

II.  Nachdem  durch  Auflösung  der  reduzirlen  Gfeichung 
die  Werthe  von  X,  Y  gefunden  sind,  ergeben  sich  die  von  J7, 
y,  also  die  Auflösungen  der  Gl.  (1),  durch  die  Formeln  (4),  (5). 
Da  aber  x^  y  ganze  Zahlen  sein  müssen;  so  sind  nur  diejenigen 
Werthe  von  X,  Y  brauchbar,  welche,  in  (4)  und  (5)  substilm'rt, 
die  Ausdrücke  auf  den  rechten  Seiten  zu  ganzen  Zahlen  machen. 

Die  Aufsuchung  dieser  Werthe  von  X,  Y  oder  wenn  es 
deren  nicht  gibt,  die  Überzeugung  von  der  Unmöglichkeit  der- 
selben, ist  leicht  beschafft,  wenn  die  Determinante  D  ein  Qua-* 
drat  oder  negativ  ist,  weil  alsdann  die  reduzirte  Gleichung  nur 
eine  endliche  Menge  von  Auflösungen  X,  Y  zulässt,  welche 
leicht  alle  geprdft  werden  können.    Anders  ist  Dies,  wenn  die 

Schcfilcr's  anbestimmte  Analytik.  22 
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Determinante  positiv  and  nicht  quadratisch  ist^  also  eine  unend- 
liche Menge  von  Auflösungen  X,  Y  vorhanden  sind. 

Diese  Auflösungen  von  Xy  Y  gruppiren  sich  im  letzteren 
Falle  nach  §.  1 00  immer  in  eine  bestimmte  Anzahl  unendlicher 
Reihen.  Jede  dieser  Reihen  ist  füf  sich  zu  prüfen.  Man  er- 
wägt  dabei,   dass   die  Ein   und   derselben   Reihe   angehörigen 

n        n 

Wertbe  von  X,  Y  die  in  §.  84  mit  M,  N  bezeichneten  Grössen 

sind,  welche  aus  den  zwei  zuerst  sich  ergebenden  Paaren  Jlf,   iV 

und  üf,  N  mit  Hülfe  der  Grösse  h  nach  demselben  Gesetze 
entstehen,  wie  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungswerthe 
eines  nach  dem  Sublraktionsprinzipe  gebildeten  Kettenbrnchs. 
Setzt  man  nun 

(7)  A  —  '-be-^'cd 

(8)  B^^  —  ue'-bd 

so  müssen  nach  Gl.  (4),  (5)  diejenigen  Wetthc  von  M  und  N 
ei*Biittelt  werden,  für  welche 

(9)  0?  =  — jj —  und  auch 

N-B 

(iö)  y^-joT 

ganzQ  Zahlen  sind. 

Hierzu  verhilft  diie  Untersuchung  in  §.  86.  Wir  können 
hierbei,  da  es  nur  auf  die  Theilbarkeit  von  M—  A  und  iV  —  B 
durch  D  ankommt,  unter  17  den  numerischen' Werth  der 
Determinante  verstehen:  Wenn  nun  A  oder  B  positiv  und  ^  D^ 
sowie  auch  dann,  wenn  A  oder  B  negativ  sind»  dividirt  man 
zuvörderst  mit  D  in  Ay  resp.  in  B,  indem  man  bei  dieser  Di- 
vision den  grössten  Subqnotienten  nimmt,  und  bestimmt  den 
Rest  der  Division,  welcher  in  beiden  Fällen  positiv  und  <iD 
sein  wird,  sodass  also,  wenn  man  hierdurch 

(11)  A=:wD  +  Ä  und  B  =  wD-^B 

erhält,  Ä  und  B  positiv  und  <^D  sind.  Jetzt  müssen  oCfen- 
bar  auch 

__   «„d  -^- 

ganze  Zahlen  sein,  und  Dies  ist  der  Fall  für  alle  diejenigen 
Werthe  von  M  und  iV,  welche  in  Beziehung  zum  Divisor  D 
resp.  den  Rest  Ä  und  B  haben,  für  welche  also 

(12)  M-^Ä  und  iV=F 
ist. 

Demnach  bildet  man  nach  §.  86  in  Beziehung  zum  Divisor 

Ol« 

D  erst  die  Reste  der  Grössen  JHT,  üf,  M.,.  und  dann  die  Reste 
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0         i         s 

der  Grössen  iV,  iV,  iV...,  welche  beide  periodisch  sein  wer- 
den, und  sucht  in  derjenigen  ersten  Periode,  welche  für  die 
Heste  von  M  und  N  eine  gleiche  Länge  hat^  die  Keste  von  M 
aus,  welche  =Ä  sind,  und  die  Reste  von  N,  welche  =F 
sind.  Gibt  es  derartige  Reste,  und  besitzen  dieselben  in  den 
beiden  Restreihen  von  M  und  N  gleiche  Zeiger,  ist  also 
zugleich 

<13)  M  =  Ä  und  N=B 

so  ist  die  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  in  ganzen  Zahlen 
möglich,  und  zwar  hat  man,  wenn  die  genannte  Periode  der 
Reste  von  M  und  N  s  Glieder  besitzt,  für  jeden  in  dieser  Pe- 
riode liegenden  Zeiger  n,  für  welchen  die  Beziehungen  (13) 
realisirt  sind,  eine  besondere  Reihe  Werthe  von  X  und  F.  Eine 
solche  Reihe  ist  dargestellt  d»r<;h 

(14)  X—...M,M,M,M,M... 

■-2s     a-s        B       n-\-s    n-f-Ss 

(15)  Y^...N,   iV,  iV,  iV,  iV... 

Nachdem  man  durch  das  Subtraktionsprinzip^  welches  der 
Bildung  der  Grössen  Jf,  jV  aus  den  beiden  ursprünglieb  berech- 

0  0  11 

neten  Paaren  Jlf,  N  und  Jtf,  N  zu  Grunde  liegt,  zwei  benach- 
barte Paare  der  vorstehenden  Reihen  (14),  (15),  also  z.  B.  die 

B         B  B+S  n-{-s 

beidea  Paare  Jf,  JV  und  JJF,  N  vermittelst  der  Grösse  k  nach 
§.  84  berechnet  hat,  ergeben  sich  alle  übrigeA  in  vorwärts  und 
rückwärts  schreitender  Reihenfolge  nach  der  Methode  des  §.  83 
mit  Hülfe  der  dortigen*  Grösse  Hf  welche  am  einfachsten  nach 
der  dortigen  Gleichung  (3)  oder  auch  nach  der  dortigen  Glei- 
chung (6)  berechnet  werden  kann. 

Beachtet  man,  dass  in  der  zu  letzterem  Zwecke  zu  ver- 
wendenden Gl.  (13)  in  §.  85  die  Grösse  r,  also  auch  die  Gixisse 
rs,  stets  einen  paaren  Werth  hat,  dass  mithin  immer  ( — 1)" 
=  1  und  ( — i)w-i  =  —  1  sein  wird;  so  hat  man  für  die  vor- 
wärts, resp.  rückwärts  liegenden  Grössen  M=X  die  Formeln 

n+>s  n+»  .       B 

(16)  M=HM  —  M 

n-»  B         a-fs 

(17)  M^HM'-M 

welche  auch,  wenn  man  darin  iV  statt  M  setzt,  für  die  Grössen 
iV=  Y  gelten.  Man  sieht,  dass  diese  Formeln  auch  hier  stets 
das  Subtraktionsprinzip  bekunden. 

HI.  Man  darf  nicht  übersehen,  dass  für  X,  F  alle  Auflö- 
sungen der  reduzirten  Gleichung  (6)  in  relativ  primen  Zah^ 
len  und  alle  injt  gemeinschaftlichem  Maasse  ^u  l^erück- 
sichtigen  sind,  auch  dass  jede  für  X,  Y  gefundene  Auflösung 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  genommen  werden  kann,  Ja 

22^ 
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dass,  wenn  6=0  sein  sollte,  das  Zeichen  von  X  and  das  von 
Y  für  ^ich  umgekehrt  werden  kann.  Die  schliesslich  für  x  und 
y  nach  Gl.  (4)  und  (5)  sich  ergebenden  Werthe  gestatten  eine 
solche  Umkehrung  der  Zeichen  nicht. 

Es  muss  noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden ,  dass 
die  rechte  Seite  der  i'eduzirten  Gl.  (6)  stets  den  Faktor 
b^'\-ac  =  D,  also  die  Form  DE  besitzt.  Dies  erleichtert  nach 
§.  79  die  Aufsuchung  der  Reihen  der  durch  DE  theilbaren 
Zahlen  J  von  der  Form  D—p*. 

Schliesslich  bemerken  wir,  dass  jede  nach  obiger  Methode 
gefundene  Reihe  von  Auflösungen  für  x,  y  von  den  Mittelglie- 
dern nach  beiden  Seiten  in   numerischer  Beziehung  eine  stei- 

^       X A 

gende   Progression    bildet.     Da  man    nun  —  =  -y — ^  hat ;  so 

wird  für  unendlich  grosse  Werthe  von  x  und  y  das  Verhältoiss 

— =-v  =  = — ^  ,    sodass  sich  in  jeder  Reihe   das  Ver- 

y       Y  Qo  *  ^ 

hältniss  der  nach  oben  und  unten  immer  weiter  von  der  Mitte 
sich  entfernenden  Grössen  or,  y  dem  Verhältnisse  der  korre- 
spondirenden  Grössen  X,  Y  nähert,  welches  durch  den  Doppel- 
werth  der  Wurzel  der  Gleichung  ax*  —  2bxy  —  c  =  0  dargestellt 
ist  (s.  §.  100,  1.) 

$.   126.     JBeUpiei  mit   poHHu^er  nicht  ftmilrafltfcsftcr  Beter' 

*  mtmante: 

3ir* -- lOay  +  6y«-f  &i?  —  2y  =  11 

I.  Identifizirt  man  diese  Gleichung  mit  der  im  vorherge- 
henden Paragraphen  als  gegeben  vorausgesetzten  Gleichung  von 
der  Form 

ax*  —  2bxy  —  ^'  +  2:dx  -f-  2^  =  R 
SQ  hat  man 

3a?»  —  2 . 5:ry  —  (- 6)y*  +  2 .4ar-}-2(— l)y  =  1 1 
also 
/)==:      6»-f.ac=      5«-f-3(— 6)  =  7 

A=  — 6c-f-crf==  — 5(— 1)4-(— 6)4  =  — 19 

B  =  — ae  — M=  — 3(— 1)  — 5.4i=  — IT 

E=     (6*+ac)Ä— (fle«-|-26ed  — c(P)=7.11  — [3(— 1)«  + 

2.5(— 1)4  — (— 6)4*]=18 

DE==      7.18  =  126 

Die  reduzirte  Gleichung  ist  also 

3X«  — 2.5Xr— (— 6)P  =  7.18  =  126 

Zur  Auflösung  dieser  Gleichung  hat  man  Jif  =  — r^—  za 
entwickeln.    Dies  gibt 
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n 

Pn 

<?o 

an 

Mn 

iV. 

-2. 

0 

1 

-1 

-6 

1 

0 

0 

5 

3 

2 

2 
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fi 

1 

2 

1 

3 

1 

2 

1 

3 

1 

5 

2 

3 

2 

1 

4 

23 

9 

u 

2 

3 

1 

28 

11 

5 

i 

2 

1 

51 

20 

Jetzt  sind  die  Reihen  der  durch  126  theilbären  Zahlen  J 
von  der  Form  7 — p*  zu  suchen.  Es  finden  sich  bei  dieser 
Ermittolnng  (welche  sich  durch  die  Zerteeung  der  Zahl  126 
in  die  Faktoren  i>£  =  7.18  nach  §.  79  erleichtert)  nur  iwci 
Reihen,  für  welche  p  =  +  49  ist. 

IL     Der  eiste  Werth  K'  =      .it^^  gibt 


T  Ol^ 

IS     M.      — 

126 

^ 

n 

P' 

*     n 

Q\ 

1 
a  , 

-1 

-19 

0 

49 

126 

e. 

1 

-49 

-19 

2 

2 

11 

6 

2 

3 

1 

l 

3 

4 

2 

3 

1 

/5 

1 

2 

1 

6 

1 

3 

1 

7 

2 

1 

4 

8 

"l 

3 

1 

Die  Perioden  von  K  und  K'  stiinmea  überein,  und  zwar 
bei  Gliedern,  deren  Zeigersunmie  m'\-'m'  eine  paare  Zahl  i^L 
Demnach  liefern  die  beiden  Kombinationen  . 


Ki\)  komb.  /r'(S) 


n 

au 

Jtfn 

'   Nu 

-1 

1 

0 

0 

2 

1 

1 

0 

1 

0 

2 

-1 

1 

1 

3 

-3 

-2 

-3 

4 

-2 

5 

7 

5 

-2 

-12 

-17 

0 

0 

jr(5)  komb.  IC  (5) 


n           Oa 

Mu        Nu 

3 

23           9 

4 

28          11 

5            0 

23            9 

6          -1 

5            2 

7          -3 

8           3 

8         -2 

-11          -4 

9          -2 

30           11 

1 

1 

Jlf— 30, 

AT— 11 

Jl!f=  — 12,  iV=  — 17 

Der  Werth  von  h  =  Mr^i-\-lU.i  nach  §.  82  und  84  findet 
sich  aus  der  Periode  von  JT,  also  aus  [1, 1,  4, 1],  folgendermaassen 


r 


n 

On 

Min 

Un 

-2 

• 

0 

1 

-l 

1 

0 

0 

i 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

4 

9 

5 

1=3 

1 

11 

6 

Hiernach  hat  man  A  =  ll-j-5=16. 


342    F^ter  Ah$chmU.    Quadr.  Gkkhungen  mit  2  Unbek. 

Es  ist  nun  nicht  von  Interesse,  alle  Werthe  von  M  nnd 
N,  welche,  für  X  und  Y  genommen^  Auflösungen  der  reduzir- 
ten  Gleichung  ergeben,  zu  berechnen,  sondern  nur  diejenigen, 
welche,  eingeführt  in  die  Formeln 

^jtf— y4^Jf— (— 19) 

^  D  7 

JV-^B_iV— (--17) 

y—   j)  —      7 

für  X  und  y  ganze  Zahlen  liefern.  Zu  diesem  Ende  hat  man 
behnf  Bestimmung  der  kleinsten*  positiven  Reste  von  Ä  und  B 
in  Beziehung  zum  Divisor  D 

^=  —  19  =  — 3.7  +  2  also  A' ~2 

B=— 17  =  — 3.7-1-4  B'  =  4 

Es  müssen  mithin  die  Reste  von  M  und  N  in  Beziehung 
zum  Divisor  7  gleichzeitig  resp.  =2  und  4  sein.     Bilden   wir 

0  1  S  0 

nun  die  Reste  der  Grössen  if,  JKT,  Jlf...   und  der  Grössen  iV, 

JVj  JV...  nach  §.  86,  indem  wir  zur  Ökonomie  der  Rechnung 
beachten,  dass 
Ä=      16=      2.7-f  2  =  2,  ferner 

jtf  =  _  12  =  — 2.7  +  2  =  2  iV=—l7  =  — 3.7  +  4  =  4 

M=      30=      4.7  +  2  =  2  iV=      11=      1.7  +  4  =  4 

ist,  und  dass  bei  der  Bildung  der  Grössen  M  und  iV  stets  das 
Snblraktionsprinzip  zur  Anwendung  kommt;  so  ergibt  sich 
als  erste  Periode  dieser  Reste: 


Rest 

Rest 

Rest 

Rest 

von 

von 

von 

von 

n 

h 

n 

M 

n 

h 

n 

N 

0 

2 

2 

0 

2 

4 

1 

2 

2 

,  1 

2 

4 

2 

2 

6 

2 

2 

5 

3 

2 

0 

3 

2 

0 

4 

2 

6 

4 

2 

5 

5 

2 

5 

5 

2 

3 

1 

6 

2 

2 

6 

2 

^     4 

7 

2 

2 

7 

2 

4 

In  dieser  Periode,  für  welche  s  =  6  ist,  entsprechen  der 

0  0 

obigen  Bedingung  zuvörderst  die  Grössen  M,  N  für  den  Zeiger 

n  =  0,  alsdann  aber  auch  die  Grössen  My  N  für  den  Zeiger 
n=l ;  sonst  keine.  Die  gesuchten  Werthe  von  M  und  N  sind 
also  in  folgenden  beiden  Reiben  darzustellen 

-12      -6       0        6        13 

X=...M  M  M  M  M... 
Y=...N  N  IS  N  N... 


§.  iaa.    Umfiel  943 

und 

>il     -5        1         7       13 

X  =  , . .  M  M  M  M  M... 
'  r=...JV  N  N  N  iV... 

Um  -die  Wertbc  einer  jedeo  Reihe  nach  den  Kekursions- 
formeln  des  §.  85  za  berechnen,  ist  zovdrderst  die  Grösse  U 
zu  bestimmen.  Die  dortige  Formel  (3)  gibt  bierrür»  da  A  =  15 
und  8  =  6  ist. 

Jetzt  muss,  um  zuvorderst  die  in  der  ersten  obigen  Reibe 
enthaltenen  Werlhe  von  M  und  N  zu   berechnen,   ausser   dem 

0  0 

bereits  bekannten  Paare  M= — 12,  N= — 17   noch  das  be- 

6  6 

nachbarte  M,  N  bestimmt  werden.     Dies  kann  unter  Zohülfe- 

1  1 

nähme  der  Werthe  Jlf==30,  iV=ll  und  der  Grösse  h=l6 
durch  die  Rekursionsmethode  des  §.  84  geschehen.  Es  wird 
jedoch  einfacher  und  für  die  späteren  Rechnungen  vortheilhaft 
sein,  hierzu  die  Formel  (9)  aus  §.  85  zu  nehmen.  Dieselbe 
ist  hier,  wo  das  Subtraktioosprinzip  gilt, 

M=K,iM-hn,fM 

Um  dieselbe  zu  benutzen,  sind  zuvor  die  Grössen  ft.,  welche 
auch  späterbin  noch  mehrfach  gebraucht  werden,  zu  bilden. 
Für  die  letzteren  Grössen  hat  man,  wenn  man  unter  Beachtung 
des  Subtraktionspriozips  das  Rekursionsverfahrea  aus  §.85  in 
Anwendung  bringt, 


n 

h 

K 

-1 

16 

0 

0 

16 

1 

1 

16 

16 

2 

16 

255 

3 

16 

4064 

4 

16 

64769 

5 

16 

1032240 

6 

16 

16451071 

Jetzt  ist  nach  der  soeben  zitirten  Formel 

M=ft5Jlf— A4  J^=  1032240.30 -^64769  (—12)  =  31744428 
iV=Ä5iV  — fc4iV=1032240.1t  — 64769(— 17)=12455713 

6         6 

Diese  Werthe  von  M,  iV,   in   Verbindung   mit  denen   von 
0     0 

My  N  und  dem  Werthe  von  H,  liefern  nach  §.  85  unter  Beach- 
tung des  Subtraktionsprinzips  folgende  zulässige  Werthe  von 
X  und  F 


344    Fünfter  Abitknitt.    Qmdr.  Qleiehmgen  mit  8  Vnbek. 
n  H  M=X  JV^T 


-6 

16386302 

-228380052      -29102284T 

0 

16386302 

-12         .  -17 

6 

16386302 

31744428       t2455713 

12 

16386302 

520173784025268  204103074843343 

Jedes  Paar  dieser  Werlhe  von  X,    Y  führt  zu  einer  Auf- 
lösung der  ursprünglichen  Gleichung  nach  den  Formeln 

X4-19  F4-17 

—  — ' — ,     y=—~ — 


X 


7       '      ^  7 

Man  hat  also  zunächst  folgende  Reihe  von  Auflösungen 


32625719 
1  ^ 
4534921 
74310540575041 

-41574690 
0 

1779390 
29157582120480 

Was  die  zweite  Reihe  der  ohigen  Werlhe  von  X,   Y  be- 
triffl;  so  ist  neben  dem  schon  bekannten  Paare  ilfs=;30,  iV=:ll 

7         7 

das  Paar  My  N  zu  berechnen.    Hierfür  hat  man  nach  der  schon 
vorhin  gebrauchten  Formel 

ilf=Ä6-»f— »6^^=16451071. 30-:1032240(~12)=505919010 

JV=A6^— »5^=16451071.11  — 1032240(—17)=198509861 
Dies  gibt  folgende  Reihen  von  Werlhen  für  X,  Y 

n  H  M=X  N=Y 


-5 

16386302 

-14329950 

-18260539 

1 

16386302 

30 

11 

7 

16386302 

505919010 

198509861 

•  •  •  ■ 

Substttuirt  man  diese  Werlhe  in  die  obigen  Formeln  für 
:r  und  y;  so  erzeugt  sich  die  nachstehende  Reihe  von.  Auflö- 
sungen der  gegebenen  Gleichung 


S,  126.    Bmgpiel  345 

X  V 


-2047133  -2608646 

7  4 

72274147  28358554 


Ehe  wir  zu  den  Kombinationen  von  K  mit  den  übrigen 
Werthen  von  K'  übergehen,  xiroUen  wir  diejenigen  Auflösungen 
für  X,  y  untersuchen,  welche  sich  ei^eben,  wenn  man  düt  vor- 
stehend für  X,  Y  gefundenen  Werthe  mit .  entgegengesetzten 
Zeichen  nimmt. 

Statt  dass  man  die  Zeicheti  aller  obigen  Werthe  von  A,  F 
umkehrt,  kann  man  offenbar  die  Zeichen  von  zwei  benachbar- 
ten Paaren  umkehren^  und  hieraus  die  übrigen  mit  Hülfe  der 
Grösse  ft=16  nach  dem  bekannten  ßildungsgesetze,  welchem 
immer  das  Subtraktionsprinzip  zu  Grunde  Ifegt,  erzeugen.  Hier- 
nach hat  man  zur  Darstellung  der  kleinsten  Reste  in  Beziehung 
zu  dem  Divisor  D  =  l 

h—      16=      2.7  +  2  =  2,  ferner 
M=      12=      1.7  +  5  =  5  iV=      17=      2:7  +  S=-3 

Jtf==^30  =  --5.7  +  5  =  5  JV=-  ll  =  --2.7  +  3s3 

Rest      Best  Rest       Rest 

von        von  von         von 

n  n 

n         h  M  n          h  M 

0          2  5  0          2  3 

12  5  12  3 

2            2  5  2            2  3 

Man  erkennt,  dass  die  Periode  dieser  Reste  eingliederig 
ist,  und  dass,  da  der  Rest  von  M  nicht  =2  und  der  von  iV 
nicht  =  4  ist^  unter  den  neuen  Werthen  von  X,  Y  keine  solche 
vorkommen,  welche  für  x,  y  ganze  Zahlen  liefern. 

ni.     Wir  schreiten  nun  zu   der  Eotwickelung  des*  zweitoB 

yf 49 

Werthes  von  K\  welcher  =  — j^rz —  ist  und  sich  sehr  wohl 

als  brauchbar  erweisen  kann,  da  der  erste  schon  als  zulässig 
erkannte  Werth  von  K'  für  p  =  +  49  eine  symmetrische  ein- 
gliedrige (beim  Zeiger  4  beginnende)  Periode  besetzt.  , 

Dieser  neue  Werth  von  K'  gibt 


346    Fünfter  AbsckniiL     Qwtdr.  GUicktmgen  mit  2  Unbek. 


n 

P'n 

Q'n 

-l 

-IIK 

0 

-49 

i26 

-l 

1 

-77 

-47 

1 

2 

30 

19 

1 

3 

-11 

-6 

1 

-4 

5 

3 

2 

/5 

1 

2 

1 

6 

1 

3 

1 

7 

2 

1 

4 

Ks 

2 

3 

1 

Die  Periode  von  K'  slimmt  wiederum  mit  der   von  K  so 
übereiD,  dass  die  Zeigersumme  ftt-j-m   eine  paare  Zahl  ist. 
Demnach  hat  man  die  beiden  Kombinationen 
K(i)  komb,  K'  (5)  /f  (5)  komb.  K  (5) 


n 

«a 

üfn 

iV„ 

n 

«a 

Jtfa 

iV„ 

-1 

1 

0 

3 

23 

9 

0 

2 

1 

4 

V8 

11 

1 

0 

1 

0 

5 

0 

23 

9 

2 

-2 

0 

i 

6 

-2 

-18 

-7 

3 

-1 

l 

-1 

7 

-1 

41 

16 

4 

-1 

-l 

2 

8 

-l 

-59 

-23 

5 

-1 

2 

-3 

9 

-1 

100 

39 

M=  2,  N=  —  3  M=  100,  iV=  39 

Die  Grösse  h  behält  hier  und  durch  den   ganzen  Verlauf 

der  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  denselben  Werth  16; 

ebenso  bleibt  stets  I)  =  7.    Um  also  die  Reste  der  Grössen  Jf 

und  iV  zu  bilden,  hat  man 

Ä=16  =  2. 7  +  2  =  2,  ferner 

M=2  iV=-.    3  =  -l. 7  +  4  =  4 

Jtf=100=14. 7  +  2  =  2  N=      39=      5.7  +  4  =  4 

Da  die  Reste  der  ersten  beiden  Werlhe  von  itf,  sowie  die 
der  ersten  beiden  Werthe  von  JV  resp.  =2  und  4,  wie  früher 
sind;  so  leuclUet  eiq,  dass  auch  alle  folgenden  liiosle  mit  den 
friUiereH  übereinstimmen  werden.    Demnach  gibt  es  auch  hier 


n 


zwei  besondere  Reihen  zulässiger  Werthe  von  X=-Sf  und  F=iV, 
welchen,  da  3uch  hier  die  Periode  der  Reste  $=:6  Glieder 
hat,  rosp«.  die  Zejgerreiben 

...  —  12,  —6,  0,  6,  12...  und 

...  ~~''  11,   —  5,    1,   7,   1  (5  .  .  . 

zukommen, 

FOr  die  erste  Reihe  ist 

ilf=A5Jtf  —  Ä,iJf=  1032240. 100  — 64769    .2    =103094462 

iV=A5iV  — A4  iV=  1032240.   39  —  64769  (—3)=   40451667 

6         6 

Diese  Werthe  von  ilf,  N,  in  Verbindung  mit  den  Wcrthen 


S.  i26.    Beispiel  347 

0         0 

von  M,  N  und  der  Grösse  If,  welche  hier  wegen  «  =  6  den 
obigen  Werlh  16386302  besiUl,  liefern  folgende  Reihe  zulässi- 
ger Wertbe  von  X,  F,  wovon  wir  nur  die  zwei  so  eben  schon 
gefundenen  notiren  wollen: 


0  16986302  2  -3 

6  16386302  103094462  40451667 


Eine  Subsülution  dieser  Werlhe  von  X,  Y  in  die  obigen 
Formeln  für  o?,  ^  ergibt  folgende  Auflösungen  der  gegebenen 
Gleichung:  ^ 


3  2 

14727783  5778812 


Für  die  zweite  Reihe  ist 
.«r=AeA—Ä5Jlf=16451071. 100- 1032240    .2   =1643042620 
JV=A6^~A5iV=16451071.   39 -^1032-240 (-3)=  644688489 

7  7 

Diese  Werthe  von  My   N,   in  Verbindung   mit  denen  von 
M,  JV,  liefern  für  X,  Y 

n  H  if=X  N^Y 


1 

7 

• 

16366302 
16386302 

■ 

100 
1643042620 

• 

39 
644688489 

• 

•        • 

und  demnach  für  x,  y 

• 

• 

X 

m 

• 

• 

17 
234720377 

• 
• 

8 
92098358 

348    Fünfter  Abschnitt    Quadr.  Gleichungen  mU  2  Unbek 

Nimmt  man  jetzt  die  Werthe  von  X,  Y  aus  den  letzteren 
beidert  Reihen  mit  entgegengesetzten  Zeichen;  so  werden  die- 
selben genau  so  wie  die  früher  mit  entgegengesetzten  Zeichen 
genommenen  Grössen  dieser  Art  resp.  nur  den  Rest  5  und  den 
Rest  3  ergeben,  also  sämmtlich  unzulässig  sein. 

IV.  Jetzt  ist  noch  zu  berücksichtigen,  dass  die  rechte  Seite 
der  reduzirten  Gleichung  einen  quadratischen  Faktor  besitzt, 
indem  man  126  =  3' «14  hat.  Demnach  sind  die  Auflösungen 
X,  Y  zu  untersuchen,  welche  das  gemeinscbafüiche  Maass  3 
besitzen,  für  welche  man  also 

X=3X'  F=3r' 

3X'»-2.5X'r— (-6)r*=14 

hat.      Die    Grösse    K   behält    immer    den    nämlichen    Werth 

^^-—>     Was  die  Grösse  K'    betrifft;  so   gibt  es   nur   eine 

einzige,  nämlich  symmetrische  Reihe  der  durch   14   theilbaren 
Zahlen  von  der  Form  7 — p*.  Dieser  Reihe  entspricht  der  Werth 

p  =  7.     Man  hat  also  für  K'  =  ^'^'^'^ 


)U      Itl 

li       SM.      — 

"       14       ' 

n 

P' 

•»      n 

Q'n      a't 

-1 

-3 

0 

7 

14            0 

1 

-7 

-3            1 

2 

4 

3            2 

3 

2 

1            4 

4 

2 

3            1 

f5 

1 

2            1 

6 

1 

3            1 

7   • 

2 

1            4 

Ks 

2 

3            1 

Diese  Periode  von  K'  ist  mit  der  von  K  so  in  Überein- 
stimmung, dass  die  Zeigersumme  m-^ni  eine  paare  Zahl  bildet. 
Demnach  hat  man  die  beiden  Kombinationen 


K{\)  homh.  K 

(5) 

jr(5)  komb.  üf  (5) 

n             «n            Mn 

JVn 

i 

n 

fln              Mn            Nn 

-1                                  1 

0 

3 

23            9 

0                        2 

1 

4 

28          11 

1            0            1 

0 

5 

0          23            9 

2          -1            1 

1 

6  . 

-15            2 

3-4-3 

-4 

7 

-4            3            1 

4-2           7 

9 

8 

-2          -1            0 

5          -1        -10 

-13 

9 

-1            4            1 

X'  =      10, 

r  — ~ 

13 

X' 

~4,           r  — 1 

i»f=jir=3x=-3o,  jv=r=>3r=-39        itf==x=3x=i2,  ^=F=3^== 

Zur  Rildung  der  Reste  der  Grössen  M,  N  hat  man 


S.  i2e.    Bei^iel  349 

A=      16=      2.7  +  2  =  2,  ferner 
J|f=-.  30  =  — 5.7  +  5  =  5         iV=  — 39  =  — 6.7  +  3  =  3 

M=      12=      1.7  +  5  =  5         JV=      .3 

Diese  Reste  führen  zu  einer  auch  oben  schon  vorgekom- 
menen eingliedrigen  Peripde,  und  man  erkennt  daraus,  dass  die 
zugehörigen  Grössen  X,  Y  keine  brauchbaren  Werthe  liefern. 

Endlich  sind  noch  die  Yorstehenden  Werthe  von  My  N  mit 
entgegengesetzten  Zeichen  zu  nehmen.     Dies  gibt 

M=      30=      4.7  +  2  =  2  N=      39=      5.7  +  4  =  4 

Jtf=— 12  =  — 2.7  +  2  =  2  iV=—    3  =  — 1.7  +  4  =  4 

Die  Reste  sind  ebenfalls  weiter  oben  schon  vorgekommen. 
Sie  fuhren  zu  einer  sechsgliedrigen  Periode  und  zu  zwei  Reihen 
zulässiger  Werthe  von  M  und  N,  welchen  die  oben  angeführ- 
ten beiden  Zeigerreihen  entsprechen. 

Um  die  erste  Reihe  zu  berechnen,  hat  man 

Jlf=Ä5JMr  — *4  Jtf=  1032240  (—12)  — 64769.30=  — 14329950 

iV  =  Ä3iV  — Ä4iV=  1032240  (—    3)  — 64769.39  =  — 5622711 
und  da  hier  wegen  der  sechsgliedrigea  Periode   H  seinen  frü- 
heren Werth  behält, 


0  16386302  30  39 

6  16386302  -14329950  -5622711 


Dies  gibt  folgende  Auftösangen  der  gegebenen  Gleichung 


1  8 

•2047133   -803242 


Um  die  zweite  der  in  Rede  stellenden   beiden  Reihen  za 
berechnen,  hat  man 

J^=Ä,M-A,Jtf=16451071(— 12)  — 1032240, 30=-228380052 
JV==Ä,iV— Ä,iVa=16451071  (—  3)  — 10*2240. 39as— 89610573 


350     Fünfter  Abschnitt.    Quadr,  Gkichungen  mit  2  Unbek. 


n 


n 


H  M=X  N=Y 


1  16380302  -12  -3 

7  163S6302  -228380052  -89G10573 


Dies  gibl  folgcncle  Auflösungen  für  o?,  y 

X  y 


1  2 

■32625719  -12801508 


V.  Im  Vorstehenden  sind  6  verschiedene  Reihen  von  Auf- 
lösungen für  Xr  y  ermittelt.  Ausser  den  in  diesen  Reihen  lie- 
genden hat  die  gegebene  Gleichung  keine  Auflösungen.  Die 
in  den  obigen  Reihen  vorkommenden  Auflösungen  in  kleinen 
Zahlen  sind 

är=l     1     3     7     7     17 
y=0     2     2     4     8       8 

Die  Werlhe  der  nächst  grösseren  Auflösungen  liegen  schon 
in  den  Millionen.  An  diesem  Umstände  erkennt  man  die  Nütz- 
lichkeit einer  direkten  und  systematischen  Methode  behuf  Auf- 
lösung von  Gleichungen  der  gegebenen  Art. 

%.  127.    Independente  Wormeln  f&r  die  AufiS»ungen  der  vor- 
9tehenden  Gieichungen  nnt  poMhMsr  nicht  q^uBdraUscher 

M^etemUnante* 

Die  Auflösungen  x,  y  der  gegi^b^nen  Gleichung  gruppiren 
sich  ebenso  wie  die  Auflösungen  X,  Y  der  reduzirten  Gleichung 
in  gewisse  Reiben.     Alle  denselben  Reiben  (14,)  (15)  in  §.  125 

n+ms  n+aia 

angehörigen  Werthe  X  =  My  Y=N  berechnen   sich  aus   zwei 

n       n  n+8  b+s 

benachbarten  Paaren  M^  N  und  M^  N  mit  Hülfe  der  Grösse  H 
nach  dem  Subtraktionsprinzipe  ebenso   wie  die  Grössen  M,   N 

0        0  11 

aus  den  zwei  benachbarten  Paaren  M,  N  und  M,  N  mit  Hülfe 
der  Grösse  h.  Bezeichnet  man  also  mit  Hm  eine  nach  Gl.  (2) 
in  §.  85  aus  //  gebildete  Grösse,  sodass  also 

(1 )  /L  =  /r»  —  Bi  A  »-«+  J?,  A»'*  -  ßs  A"-'  +  etc. 

ist;  so  hat  man  nach  demselben  Prinzip«,  aof  welchem  die  Ol. 

(9)  in  §.  85  beruhet,  insofern  m  positiv  ist^ 
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(2)  X=  M=  H,.t  M  -  ir«.,  M 

114- ms  n-f*  n 

(3)  Y=N=  J5r._,  iV  -  ir...  N 

Für  die  rückwärts  fn  der  fraglichen  Reibe  liegenden  Wcrthc 
von  X,  Y  bat  man 

(4)  X  ="1?==  Ä.  ir  -  jy...  m' 

D— US  ■  B-f-S 

(5)  F  =  iV=Jf.iV-ir..,M 

n         n 

Da  nach  der  Voraossetzang  die  beiden  Paare  üf,  N  and 

Jlf,  iV  solche  Werthe  von  X,  F  sind,  welche  für  :r,  y  ganze 
Zahlen  liefern,  nnd  s  die  Gliederzahl  der  Periode  der  Reste  der 
Grössen  JPf,  N  bezeichnet;  so  führt  jedes  durch  (2)  oder  (3) 
dargestellte  Paar  von  X,  Y  zu  einer  Auflösung  von  x,  y;  man 
hat  also  nach  Gl.  (9),  (10)  in  §.  125  als  independenie  Formeln 
für  die  vorwärts  liegenden  Werthe  von  x,  y 

(6)  0? = -^  ( JSf«.  "m  —  ff«.,  M^Ä) 

(7)  y  =  1  (ff-i"/ir  -  ff..,  iV  ~  ff) 
und  für  die  rückwärts  liegenden 

(8)  x=^  iHn  M  -  ür...  'm-  A) 

(9)  y  =^ (ff.  ^ -  F... 'iV- 10 

S.^  126.    Besondere  B^kandhmg  de»  Wmtie»^  wm  die  Deiermi' 

ein  Qßtadrait  ver^ehiedem  mmm  imll,  M • 


In  diesem  Falle  kann  man  die  reduzirte  Gleichung,  wenn 
man  es  für  bequemer  hält,  auch  nach  §•  121  auflösen.  Dieser 
Fall  ereignet  sich  unfehlbar  dann,  wenn  das  Quadrat  von  x^ 
oder  das  von  y^  oder  von  ßciden  fehlt,  aber  das  Glied  in  xy 
vorhanden  ist.  Für  die  wichtigsten  Spezialitäten  wollen  wir  im 
Nachfolgenden  einige  Beispiele  and  Bemerkangen  mittheilen. 

I.  Es  fehle  das  Glied  in  f.  Ein  Beispiel  dieser  Afl 
ist 

7a?*  —  2xy-\-Bx  —  4y  =  l 

Die  reduzirte  Gleichung  wird 

7X«  — 2XF«^— IS 
nnd  man  hat  Z7=sl 

ir  =  X  — 2  y=«=r-ll 

Wegen  des  Werlhes  D  =  \  wird  also  jeder  ganze  Wcrlh 
von  X  und  Y  auch  einen  ganzen  Werlh  rojsp.  von  x  und  y 
liefern. 
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Für  die  Auflösung  der  vorstehenden  reduzirten  Gleichung 
sind  in  §.  121,  IIL  zwei  verschiedene  Methoden  angegeben. 
Verfährt  man  nach  der  zweiteo,  welche  die  einfachere  ist; 
so  hat  man  Ä  ==  —  15 

p=        1  3  5  15—1—3—5—15 

^=—15     —5     —3       —1        15  5  3  1 

Nun  ist  X=p,  F=jLZ1-_l=2 — J:^     Es  zeigt  sich,  dass 

jede  zwei  zusammengehörige  Werthc  von  p,  q  eine  ganze  Zahl 
für  Y  liefen^.    Man  bat  also 

X=        13  5  15  — l    •    -3  -^5  —15 

r=      11     13  19  53  —11     -^13  —19  —53 

x  =  —    1       1  3  13  —3       —5  —7  —17 

y=        0       2  8  42  —22     -^24  —äO  —64 

II.  Es  fehlen  die  Glieder  in  x^  und  y*.  —  Ein  Bei- 
spiel dieser  Art  ist 

3ary— lla?-|-2y=18 

In  dieser  Gleichung  ist  die  Bedingung  nicht  erfüllt,  dass 
die  Koeffizienten  von  xy,  x,  y  paare  Zahlen  seien.  Multiplizirt 
man  also  zuvor  mit  2;  so  kommt 

Gay  — 22a;-f-4y  =  36 
Die  reduzirte  Gleichung  ist 

6XF=  9. 192  =  1728 

und  hierin  hat  man  Z>  =  9,  x=^  — - — ,  y=  -^ — 

Um  dieselbe  nach  §.  121,  IV.  aufzulösen,  kann  man  zuvor 
mit  6  dividiren.     Dies  gibt 

Xy=288  . 
X  und  Y  sind  also  irgend  zwei  Faktoren,   in   welche  man   die 

Zahl  288  zerlegen  kann.    Aus  den  Formeln  a?= — — -=^— — 

und  y= -^—^ —  =  - — ^ —    erkennt   man    zur   Vereinfachung 

der  Rechnung,  dass  nur  solche  Werthe  von  X  und  Y  brauch- 
bar sind,  wache  s»ich  durch  3  theilen  lassen.  Dies  sind  nur 
folgende 

X=  3  6  12  24  48  96  —3  -^6—12—24—48—96 
K=96  48  24  12     6     3—96—48—24—12     —  6,  .  —  3 

Damit  aber  auch  x  und  y  ganze  Zahlen  werden,  kann  man 
nur  folgende  beibehalten 

X=i    6  24  96       —3  -.12  —48 

r=48  12  3—96  —24  —6 

x=   0  2  10       —1  —2  —6 

y='9  5  4—7  1  3 


Allgemeiii  hat  man  in  dem   vorstehenden  Falle  nach  125, 
Gl.  (4),  (5)  immefr  da  «.=  0,  c  =  0  ist, 

Wenn  man  diese  Formeln  in  die  Form 

'^^-i^ —        »= — i — 

bringt,  so  ernennt  man,  dass  nur  solche  Werthe  von  X  nnd  Y 
branchbar  sind,  welche  sich  dnrch  b  Ifaeilen  lassen.  Die  re- 
dazirte  Gleichung  ist  nach  §.  125,  Gl.  (8) 

oder  wenn  man  mit  —  2i'  dividirt, 


0*)G0— 4+- 


Die  in  die  Ausdrücke  für  j?,  y  zn  substitoirenden  GrCtosen 
r  X,  -  F  sind  also  zwei  Faktoren ,  in  welche  sich  die  Grösse 

o         0 

k 
—  b-^-^ed  zerlegen  lässt. 

Wenn  man  nach  den  letzleren  Formeln  reehaen  wil,  ist 
es  gleichgültig,  ob  die-  KoefBzienten  der  Glieder  in  dry,  dr,  y 
paare  Zafaieii  Md  oder  nicht.  Man  kann  ohne  Weiteres  die 
Koeffizienten  von'j^,  o?,  y  und  das  konstante  Glied  rechts  resp. 
für  die  in  den  tetzteren  Formeln  vorkommenden  Grössen   —  i, 

df  e,  ^  nehmen. 

In  dem  vorstehenden  Beispiele 

3iry— lfa?-|-2y=18 
würde  man  nach  den  letzteren  Formeln 

* m —  » 3ä — 

haben,  was  zu  den  schon  vorhin  bezeichneten  Auflösungen  fährt. 

III..  Es  fehlen  die  GlitMer  in  x*  und  y'  und  das 
in  y.  —  Die  Gleichung  hat  alsdann  die  einfache  Gestalt 

J4?y  +  €tF  =  Ä 

worin  es  gleichgültig  ist,  ob  die  Koeffizienten  paar  sind  oder 
nicht.  Sind.;?,  q  zwei  Faktoren,  in  welche  sich  i  zerlegen  lässt; 
so  kann  man  schreiben 

Schefflei's  anbwlininte  Analytik.  23 
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q-^  d 

a;=p  y~^^ — 

Beispiel:  3^  —  7a7  =  25.    Hier  bat  man 
p=   1     5    ;85.     ^l     —6    —.^^ 
y=25     5       1—25—5       —1 

E%  sind  aUoy  damit,  y  eine  ganze  Zahl  werde/  folgende 
*Wertt^  von  p\  q  ziilässig 

jp=;5       :^l    V-Ü5 

j=5  — 2S  ~1 
a?=:5  —I  —25 
y  =  4      ^ft  2 

$.  129.    JietMtdAnre  IksÜMMtfimt^  dkM  Jl^wlec,  •»•  4ie  J9ef«rflil- 

«oitf e  fltef  imv  <#f« 

Aü(th  in  diesem  Falle  kann  man  sfcb  bebuf  Aüflääang  der 
xed^iaiirteii  Gleichwg  der  besonderei»  M^bode  des  §.122  be- 
dienen, insofern  man  dieselbe  für  einfacher  hält.  Als  Beispiel 
diene  die  Gleichung 

3ar«+y*  — 4a?=Ö 

Me  wrtwtwrte  GM«h«ng  ui 

Wd  BMHl  hat  CHf  die  ii#gali«e  BetfliaiiDMita  ^^Omn^i^  fecMr 

^JC-2  ..        ^X 

Lös't  man  die  redazirte  Gieiehnng  nach  §.  122,  auf;  so  hat 
man  statt  der  dortigen  Gl.  (7) 

36— iP«:«*    .    . 
Substituirt  man  ]^\ßsy^  für  Jf.  alle  ganzen  Zahlen,    welche 

^yid^  d.  i.  ^3  sittd;  m  kommt 

8$  — 3.4*=t=36'=s:6* 
36  — 3.1»=33 
36  — 3.2»  =  24 
36  —  3.3^=   9  =  3* 
Man  hdt  also  f=      ^y  ±:^ 

Nach  %.  122,  Gt.  (6)  muss  aber  X=^  elde   gan2&  Zahl 

seid.'  Dies  ereignet  sich  foc  jcidw  vorstehenden   Werth   von 
.2;^^  n^an  b^t  also  X^^-j^^^  ^\ 

BMIefcrichtfgt   mafr  Hau,    Aass  ir^=^^^^— ^ und  y=3»*-^ 


y.  iBO.    JDiB  §u4mk$ien  JUfe  mä  A  Jkgi.  M&        885 


game  ZaUe»  seit  jpümm;  so  flAiU  omm  foJgmde 

X«t2    —  •     -"1 

ar=0  1  l 

AllgemeiB«  Gleichungen   des   sweitem  Grades 
mit  zwei  Unbekannten,  wenn  dieDetermiaante 

gleich  noll  ist. 
$.  130.    AufiS9mm§  «er  0htfaeJI>#«i  MWa  wM  der 


I.  -r*4-y=t 

In  dieser  Gleichong  kann  man  fftr  jt  jeden  beliebigea  pcH 
/sitiven  oder  negativen  ganzen  Wcrth  w  Behmen;  f  ist  alsdann 
=  k  —  a;^.   Man  hat  also  nneodUch  viel  Anfldsongen  von  der  Fem 

(1)  x  =  w 

(2)  «=fc--U7« 

Ware  die  gegebene  Gleichong 

II.  ax*'\'y  =  k 
so  hat  man  auch  hier 

(3)  a;  =  w 

(4)  y  =  i  — ili£)> 
Wäre  gegeben 

III.  a?»  +  ^  =  Ä 

SO  sind,  da  oan  y^^ ist^  f&r  w  ganze  Werthe  von  dar 

e 

J ^ 

Beschaffenheit    zn    nehmen    dass    ^  eine   gwza   Zahl  y 

ß 

wird.  Zu  diesem  Enda  ermittelt  man  Meb  %  78  oder  77 
die  durch  e  theilbaren  Zahten  J  ven  der  Form  k  —  «*•  Die- 
selben ergeben,  sich,  wean  die  Aaigai^  nüöglieh  is4«  rei- 
henweise   und    für   jede    besendere    Keihe  erhält    man    einen 

Werth  von  a?,  welcher  absolut  ^-^  ist,  und  mit  u  bezeich- 
net werden  möge.  Je  zwei  dieser  Reihen,  wenn  sie  nicht  kon- 
gruent ^  also  symmetrisch  sind,  entsprechen  den  beiden 
Werthen  -^u.  Diese  beiden  Wertbe  wollen  wir  einfach  durch 
u  darstellen e  indem  wir  diese  Grösse  als  zweideutig  voran»* 
setzen.    Der  dem  Werthe  iF=^u  eiUspfecbende  Werth  von  y 

SC«'  y  =«: '"  s=  r.      Fttr  jedes    ändere   GHed    einer    sO'lehen 

Jieihe  von  a;  hat  man  iiun  iKkch  §«  7i 

(5)  s?  =  ii4-«i? 

(6)  y  =  i?-(-2«i?  — ei^ 

wid  diese  Formeln  f^Udeo  die  gei^eUe  Aanösimg  der  gegebe- 
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n&a  GleieUaBf  lU.  Di»  beiddii  Grössm  n  woA  9  kerilieii  hkrin 
eine  endliche  Menge  zusammeßgehörig^  Werthe.  Die  Grösse 
w  dagegen  ist  stets  eine  willkürliche  positive  oder  negative  ganze 
Zahl. 

Beispiel:  .    ar*-f"%=*^^ 

Es  gibt  hier  vier  Reihen  der  durch  ^=a  8  theilbaren  Zah- 
let J  von  der   Form    17 — a^.      Dieselben-  entsprechen    den 

Wtrtheii 

ti=  ±1     ±3 

i>=t — 5 — =ssf  1 

Man  hat  also  folgende  vier  Reihen  von  Auflösungen 

(y=       l4=6ti?  — 8tr« 

worin  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  «nd. 

Einige  spezielle  Werthe  der  hierdurch  dargestellten  Auf- 
lösungen sind  resp.  aus  der  Isten,  2ten,  3ten^  4ten  Reihe 

für  t«?  =  —    2     —  1  0  i  2 

Iste  Reihe  I  y^_  26     -4  2       ^8-^34 

2te  Reihe  I  y^_ 34    _g  2       -4     -26 

.,    u    u     i  a?»=~13     -5  an  19 

3te  Reihe  jy^_  19     _j  j     _I3     ^^3 

4te  Reihe  j  y^_  43     ^^3         ^       _^     _^^ 

Wäre  die  Gleichung 

IV.  aa?* -|- ey  s=a  Ä 

gegeben ;  so  erbfilt  man  durdh  Multiplikation  mit  a 

(aa?)*  +  tf^=at 
und  wenn  man 

X 

(7)  X  =  ax  also  a?  =  — 

setzte 

^ff X* 

(8)  X*  -j-  fl^  =  öÄ  also  y  = 

Die  letztere  vertritt  die  Stelle  der  reduzirtenGleichang. 

.Dieselbe  kann  wie  die  obige  GK  IIL  behandelt  werden.     Man 

sucht  also   die  durch   ae  theilbaren   Zahlen  J  von   der  Form 

ak  —  X*.    Den  einzelnen  Reihen  dieser  Zahlen  mögen  die  Werthe 

X=  U  und  II  =  — ^ — =0 

^  ae 

entsprechen.    £s  ist  aber  jetzt  zu  erwägen,  dass  nach  der  Be- 
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diogang  (7)  alle  Wertlie  too  X  durch  •  thflübar  sein  i 
Da  nun  der  allgemeine  Aasdrack  der  Werthe  von  X  die  Fetm 
U-^-aew  hat,  aod  das  zweite  Glied  dieses  Aosdrackes  dorch  m 
theilbar  ist;  so  moss  es  aach  das  erste  Glied  U  seia.  Ss 
können  also  nur  diejenigen  Werihe  von  U  beibehalten  werden, 
welche  sieh  doreh  a  tbeilea   lasieo.     Setzt  mae  für  diaadbeD 

V 

—  =iu\  so  hat  man  als  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung 

(9)  x  =  U'\'ew 

(10)  y  =  v  —  2auw  —  aew^ 
Beispiel:  2ar«  — 3y  =  23 
Die  rednzirte  Gleichung  ist  hier 

X»  — 6y  =  46 
Es  gibt   zwei  Heiken  der   durch   —  6   oder    6    theilbaren 
Zahlen  J  von  der  Form  46  —  X*.     Dieselben   entsprecheu   den 

Werthen  lf=-4-.8,  und  man  hat  dafür  c= ;: — =3.   Beide 

-^  —  6 

Werthe  von  V  sind  auch  durch  a  =  2  theilbar,  indem  man  hat 
t<==-r-=^::4.     Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  Aufldsungen 

y=      3-f-16a?4-6ir* 
Einige  spezielle  Werthe  dieser  beiden  Reihen  sind 
für  «?  =  — 2     —1  0  1  2 

Iste  Reihe  J  y^    5^       25         3     _7      -5 
2te  Reihe  [  y^^^     ^^         3       25         59 

§.  131.    AMfi49mm§  «et  al^eateise«  JPWiee  mM  äer  MMtrmh^ 


Die  gegebene  Gleichung  sei  in  die  Form 
(1)  ax^-^2ixy---cg^'-{-2ia;-\r2ef^*szh 

gebracht,  worin  die  KMffizieaten  der  Glieder  in  xy^  dp,  y  paar6 
Zahlen  sind.    Nach  der  VoraasMtsang  ist 
(3)  Z>  =  6»-j-«c=0  also  — öc=6* 

Wir  nehmen  an,  dass  das  in  xy  multiplizirte  Glied  wirk- 
lich existire,  dass  also  nicht  b  =  0,  folglich  auch  weder  a»aO« 
noch  c=0  sei.  Wäre  das  Letztere  der  Fall;  so  würde  man 
nach  §.  132  zu  verfahren  haben. 

Ferner  nehmen  wir  an,  dass  nicht  ae'\'bd=0,  mithin 
auch  nicht  ^6  —  ^=0  sei.  Wäre  Dies  der  Fall;  so  würde, 
man  nach  §.  133  zu  verfahren  haben. 

Moltiplizirt  mau  die  gegebene  Gleichung  mit  a;  so  lässt 
sie  sieh  ia  die  Form 
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odw  wem  man 

(3)  «=*«*  — iy 
setzt,  in  die  Form 

(4)  z>-4-2a(Ap+6y)  =  a* 

bringen.    EUmiairl  nmn  ans  den  beiden  GieidiODfen  (3)  und  (4) 
erst  y  und  dann  w]  so  ergibt  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(5)  A  =  —  bz-^-ae 

(6)  r==       z  +  i 
setzt, 

^^^  *~    2{as-^bd) 

Jetzt  hat  man  für  X  nnd  F  solche  Wcrthc,  welche  wegen 
(5)  und  (6)  offenbar  gunzzahlig  sein  müssen,  zu  ermitteln,  wo- 
durch X  und  y  ganze  Zahlen  werden.  Ausserdem  müssen  diese 
Wtrthe  von  X  und  Y  Von  der  Beschaffenheil  seio ,  dass  wenn 
man  dieselben  in  die  aus  (5)  und  (6)  sich  ergebende  Beziehung 

(9)  2,==l£^^Y-d 

snbstituirt,  die  beiden  Ausdrücke  j—  und  F— rfEinund- 

dieselbe  ganze  Zahl  z  darstellen. 

Zu  diesem  Ende  ermittdt  man  im  Hinblick  auf  die  Gl.  (7) 
die  Reiben  der  durqh  2ab(me-{'bd)  theilbs^ren  Zahlen  J  von 
der  Form  a'  (e*  —  ck)  —  X*.    Für  irgend  Eine  dieser  Reihen  möge 

(10)  X=u  «•«i_a.=-^L__i.„=, 


(11)  X==M-f  24»t(««4^M)tr 

(12)  x^v^iutO'-2$ib(0^'^bd)Ui^ 

Ferner  ermütek  man  im  HinMick  «nf  di^  Gi.  (8)  die  Reihen 
im  diH'ch  2(M-f-M)  theitbaren  Zahiea  J  von  der  Fiyrm 
{cP  -j-  «Ä)  —  P.    Irgend  Einer  diever  Reihen  möge  det  Wertfc 

(13)  .  Y^u»niy=.^'^  +  '^-rf  =  v 

„      ^  2(ae-\-bd} 

ent^prectrett.    Alsdann  ist  allgemein 

(14)  '  ¥=u-\-2(ae  +  bd)w 

(>5)  y=^»  - 2ttM7'  —  2 iae-{'bd)w' 

in  den  vorst^ndeo  Gileiobungen  bezeiehnen  fp  «ad  t&'  be- 
liebige ganze  Zahlen. 

Die  Werthe  von  X  uad  ¥  em  (11)  und  (14)  mäMW  nun 
noch  die  Bedingung  (9)  erfüllen.   Es  sind  ako  ^i^i^igea  dieser 
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Werthe  za  bestimmen,  (är  welcbe  die  beidisn  Aosdrücke  r- 

—  h 

nnd  Y  —  d  einander  gleich  und  ganze  Zählen  werden.  Es 
leuchtet  ein,  dass  wenn  sie  gleich  sind,  sie  auch  noth wendig 
ganz  sein  werden,  da  Y  —  d  stets  ganz  ist.    Aemiadi  braucht 

bloss,  die  GteicMieit      _^  .     sasY-—  d  oder 

X--«»=?-^*y+Woder  X-^bY^sMe^bd 

erfüllt  zu  sein.  Substiluirt  man  hierin  die  obigen  allgemeinen 
Werthe  für  X  und  Y;  so  kommt  nach  gehöriger  Reduktion 

(16)  aw  +  «>=     ^zbiae-fbi)-     =^ 

Hieraus  folgt,  dass  nothwendig  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chung, welche  wir  zur  Abkürzung  mit  Ü  bezeichnet  haben,  eine 
ganze  Zahl  sein  muss,  weil  die  linke  Seite  aw-\-w  es  ist. 
Demnach  kombinirt  man  in  dem  Ausdrucke  für  (/jeden  zuläs- 
sigen Werlb  von  u  mit  jedem  zulässigen  Werthe  von  u  und 
ermittelt,  welche  {Kombinationen  U  zu  einer  ganzen  Zahl  ipachen. 
Jeder  m  ^  U  gefundene  Werth  ist  braachbar ,  ond  fiihrt  aui 
einer  UAemHichen  Reibe  von  Auflösungen.  Denn  wenn  (/^gans 
ist;  so  wird  die  Gleichung  aw^to  =sU,  worin  w  und  w  zwei 
unbekannte,  aber  nothwendig  ganze  Zahlen  sind,  steta  nöglicb 
sdn.  Man  kann  darin  offenbar  für  w  jede  beliebige  positive 
oder  nsgaliv«  ganze  ZaU  «ette»;  tr'  ist  aiadaan 

(V7)  w  =U — aw 

Substituirt  man  diesen  Werth  für  U)  in  den  Ausdruck  (15) 
für  y  ond  «rtirt  die  Vollständigkeit  wegen  BocteMlB  dio  Gleicbung 
(12)  für  x;  so  ergibt  sich  die  AafUeong  der  Gl«  (1)  in  derFM»* 

(18)  0?  =  t?^  —  2uw  —  2ab  {ae  -f^W)  m?" 

y=i?'— 2ttü-2(aö  +  W)J7*  +  2a[tt+2((i^+W)l/Jw 

—  2a«(a#  +  W)w« 

Beispiel  1:     3i?*  — 6dpy  +  3/-|-l0a?  — 4yt«ll 

Hier  ist  l>  =  6«4.flc=:3«-f3(-3)t=20,  ae+6rf=i=S(^2) 
4-3.5  =  9,  und  die  Gleichungen  (7),  (8)  werden 

_33a-'A«  58—  P 

^~      162       '     *^       18 
Man  findet  6  Reihen  der  durch   162  tfaeilhiPen  ZaUen  J 
von  der  Form  333  —  X*.     Für  dieselben  ist 

«=  ±3     ±51     ±57 

Ferner  findet  man  zwei  Reihen  der  durch  18  theilbaren 
Zahlen  J  von  der  Form  58  —  ^.    Für  dieselben  ist 


(19)  \ 


360    FiHfter  Ahtduütt,    Quoth-.  GtekümtgeH  mit  2  IMek. 

■       58  -  « '  - 

«=— ig-«       3  . 

Damit  Bttn  iwch  Gl,  (16)  11=^ ■    »u. ^  e»öe    ganze 

Zahl  werde,  sind  von  d^n  vorstehenden  Werlben  vom  ^  und  ti 
nur  folgende  zu  gebrauchen,  neben  welchen  wir  sofort  die 
entsprechenden  Werthe  von  v,  v  ^  (J  noüifen  wollen. 

11  s  3     ^  5t  l^ 

u  ^2  2  2 

v=2     —  14     —  18 

t?'  =  3  3  3 

f/=0  1—1 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Formeln  (18),  (19) 

ergeben  sich  folgende  3  Reihen  von  Auflösungen 

117  =  ...—     2—1         0  1  2... 

Ij7=  2—  6tt? -162tt;2  =  ...  — 634  —154  2  —166  —658... 
\y^        3+    12IP  — 162117««=...  — 669   —171  3   —147   —621... 

}!?:=:— 14+102«?— 162tti«  =  ...  — 866  —278  —14  —  74  -^458... 
)y=s— 194-120117— 162W»  =  ...  —  SÖ7   —301   —10  —    61    -*427... 

U«  — 48— 11411?  — 162«^=...  — 438  -*  66  —18  —294—894... 
Jy«— 11—   96«7^162M7«»=...  — 467   —   77   —11   r-2^  — 851.*. 

Beispiel  2:     a7'4r4i!y-["^' "~  *öa?  — 8y«c0 
Hier  ist l>^«=6*+«ca=2»4-4(—4)=»ft,  fle+W«l'.(-4) 
-f-  (— '  2)  (—  5)  =  6)  und  die  Gleidrangeh  (7),  {B)  werden 

16 —  X*  25 -P 

^  =  ^=^r"'  »  =  — 12" 

Es  gibt  4  R^en  der  dordb  24  theilbareii  ZaUes  von  da* 
Fem  16 --X'.     Für  dieselben  ist 

11=  ±4     ±8 

Fwoer  gibt  es  4  Reihen  der  durch  12  theilbareo  Zahlen 
von  der  Form  25—  Y*.    Für  dieselben  ist 

•«=  ±1     ±5 

,      25— m' 

" — n--;^  ^     » 

-Die  GrtiM«  y«=^~^"~^"^  aa&  Gl.  (16)  '««fd'  aber  nur 

—  ä4 

eine  ganze  Zahl  für  folgende  Werthe  von  u  und  u\ 

u=  .4—48—8 
ti'  =  — 1     —5     1  5 

v=      0         0     2  2 

t>'=      2  0     2  0 

U=      0         0     0—1 


f.  it#,    FM,  wo  d.  m0d  in  xjr  /Mir.  3BI 

Dies  liefert  Mgtade  4  Ifffteü  jmn  JtiaiUmmgmk 

11?  =  .,.    ^2      —1 

jr=:  —  8w  +  24»«*=...  112  32 
yr=      2—  2tP— 12ir*a=...       42      —8 

xz=  Sw  +  T^v^^...      m         16 

y==         —  lOiT  — 12ir»==...  — 28      —2 

j?:=      2— 16tc7  +  24t£'«»...     130        42 

y=  2+  2tt?— 12li?»s=:...  —  50  —12 
ar±s=  24'16l0  +  34irt=s..,  66  10 
y  =  — 2  — 14«?  — 12tr»=.,*  — 22  0    —2    —28    —78... 


0 
0 
2 

1 

16 
—  12 

2... 

80... 
—"  Du  >  • « 

0 
0 

32 
—  22 

112... 

— —  68 . . . 

2 
2 

10 

8 

66 . . . 
—  42... 

2 

«2 

130... 

§.  132.    WmU,  «•  «M  GHeä  iit  xj  fOM. 

In  diesem  Faile^  wo  (  =  0,  mithin  wegen  i'^ac  =  0  auch 
noch  entweder  a  =  0  oder  c  =  0  sein  muss,  sei  c:=0.  Die 
gegebene  6leieh«ig  hat  alsdam  &e  Fdr« 

(1)  Äi?*  +  2<'^  +  ^  =  * 

worin  nur  der  Koeffizient  von  or,  nicht   aber  der  von  y  eine 

paare  Zahl  zu  sein  braucht. 

,   Mnltiplizirt  man    diese  Gleichung   mit  a,  und  addirt  auf 
beiden  Seiten  D* ;  so  nimmt  sie,  wenn  man 

(2)  z  =  öa?-f-rf 
setzt,  die  Form 

(3)  Ä'-f  Ä€yqF=lP  +  Ä* 

an.     Aa^  diesen  beiden  Gleichungen  folgt 

(4)  0?*=—^ 

(5)  ^(^if^Zlfl 

Hierin  sind  für  jc  s^che  ganze  Werlhe  zu  setzen»  wodurch 
X  und  y  ganze  Zahto»  werden.  Zu  diesem  Ende  ermittele  mau 
in  bekannlec  Weise  die  Reihen  der  durch  ae  theilbaren  Zahlen 
J  von  der  Form  {^  -{-  ^^)  ~~  ^'*  Findet  man  für  irgend  Eine 
Reihe  dieser  Art  den  Wertb 

(6)  »a»«r  ifod  yga.>      i.     ^  ■      a—p 
^o  sind  die  allgemeiaen  Werthe  von  j(  und  y 

(7)  J5sass||-j-tfW 

(8)  y  =»  f>  —  2titt7  •— oetc?* 

Damit  nun  auch  nach  Gl.  (4)  cp  = =  — ^-- 

=  - f-eii?    eine    ganze  Zahl   werde,   sind   nur  diejenigen 

Werthe  von  u  braMhbar,  für  welche 

(9)  l^rr^'-r:^ 


36*    Fikifier  Mm^lmiii.  ^Qmir.  GkiOm^  m»  2  ünhek. 

eine  ganze  2aU  kl^    INe  AnflJittMg  triiA  tljtoi«- 

(10)  a?*=l7+w 

(11)  y==» — 2ttir— o^tr*. 

Beispiel:  3;p*  —  6«.-|-4y  =  5 

Die  Gl.  (5)  wird  hier  ^ 

_24  — z« 

*~      12 
Es  gibt  S    verschiedene  Reihen   der   durch  i2  thefibaren 
Zahlen  J  von  der  Form  24  —  j&*.    Man  hat  für  dieselben 

11=  0    +6 

^^—^-^^.-^ 

«4-3  -     '- 

Nach  Gl.  (9)  niuM  Ufer  U=^  -"-f-  wie-  fiüN» .  2aU  «ein. 

Dii^s  ist  für.  j[edeQ  Wertb  von  ü  der  Fall,    Man  hfit  also 

u=Ö         6     —  6     . 
t?  =  2     -l     -l 
V=\         3     -1 

Hiernach  erhält  man  folgende  3  Reiben  von  Auflösungen 

ti7=...—  2—1        0  l         2... 

._  7    -.  3        1  5  9... 

.^46    ^10        2    —10    —46... 

.-25    —   1    —1    —25    —73... 

.^9—^—1  3  7... 

._73    —25    — l    —   l    —25... 


y»       2  — 1210**= 


I 

ix^      3+  4fi7  M 

)ys=-.  1  _  12«;-- 12u7*» 

! 


y  =  — l  +  12ie?  — 12tt?» 


$.  133;    Fttll,  «•  M  +  M:^#  M. 

Die  gegebene  GTeicbuog  sei 
(1)  fl^' —  26ajy -^  rj^ -f"'2eJip  7^  *«y  si=  fc 

sodass  also  die  Koeffizienten  von  xy^  iv,  y  paare  Zahlen  sind. 
Da  hier  D=b*-\-ac  =  0  vorausgesetzt  wird;  so  muss,  wenn 
a€-^bdr=0  ist,  auch  stets  be  —  cd=0  sein. 

Multiplizirt  BMn  die  vorstehende  QM^hüBg  init  a  und  ad« 
dirt  auf  beiden  Seitep  d^;  so  wird  dieselbe 

oder  wenn  man  auf  beiden  Selten  die  Quadratwurzel  auszieht, 

OJ)  or  — %4-rf=±V'rf"  +  öt 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  die  g^eibene  Gleichung  m^licli 
sein  S4^1l,  zuvörderst  d*'-\'ak  ein  vollständiges  Quadrat  sein 
n^uss.  Ist  Dies  der  Fall;  so  zerföjU  dieselbe  in  zwei  unbeettmnte 
Gleichungen  vom  ersten  Grade^  welche  durch 

(3)  as-by:^^ä±yd^dk      - 

dargestellt  sind. 

Beispiel:     9a?*  —  12ay4-4y*-f  62?-r.4y  =  35 


§.  iU.    Beumimgeti.  3IB3 

Dia  €!•  (S)  wd  hier 

9a?  — 6y  =  — 3±  J/9.35  +  9  =  -3±18 

d.  ].,  wenn  man  durch  3  dividirt, 

3a: -*^  2y  =  5  oder  —  7 

Die  erste  und  zweite  dieser  beiden  Gleichungen  vom  ersten 
Grade  hat  resp.  die  AuflÖsangen 

tr=...— 2     —1  0     t     2... 

ix=      1+2^=... ^3     —1  1     3     5.., 

^y=-l4.3M?=...— 7     —4     -t     2     5.,, 

( ir  =  — l-4-2tr=. .  .  ~5     —3     —1     1     3... 
^y=      24-3ti?^,..— 4     —1  2     5     8... 

§.  J34.    Memktrkmm§€n  h^mf  UmmMMkaier  Vereimfmehmmg  4er 

WnSekarnntem  49eneH4en  HeeJbtanty. 

I.  Es  leuditet  «in,  dass  wegen  der  ManniehfaMgkeil  der 
Operationen,  welche  behuf  Auflösung  der  in  diesem  Abschnitte 
behandelten  Gleichungen  erforderlich  sind,  und  wegen  der 
Grösse  der  dabei  leicht  sich  einstellenden  Zahlen,  ein  möglichst 
übersichtlicher^  handgerechter  und  einfacher  Entwickelungsgang, 
welcher  gleichwol  da«  Problem  in  gröbster  Allgereeiobeit  er- 
schöpft und  die  unendliche  Menge  spezieller  Auflösuogeii  sjsie* 
luatisch  nach  der  relativen  Grösse,  nach  dem  Zeichen  und  nach 
sonstigen  wesentlichen. Eig^pscbaftev  gruppirt;  ein  wesentliches 
Bednrfniss  ist.  Wir  babeii  uns  im  Obigen  bemühet,  dieser  Be- 
dingung der  praktftsdien  Braiictrf)afiteit  zu  entsprechen,  and  zu 
dem  Ende  auch  der  Vereinfachung  der  Hnlfsrechnungen  in 
den  früheren  Abschnitten  eine  besondere  Sorgfalt  zugewandt. 

Eine  schon  jo  §.  100  angemerkte,  auch  hier  oftmals  zur 
Abkürzung  der  Rechnung  dienende  Regel,  besteht  darin ^  dass 
man  d^s  Quadrat  derjeotgea  Unbekannten,  welches  mit  dem 
kleineren  Koeffizienten  behaftet  ist,  in  das  erste  Glied  mx*  der 
Gleichung  stelle. 

Ausserdem  aber  müssen  wir  noch  auf  eine  andere  Verein- 
fachung in  alle  de«  Fällen  der  §§.  130  bis  133  aufmerksam 
machen ,  wo  bei  der  Detei-minante  />  =  0  eine  Multiplikation 
der  gegebenen  Gleichung  mit  dem  Koeffizieatea  a  vorgeschrie- 
ben ist.  Diese  Multiplikation  bat  den  ZwQGk,  im  ersten  Gliede 
ein  vollständiges  Quadrat  a^x*  herzustellen.  Dies  kann  in  d^ 
Fällen,  wo  der  Koeffizient  a  einen  quadratischen  Faktor 
a^  ]>  1  enthält,  wo  also  ü  =  a*  a  i&t ,  mit  kleinepen  Zahlen  .  in 
der  Weise  geschehen,  dass  man  die  gegebene  Gleichung  mit 
dem  nicht  ^«adratiaehen  Faktor  vmi  o,  also  mit  a  muUiptizirt. 
Es  wird  aiciiut  schwer  sete,  für  dieie  Voranssetzui^  die  Criber 
gefuiideiien  Formeln  zu  barrigiretf,  baiondersi  wwn  mm  b«^ 


364     Fikifter  Äb$chniti.   ^mdr.  Bleidimjimk  mU  2  Unbek. 
achtet^    dass   aas  der  Beziehung  j9=»4*-j-äcs=5Ä*-}*-«*«c=0 

-  J  = — ac   folgt,  wonach  die  Grösse  6  durch  a 

(heilbar  sein muss,  sodass  man  b=aV  oder  -  =V  setzen  kann. 

et  . 

II.  Unter  diesen  Umständen  hat  man  für  den  allgemeinen 
Fall  aus  §.  131,  nachdem  mit  a  multiplizirt  ist, 

(adx  —  VyY  -f-  2ä  {dx  -[-  6y)  =  dk 
tand  demnach  statt  der  dortigen  Gleichungen  (5),  (6),  (7),  (8) 

(5)  X=^  —  h'z-\-de 

(6)  F=      az-frf 

(7)  ^r^e^^ck)^X^ 
^^                              ""      2dV{ade-\'l>d) 

Ans  den  Gleichungen  (5)  und  (6)  folgt  statt  der  Gl.  (9) 

(')       .-^=^ 

Es  ist  also  jetzt,  wo  weder  ,, — ,  no^  unbe- 
dingt eine  ganze  Zahl  ist,  nicht  hinreichend,  dass  zwischen 
diesen  beiden  Grössen  Gleichheit  gestiftet  werde;  es  ist  viel- 
mehr besonders  nothwendig;  dafür  zu  sorgen ,  dass  dieselben 
ganze  Zahlen  werden.     Der  allgemeine  Ausdruck  von  Y  ist 

F  — d 
der  aus  §•  131,  GK(14).     Soll  also  — i «ioe  ganze  ZaU sein; 

so  nioss 

u  A-iiae-^-hiSw  —d      d—d\.^.     ,    j   r  j\    ' 
-.,-J — 1^*— i i CSS-.I h2(a«^4**»)'»' 

a 

u  ~~'  d 

Grössen  u   diejenigen  auszuheben,  für  welche eine  ganze 

Zahl  wird.    Jetzt  hat  man,  damit  auch    '_^,     eine  ganze  Zahl 

werde^  diejenigen  Werthe  von  u  auszulesen,  für  welche 

uA'2dh  (ade-^-VSSto  —  de      u  —  de  ,  ^r,    ,     ,   ./rv 
* — ' ^^ ji ^ a=    _^  ,, — f-2ii  ijxae'^bajto 

also  für  welche rr-  eine  ganze  Zahl  wird. 

Ans  'diesen  Werthen  vdn  u  und  u  sind  diejenigen  zu  er- 
Ofittdn,  weldhe  die  beiden  Ausdrücke  in  Gl.  (9)  einander  glei  ch 
machen.     Dies  liefert,  fthnli(A  wie  in  §•  131,  die  Bedingung 


§.  i84.    Bemerlmgm.  805 

(16)  aw+.w= X____n:_2=i^ 


(19)   I 


Es.  ilnd  also  nur  diejeirigen  Werthe  voft  h  und  u  brauch- 
bar, für  wetehe  ü  eine  ganze  Zahl  wird.    Für  dieselben  hat  aran 

(17)  w'^U—dv) 

and  als  Anflösang  der  gegebenen  Gleichang 

(18)  a?  =  i?  — 2tt?£?--2ö'4'  (fl^-f  irf)w* 

y  =  p  —  2«/r7— 2(ae+5rf)t/*  +  2fl'[ti'-f2(Ä«4-M)t/]tt? 

111.  Znr  Erläaterang  des  Vorstehenden  wollen  wir  noch- 
mals das  Beispiel  2  aus  §.  131  berechnen,  indem  wir  darin  die 
beiden  Cnbekannlen  x^  y  miteinander  vertanschen.    Bie«  gibt 

4j?» -f  4<v +y' —  8^  —  iöy  a=  0 

Rechnen  wir  jetzt  nach  der  Vorschrift  des^§.  131 ;  so  werden 
die  dortigen  Gleichungen  (7)  und  (8) 

= ^OQ— -^^         _  16  — y 

^~      192  y~    —24 

£s  gibt  16  Reihen  der  darch  192  Iheilbaren  Zahlen  von 
der  Form  409— X*.     Fikr  dieselben  ist 

w  =  ±4,  ±20,  ±28,  ±44,  ±52,  ±68,  ±76,  ±92. 

Ferner  gibt  es  4  Reihen  der  darch  24  theilbaren  Zahlen 
von  der  Form  1 6  —  P.    Für  dieselben  ist  u  =  ±  4,  ±8 

^        .-.  Fr*      12  — (w 2tt)  r»   U»  J 

Damit  nun  €/= \t eme    ganze    Zahl    werde, 

4o 

können  folgende  16  Kombinationen  gemacht  werden 

tf»      20     —28         «8-^76         4—44         W.    —92 
w=        4  44  4—4       —4       —4       —4 

ti=»~20  26     — 6B         76     —4  44    —52  92 

u'aa        8        .8  8.8     —8-     —8       —8       —8 

Dies  führt  za  sechszehn  Reihen  von  Aaflds«ngen,  von 
denen  wir  hier  nur  die  ersten  vier  notiren  wollen. 


—  40ir— 192ti7» 
y=10+128tH-384tt7< 


— 2+56W— 192«?« 
3— 64tc7— 384t0* 


— 22— 136«?— 192ic;« 
66+32010— 384io> 


—28+152tP— 19210« 
42^25610— 384to» 


Statt  solcher  sechszehn  Auflösungen  haben  wir  in  §.  131 
nur  deren  vier  gefunden.  In  der  That  sind  die  eben  ent- 
wickelten  ersten    vier  Auflösungen   sämmtlich   in  der  einzigen 

ar=  —  2  —  14u?  —  12to" 

y=       2  +  16tc±24ir» 

des  §.131  enthalten.  Die  Vielheit  der  gegenwärtigen  Aus- 
drücke für  die  Auflösung  Ein  oder  derselben  Gleichung  ist  hier 
die  Folge  von  der  Voranstellung  des  mit  dem  grösseren  Koef- 
fizienten behafteten  Quadrates. 


386     Fünfter  AhtchM.    ^mtk.  6lekimng$H  mU  2  Unbek. 

Beachtet  man,  «hisa  in  dar  ^oratehenden  Gleichung  a  =  4 
a=  2' .  1  =  a'a  ist,  aUo  einen  ((nadratischen  Faktor  a  =  2  be- 
aiixt;  so  kann  nan  darauf  die  im  gegenwSrtigeD  Paragraphen 
angedeutete.  Regel  in  Anwendnng  bringen«  Hieraaieb  bat  man, 
indem  b^— 2  =  2  (^  \)  =ab'  ist,  statt  Gl.  (7)  und  (8) 

_25_-jp  16  —  r« 

^~       12      '  **    -24 

Es  gibt  4  Reiben  der  durch  12  tfaeilberea  Zahlen  von  der 
Form  25  —  X*.    Man  bat  für  dieselben  ti=  iJ^  1,  i  ^i 

Ferner  gibt  es  4  Reihen  der  durch  24   (heilbaren  Zahlen 
von  der  Form  16  —  F*.    Für  dieselben  ist  «  =  ^  4,  ^8 
Dj^  A'  =  _  1  und  ass  1  ist;  so  erkennt  mWi   d^sa  für 

jeden  dieser  Werthe  ^owol j?^,  wie  anch eine  ganze 

-—0  a 

Zahl  ist.     Es  sind  also  aus  der  Gesammtheit  der  Werthe   von 

u  und  u   diejenigen  auszuwählen,  für  welche  nach  Gl.  (16) 

^^6-211  +  1.- 

24 

eine  ganze  Zahl  wird.    Dies  gibt  folgende  vier  Kombinationen 

ii=  — 1  —  5  1  —5 
u'ttr2  4—4  8—8 
U=      0         0     0    —  l 

25  —  n» 

t?  =  -T— — ^=«       2  0     2  0 

12 

,       16 -^ti'*  ^  ^    «  ^ 

^^    ^24   "°       ^        ,0    2         2 
Hierdurch  ^eiiifilt  man   vier  Auflösungen,  welche  genau 
dieselben  Reihen  wie  die  beretts  in  §.131  gefundenen  darstellen.. 
Die  Berücksiehtigung  des  ^nadratiiehen  Faktors  von  a  hat 
also  im  Resultate  den  Effekt  der  Voranstellung  des  grösseren 
:  Soef fizieaton  wieder  ausgeglichen. 
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Sechster  Abschnitt. 

Die  HLongrrnenz  der  Zahlen. 


§.  135.    Grundbegriffe  und  €trundfarmeln  der  MimgruemM 

der  XaMen. 

1.  Die  voD  Gauss  in  dem  berühmten  Werke  Disquisitiones 
arithmeticae  zur  ßegründung  der  Kongruenz  der  Zahlen  ein- 
geführte Formel 

(1)  a^bmodp 

bedeutet,  dass  die  Differenz  a  —  b  der  beiden  ganzen  Zahlen 
a,  b  durch  die  ganze  Zahl  p  th eil  bar  sei,  oder  dass  sich  die 
beiden  Zahlen  a  und  b  nur  durch  irgend  ein  Vielfaches  der 
Zahl  p  von  einander  unterscheiden. 

Die  beiden  Zahlen  a  und  b  heissen  kongruent  nach 
dem  Model  p,  b  heisst  der  Rest  von  a,  und  auch  a  der 
Rest  von  b.  Von  zwei  nicht  kongruenten  Zahlen  heisst  die 
Eine  der  Nichtrest  der  anderen.  Die  Formel  (1)  heisst  eine 
Kongruenz,  and  es  ist  klar,  dass  dieselbe  nur  ein  einfacherer 
Ausdruck  für  die  Gleichung 

(2)  q  —  b  =  np  oder  a  =  np'^b 
ist,   worin  n  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

So  hat  man  z.  R. 

17=        2modb,       weil       17=  3 . 5  4-   2  ist 

17=       17morf5,         „  17=  0.5--17,, 

17=      22morf5,         „  17=        —1.5+22,, 

17  =  ~    3morf5,         „  17=  4.5—    3   „ 

—  17=        3mod5,         „     —17=        —4.5+    3    „ 
— 17  =  ~    Itnodb,         „     —17=        --2.5—    7    „ 
17=        2morf— 5,     „  17  =  — 3  (—5)+   2   „ 

17=         OmodXl,       „  17=  1.17+    0    „ 

Einer  jeden  Zahl  a  entsprechen  für  denselben  Model  p  un- 
endlich viel  verschiedene  tongruente  Zahlen  oder  Reste  i,  welche 

Scbefiler's  anbestimmte  Analytik.  24 
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sowol  positiv,  wie  negativ  sein  können.  In  zasammenbängender 
Reihe  geschrieben,  bilden  je  zwei  benachbarte  Reste  die  Difife- 
renz  p.  Unter  allen  diesen  Resten  ist  zunächst  der  kleinste 
positive  und  der  kleinste  negative  Rest  von  Wiclitigkeit. 
beide  sind  die  einzigen j  welche  absolut  genommen  kleiner 
als  der  absolute  Werth  des  Models  p  sind;  sie  bilden  die 
Differenz  p  miteinander,  insofern  sie  nicht  beide  =0  sind. 
Wenn  diese  beiden  Reste,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen, 

nicht  beide  =^  sind;  so  ist  der  Eine  <-^  und  der  andere  >-—. 

Der  absolut  kl-einere  dieser  beiden  Reste,  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen,  bat  ebenfalls  eine  besondere  \Vich- 
tigkeit,  und  beisst  der  absolut  oder  numerisch  kleinste 
Rest. 

Es  wird  in  jedem  speziellen  Falle  leicht  sein,  den  Einen 
oder  anderen  der  zuletzt  genannten  Reste  zu  hestimmen,  wenn 

man  beuchtet,  dass  wegen— =ii-| —  für  den  Einen  Rest  die 

p  p 

Grösse  n  der  grösste   Subquolient  und   für  den  anderen 

Rest  die  Grosse  n  der  kleinste  Superquotient  des  Bruches 

—  ist. 

P 

Bei  den  folgenden  einfachen  Sätzen,  welche  sich  mit  Hülfe 

der  Gleichungen  (2)  leicht  erweisen  lassen,  sollen  sich  die  vor- 
kommenden Kongruenzen,  wenn  das  Gegentheil  nicht  ausdrück- 
lich bemerkt  ist,  auf  Ein  und  denselben  Model  p  beziehen, 
weslialb  wir  der  Einfachheit  wegen  den  Zusatz  modp  unter- 
drücken werden. 

II.  Jedes  gemeinschaftliche  Maass,  welches  in  der  Kon- 
gruenz (1)  die  beiden   Grössen  a  und  p  besitzen,   haben  auch, 
die  beiden  Grössen  k  und,/?  miteinander  gemiein.     Wenn  a  und 
p  relativ  prim  sind,   sind  es  auch  5  und  p, 

III.  Die  beiden  Seiten  eioer  Kongruenz  können  mit  ein- 
ander vertauscht  werden.  Wenn  also  a^J^;  so  ist  auchi^a 
(natürlich  für  denselben  Model). 

IV.  Es  kann  auf  jeder  Seite  einer  Kongruenz  dieselbe 
Zahl  c  addirt  oder  subtrahirt  werden.  Wenn  also  a^i;  so 
ist  auch  aHhc^^nb^*  Hieraus  folgt,  dass  die  Glieder  einer 
Kongruenz  wie  bei  Gleiebungen  transponirt  werden  können.  Ist 
also  a-\-c^h\  so  ist  auch  a^b  —  c.  Hiernach  kann  man 
jede  Kongruenz  a^b  m  der  Form  a  —  i^O  nach  der  Art 
der  Gleichungen  auf  null  reduciren.  Auch  folgt  aus  diesem 
Satze  iii  Verbindung  mit  dem  vorhergehenden,  dass  die  Zeichen 
aller  CrMeder  auf  beiden  Seiten  einer  Kongruenz  umgeki^rt  wer- 
den kennen.     Wenn  also  a^6;  so  i^S  auch  — a^  —  b. 
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V.  Beide  Seiten  einer  Kongruenz  können  mit  derselben 
Zahl  multiplizirt  werden.  Wenn  also  a^b;  so  ist  auch 
ac  ^bc^  ^ 

VI.  Dividirt  können  beide  Seiten  einer  Kongruenz  durch 
einen  ihnen  gemeinschaftlichen  Faktor  c  stets  dann  werden, 
wenn  c  relativ  prira  zum  Model  ist.  Denn  wenn  ac^bc  oder 
ae^^np-^bc  ist;  so  ist  offenbar  das  Gh'ed  iip  durch  e  theilbar. 
Ist  nun  c  prim  zu  p;  so  muss  n  ftir  sich  durch  c  theilbar,  also 

n    ,  fk 

—  eine  ganze  Zahl  sein.     £s  ist  also  wegen  a=— .»--Uft    auch 

c  c 

a^b;  folglich  kann  ac^bc  dnrcb  c  dividirt  werden.     Dies  ist 

jedoch  im  Allgemeinen  unstatthaft,   wenn  c  und  p  ein  gemein* 

schaftliches  Maass  besitzen. 

VII.  Zwei  auf  denselben  Model  sich  beziehende  Kon* 
gruenzen  können  wie  zwei  Gleichungen  zu  einander  addirt  oder 
von  einander  subtrahirt  werden.  Wenn  also  a^b  und  c^d; 
so  ist  auch  a^c^b^d.  Demnach  können  auch  mehrere 
Kongruenzen  addiit  werden. 

VIII.  Zwei  auf  denselben  Model  sich  beziehende  Kon- 
gruenzen können  miteinander  multiplizirt  werden.  Wenn  also 
a^b  und  c^d;  so  ist  auch  ac^bd.  Durch  Moltiplikation 
mit  c= — 1  folgt  hieraus  nochmals  der  schon  snb  IV.  ange- 
führte Satz,  dass  die  Zeichen  aller  Glieder  auf  beiden  Seiten 
einer  Kongruenz  umgekehrt  werden  können.  Es  ist  klar,  dass 
auch  mehrere  derartige  Kongruenzen  mit  einander  multi- 
plizirt werden  können. 

IX.  £ine  Kongruenz  kann  auf  jede  Potenz  mit  positivem 
ganzen  Exponenten  erhoben  werden.  Wenn  also  a^b  und 
m  eine  positive  ganze  Zahl  ist;  so  hat  man  auch  a'^i"^.  Dieser 
Satz  ist  eine  unmittelbare  Folge  aus  dem  vorhergehenden. 

X.  Dividirt  kann  eine  Kongruenz  ac^bd  durch  eine  andere 
c^d,  deren  Seiten  Faktoren  der  Seiten  der  ersteren  sind,  stets 
dann  werden,  wenn  c  und  p,  also  auch  d  und  p  relativ  prim 
sind.  Denn  aus  c^d  folgt  durch  Multiplikation  mit  a  die 
Kongruenz  ac^Bad,  also  wegen  der  anderen  gegebenen  Kon- 
gruenz ac^bd  die  fernere  Kongruenz  ad^bd.  Diese  kann, 
wenn  d  und  p  relativ  prim  sind,  nach  VI  durch  d  dividirt  werdeo, 
und  Dies  gibt  a^b.  Es  kann  also  in  diesem  Falle  ae^abd 
durch  c^d  dividirt  werden.  Besässe  aber  c  und  p,  also  auch 
d  und  p  ein  gemeinschaftliches  Maass;  so  würde  diese  Division 
im  Allgemeinen  nicht  zulässig  sein. 

XI.  Für  jeden  Faktor  irgend  eines  vollen  Gliedes  aof 
irgend  einer  Seite  einer  Kongruenz  kann  man,  wenn  der  zweite 
Faktor,  welcher  mit  jenem  ersieren  das  tragliche  Glied  bildet, 
eine  ganze  Zahl  ist,  eine  ihm  nadh  demselben  Model  kongruente 

24^ 
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Zahl  sabstitairen.  Wenn  z.  B.  A-^aB^C  and  für  denselben 
Model  a^b;  so  ist,  insofern  B  eine  ganze  Zahl  darstellt,  auch 
A-{-bB^C.  Denn  aus  a^b  folgt  aB^bB.  Sobtrahirt  man 
diese  Kongruenz  von  der  zuerst  gegebenen;  so  kommt  A^C —  bB 
oder  A-^bB=C. 

Demnach  kann  man  auch  für  jede  positive  ganze  Potenz 
einer  Grösse,  welche  den  Faktor  eines  vollen  Gliedes  ausmacht, 
insofern  der  zweite  Faktor  eine  ganze  Zahl  ist,  dieselbe  Potenz 
einer  anderen  Grösse  substituiren ,  welche  der  ersteren  nach 
demselben  Model  kongruent  ist.  Ware  also  a-^bx^^C  und 
x^y,  auch  b  eine  ganze  und  m  eine  positive  ganze  Zahl;  so 
hätte  man  ebenfalls  a  -\-  by^  ^  C 

Hieraus  folgt,  dass  man  in  jeder  Kongruenz,  deren  Seiten 
ganze  rationale  Funktionen  von  lauter  ganzen  Zahlen  darstellen, 
welche  also  die  allgemeine  Form 

a«iM...  +  A«p...-|-etc. 

besitzen,  für  jede  Grösse,  wie  a,  6,  * . .  oder  auch  für  jede  Grösse 
wie  a",  6ß  oder  wie  aH^  u.  s.  w. ,  welche  den  Faktor  eines 
vollen  Gliedes  oder  ein  solches  Glied  selbst  ausmacht,  eine  ihr 
nach  demselben  Model  kongruente  Zahl,  oder  überhaupt  einen 
ihr  kongruenten  ähnlich  gebildeten  Ausdruck  substituiren  könne. 
Wäre  also  eine  solche  Kongruenz  in  der  Form 

«oar"  -j-  öl  a?"""*  -f*  •  •  •  +  ^n-«  x-^üt^^O 
gegeben;    so   könnte   man  stets  zur  Erzielung  mögKchst  kleiner 
Zahlen  für  die  Koeffizfenten  üq^üi  ...an  ihre  kleinsten  Reste 
in  Beziehung  zu  demselben  Model  setzen.     So  hätte  man  z.  B. 
statt 

15a?*  +  7:F«  — 23ir*+17a?  — 8  =  0  modl 
auch  die  folgende   Kongruenz  mit  absolut  kleinsten   Koef- 
fizienten 

a?*  —  2iP«  -f  3;r  -  1  =  0  mod  7 
oder  wenn  man  nur  positive  Koeffizienten  haben  wollte,  fol- 
gende Kongruenz  mit  kleinsten  positiven  Koeffizienten 

a?*  +  5a?2-f  3ar+6  =  0  modl. 

XII.  Unter  p  unmittelbar  aufeinander  folgenden  ganzen 
Zahlen  6,  Ä-f"^»  6-|-2  ...  6-j-p  —  l  kommt  immer  Eine,  aber 
auch  nur  Eine  Zahl  vor^  welche  einer  gegebenen  Zahl  a  nach 
dem  Model  p  kongruent  ist.  Demnach  gibt  es  sowol  unter 
den  p  Zahlen  0,  1,  2...  p<-  1,  wie  auch  unter  den  p  Zahlen 
0,  —  1,  —  2 , . .  —  (p  —  1)  stets  eine  zu  a  nach  dem  Model  p 
kongruente  Zahl.  Dies  ist  resp.  der  kleinste  positive  und  negative 
Rest  von  a. 

Von  solchen  p  aufeinander  folgenden  Zahlen  sind  also  keine 
zwei  nach  dem  Model  p  einander  kongruent. 

Fern      folgt  hieraus,  dass  sowol  die  kleinsten  positiven,  wie 
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auch  die  kleinsten  negativen  Reste  Yon  zwei  kongruenten  ZaUeo 
einander  gleich  sind.  So  ist  z.  B.  für  den  Model  7  der  kleinste 
positive  Rest  der  Zahlen  9,  16  and  —  12,  welche  nach  jenem 
Model  einander  kongruent  sind,  =2,  and  der  kleinste  negative 
Rest  =  —  5. 

XIII.  Wenn  der  Model  p  den  Werth  0  hahen  sollte;  so 
bemerkt  man  leicht,  dass  dann  jede  Zahl  a  nnr  sich  seihst 
kongruent  sein  kann,  wodurch  der  Satz  XII  und  der  über  die 
kleinsten  Reste  eine  Änderung  erleidet. 

Wäre  der  Model  p  =  -\:_\\  so  bürden  alle  obigen  Sätze 
Gültigkeit  behalten.  Man  erkennt  aber,  dass  alsdann  eine  Zahl 
a  jeder  andern  b  kongruent  ist. 

XIV.  Zwei  Zahlen,  welche  nach  einem  gewisseo  Model 
kongruent  sind,  sind  es  auch  nach  jedem  Faktor  dieses  Models. 
Man  kann  also  in  jeder  Kongruenz  far  den  Model  Einen  seiner 
Faktoren  setzen.  Wenn  mithin  a^h  mod  pq;  so  ist  auch 
a^bmodp  und  auch  a^bmodq. 

XV.  Wenn  a  zu  b  sowol  nach  dem  Model  p,  als  auch 
nach  dem  Model  q  kongruent  ist,  und  p  und  q  relativ  prim  sind; 
so  ist  auch  a  zu  b  nach  dem  Produkte  pq  kongruent.  Wenn 
also  unter  dieser  Voraussetzung  a^bmokp  und  a^bmodq; 
so  ist  auch  a^btnodpq. 

Denn  vermöge  der  gegebenen  Kongruenzen  ist  n  —  b  sowol 
durch  p,  als  auch  durch  q  theilbar.  Hieraus,  und  da  p  und  q 
relativ  prim  sein  sollen,  folgt,  dass  a  —  b  durch  pq  theilbar,  dass 
also  a^bmodpq  sei. 

Zusatz.  Wären  a  und  b  nach  beliebig  vielen  Modeln 
Pf  qj  r...,  von  denen  je  zwei  relativ  prim  sind,  kongruent;  so 
folgt  aus  vorstehendem  Satze,  dass  auch  a^b mod  (pqr . . . J  sei. 

XVI.  Wenn  a  zu  6  nach  dem  Model  p""  kongruent  ist; 
so  ist  flP  zu  b^  nach  dem  Model  p°+^  kongruent.  Wenn  man 
also  a^bmodp''  kat^  so  ist  auch  äP^b^modp''-^K 

Denn  nach  der  gegebenen  Kongruenz  ist 

a  =  fi  -(-  i?p° 

Erhebt  man  diese  Gleichung  auf  die  Potenz  vom  Grade/?; 

p 
so  kommt,  wenn  Bf. den   rlen    Binomialkoeffizienten  der  plen 

Potenz  bezeichnet, 

flP = ip  -fpjp-»  cp"  -f  J?,6p-«  »>*"+...  +  tjPpP" = fcp  +  a;p»+ * 

folglich  aP  =  APf/iorfp°+^ 
Zusatz  1.    Aus  vorstehendem  Satze  ergibt  sich  durch  mehr- 
malige Anwendung  des  in  ihm  liegenden  Gesetzes  der  folgende. 

Wenn  a^bmodp'';  so  ist  auch  «p"^ Jp*^ fÄorf/?"+°. 
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Zusatz  2.  Von  diesem  Satze  ist  der  nachstehende  eine 
Spezialität,  welche  sich  herausstellt,  wenn  man  n=\  annimmt. 

Wenn  a^bmodp;  so  ist  auch  «p  ^b^   modp^-^^. 

XVII.  Wenn  A  zu  B  sowol  nach  dem  Model  P,  als  auch 
nach  dem  Model  Q  kongruent  ist,  und  m  das  grössle  gemein- 
schaftliche Maass  von  P  und  Q  darstellt;  so  ist  auch  die  mte 
Potenz  von  A  der  «iten  Potenz  von  B  nach  dem  Producte  PQ 
jener  beiden  Model  kongruent.     Wenn  also 

A  =  BmodP  und  A  =  BmodQ 
so  ist  auch 

A'^  —  B^modPQ. 

Denn  wenn  p,  q,  r,..  lauter  verschiedene  Primzahlen  sind; 
so   können  jede  zwei   beliebige  Zahlen  P  und  Q  in  der  Form 

P^p^q^r^...,  Q=p^qhy... 
dargestellt  werden,  worin  die  Exponenten  a,  (^  c...,  a^  ß,  y .. . 
positive  ganze  Zahlen  sind,  unter  Welchen  auch  der  Werth  null 
vorkommen  kann.  Es  wird  nun  der  Exponent  irgend  eines 
Grandfaktors  in  der  Zahl  P  entweder  grösser  oder  kleiner  oder 
gleich  dem  Exponenten  desselben  Grundfaktors  der  Zahl  Q  sein. 

Wäre  z.B.  für  den  Grundfaktor /?  der  Exponent  a>>a; 
so  schliesst  man,  dass  weil  p"  ein  Faktor  von  P  ist,  wegen  der 
ersten  der  beiden  gegebenen  Kongruenzen^  nach  dem  Satze  XIV, 
A^Bmodp*  sein  wird.     Hieraus  und  aus  XVI,  Zusatz  1,  folgt 

Wäre  für  den  Grundfaktor  q  der  Exponent  J<ß;  so  folgt 
aus  der  zweiten  der  beiden  gegebenen  Kongruenzen  A^Bmodq^ 
und  alsdann  aus  XVI,  Zusatz  1 

Wäre  Tür  den  Grundfaktor  r  der  Exponent  c  =  y;  so  ist 
«s  gleichgültig,  ob  man  aus  der  ersten  der  beiden  gegebenen 
Kongruenzen  den  Schluss  A^Bmodr^  oder  aus  der  zweiten 
den  Schluss  A^Bmodr^  ableitet,  beide  führen  zu  der  Beziehung 

Polenzirt  man  jede  der  so  gewonnenen  Kongruenzen  nach 
IX  dergestalt,  dass  der  Exponent  von  A  und  B  immer  den 
Werth  p^q^cy.,.j  welcher  offenbar  gleich  .dem  grössten  gemein- 
schaftlichen Maasse  m  von  P  und  Q  ist,  annimmt,  indem  man 
die  zuerst  gefundene  Kongruenz  auf  den  Grad  yM...,  die 
zweite  auf  den  Grad  pM...,  die  dritte  auf  den  Grad  p^^,.. 
u.  s.  w.  erhebt;  so  kommt 

A^  ^  B^  mod p*-^^,   Av"  ^  B""  mod  q^-^^,   A'^^B'^modr^+y 
u.  s.  w.     Da   nun  p,   ^,    r...   lauler    verschiedene    Primzahlen, 
also  von  den  Modeln  p>+«   }»>+?,  r«+>  etc.  je  zwei  relativ  prim 
sind;  so  folgt  aus  XV 
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^-  =  fi»  mod  (p*+ Y^?r*+^ . . .)    d.  L  ^* = *•  Ä^  jPp 
was  zu  beweisen  war. 

Zusatz.  Weon  ^  in  P  eothaHen  ist;  so  stelle  Q  selbst 
das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  P  und  Q  dar  nod  man 
hat  Ä^  =  B^modPQ. 

XVIII.  Wenn  der  Model  p  eine  Primzriil  ist;  so  hat  man 
stets 

Denn  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  zunächst 

Jeder  Binoroialkoeffizient,  mit  Ausnahme  des  Tom  Zieiger  0 
und  des  vom  Zeiger  p,  welche  beide  =  1  sind,  ist  durch  p  Iheil- 
ban     Denn  jeder  dieser  Koeffizienten,  wie 

l.'V.«>...ft 

enlhält  im  Zähler  den  Faktor  p.  Da  nun  p  eine  Primzahl  und 
immer  ^n  ist;  so  kann  keiner  der  im  Nenner  vorkommenden 
Faktoren  1,  2,  3  ...  n  darin  aufgehen;  es  muss  vielmehr  der 
Nenner  in  dem  Faktor  (p  — 1)  (p  — 2) ...  (p  —  H-|-l)  des  Zäh* 
lers  <iofgeben,  also  Bu  durch  p  theilbar  sein. 

Wenn    hiernach  Bi^Bt^B^^.  ..^Bp^i^(i  modp  ist; 

so  folgt 

Hieraus  ergibt  sich 

(a-]-b-{-c,^^{a-\-by-{-c^^a^-]'b^-^c^modp 

u.  s.  w.  für  beliebig  viele  Glieder  des  Polynoms  a-f-t+«^+..- 

§.  136.    MHe  JResfe  d^  anteeastvett  WMfmehem  emer  ge- 
gebenen Mahi* 

I.  Beslimmen  wir  die  kleinsten  positiven  Reste  der  Zahlen 
Q.a,  lüy  2a,  3a,  4a...  nach  dem  Model  p.  Dieselben  werden 
sämmtlich  numerisch  <Cp  sein,  und  wenn  man  sie  mit  ro,  n, 
r»,  fa,  r*...  bezeichnet;  so  hat  man 

O.a  =  i?op4-ro  oder   O.a^ro^O 
\a  =  Vip--ri  la^ri 

2a  =  f?sp4'^8  2a  ^ft 


Die  Reste  ro,  ri,  r« .. .,  wovon  offenbar  der  erste  r«=»:0  ist, 
findet  man  entweder,  indem  man  die  Grössen  Q.a,  \a,  2a... 
berechnet  und  jede  durtch  p  dividirl,  wobei  man,  jenachdem 
a  und  p  positiv  oder  negativ  sind,  bald  die  grössten  Subquo- 
tienten,  bald  die  kleinsten  Superqubtienlen  zu  nehmen  bat,  oder 
einfacher,  indem  man;  nachdem  ri  gefunden  ist,  nach  und  nach 
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ri-^-ru  darauf  rt+^i»  darauf  rs  +  ri  u.  s.  w.  bildet  und  durch 
p  dividirt,  um  resp.  fs,  r^,  r^  u.  s.  w.  herzustellen. 

II.  Aus  dieser  letzteren  Beziehung  erhellet,  dass  jeder  vor- 
hergehende Rest  den  unmittelbar  nachfolgenden  bedingt^  dass 
also  von  einer  Stelle  n  an,  wo  sich  ein  schon  bei  dem  früheren 
Zeiger  rn  da  gewesener  Rest  wiederholen  sollte,  auch  alle  späte- 
ren Reste  in  derselben  Reihenfolge  wiederholen  müssen, 
sodass  man  resp.  r«,  rm+i,  Tm^., . . ,  =rn,  rn+i,  rn+j . . .  haben  würde. 
In  der  That  muss  aber  endlich  einmal  ein  früherer  Rest  sich 
wiederholen^  da  sie  alle  <Zp  sind.  Auch  erkennt  man,  dass  der 
erste  Rest  rft=0  sich  nolh wendig  bei  dem  Gliede 

pa=öp-f-^  oder  pfl^rp=0 
aufs  neue  einstellen  wird. 

Demnach  bilden  die  Reste  ro,  fi,  fs...  eine   wiederkehrende 

Periode. 

III.  Was  die  Länge  oder  Gliederzahl  dieser  Pe- 
riode betnfit;  so  kann  sie,  da  rp=ro=0  das  Anfangsglied 
irgend  einer  späteren  Periode  ist,  nur  =p  oder  gleich  einem 
Faktor  von  p  sein. 

Ist  nun  p  eine  Primzahl;  so  hat  dieselbe  keine  Faktoren 
ausser  i  und  p.  Die  Periode  kann  also  dann  entweder  nur  Ein 
Glied  oder  nur  ji  Glieder  besitzen.  Man.efkennt,  dass  eine  ein- 
gliedrige Periode  ro=ri=r2 ...  =0  nur  in  dem  Falle  statt- 
findet, wo  a  ein  Vielfaches  von  p  ist. 

Ist  also /?  eine  in  a  nicht  aufgehende  Primzahl;  so 
besitzt  die  Periode  der  obigen  Reste  p  Glieder.  Da  ein  jeder 
Rest  <Cp  ist,  und  in  derselben  Periode  kein  Rest  zweimal  vor- 
kommen kann;  so  folgt,  dass  die  Periode  der  fraglichen  Reste 
alle  Zahlen  0,  1,  2  ...p^l,  wenn  auch  in  einer  anderen  Reihen- 
folge, enthält. 

Das  letzlere  Gesetz  findet  auch  dann  noch  statt,  wenn  p 
zwar  zusammengesetzt,  aber  relativ  prim  zu  a  ist.  Denn 
wäre  alsdann  die  Gliederzahl  der  Periode  <C/?;  so  musste  der 
Werth  0  unter  den  Resten  ro,  n,  r8...rp  ausser  an  beiden 
Enden  ro  und  r^  noch  irgend  wo  anders,  etwa  bei  r„  vorkom- 
men, sodass  man  also 

na  =  Vnp-\-rn  =  Vnp    v 
hätte.     Hiernach  müsste  na  durch  p  theilbar  sein;   mithin,   da 
a  und   p  relativ  prim   sind ,   müsste  n  durch  p   theilbar  sein. 
Das  Letztere  ist  jedoch  unmöglich,  weil  man  n<^p  hat.    Dem- 
nach muss  die  Periode  p  Glieder  umfassen. 

IV.      Wenn  p   mit   a  das   grösste    gemeinschaftliche 
Maass  q  besitzt,  und  man  a^=aqy  p=pq  hat;  so  besitzt  die 
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Periode  der  obigen  Reste  -=p'  Glieder.     Der  Rest  null  kehrt 

also  dann  zuerst  bei  dem  Zeiger  p    wieder.     Denn    untersucht 
man,  welchen  kleinsten  Werth  der  Zeiger  n  in  der  Gleichung 

na=^Vnp  d.  i.  hier  naq=^Vnpq 

oder  na    =^Vap 
anzunehmen  vermag;  so  leuchtet  zuvörderst  ein,  dass  .weil   a 
und  p    relativ  prim  sind,  n  durch  p    theiibar  sein    muss.      Der 
kleinste  Werth  von  n,  welcher  >0   ist,   hal   also   den   Betrag 
p'.     Ausserdem  leuchtet  ein,  dass  jeder  Rest  rn  wegen  der  be- 
stehenden Beziehung 

naq=:Vapq-i-rn 
durch  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass    q   vona 
und  p  theiibar  ist,  dass  also  alle  Reste  das  gemeinschaftliche 
Maass  q  haben,  und  mithin  kein  Rest  =  1   vorkommen  kann. 

Ferner  folgt  hieraus,  dass  weil  es  nur  folgende  p'  Zahlen 
mit  dem  gemeinschaftlichen  Maasse  q  gibt,  welche  <ip  d,  \, 
<Zpq  sind: 

0,  q,  2jf,  ^q,..(p  ^\)q 

dass  derjenige  Rest,  welcher  zunächst  ]>  0  ist,  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  q  der  beiden  Zahlen  a  und  p 
darstellt.  Dies  gibt  ein  besonderes  Mittel  zur  Bestim- 
mung des  grösstengemeiiischaft  liehen  Maasses  zweier 
Zahlen  an  die  Hand. 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  letztere  Fall  als  der  allgemeinere 
alle  vorhergehenden  mit  einschlies&t. 

V.  Als  Beispiele  zu  den  vorstehenden  Gesetzen  mögen 
folgende  dienen 


a— 15 

a— 15 

a— 15 

ö— 15 

p—n 

p—   8 

/?  — 20 

p—    6 

0.15 

0 

0.15       0 

0.15         0 

0.15       0 

1.15  — 

4 

1.15       7 

1.15       15 

1.15       3 

2.15 

8 

2.15       6 

2.15       10 

also  ist  auch 

3.15 

1 

3.15  —  5 

3.15         5 

3 

4.15 
5.15 
6.15 
7.15 

5 
9 
2 

6 

4.15       4 
5.15       3 
6.15       2 
7.15       1 

also  ist  auch 

5 

das  grösste 

gem.  Maass 

von  15  u.  20 

das  grösste 
gem.  Maass 
von  15  u.  6 

8.15 

10 

» 

9.15 

3 

10.15 

7 

• 

- 

VI.  Wenn  man  in  einer  Periode,  deren  letzter  Rest  rn«i  ^^h 
sodass  man  rn  =  0  und  na  ^  0  hat,  die  Reste  vom  £nde  gegen 
den  Anfang  hin  betrachtet;  so  findet  man,  indem  p  den  posi- 
tiven Werth  des  Models  bezeichnet,  die  Beziehung 
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(1)  rn_i  =  p--ri,    rn.s=p  — fa,     ro.3=p  —  rg,  ejc. 
oder  auch 

(2)  ri--|-ra.i=r,4-''«-»  =  r8+rB.8  =  ...=p 

wonach  sich  imaier  zwei  Reste  derselben  Periode,  welche  gleich 
weit  von  den  Gliedern  mit  den  Zeigern  0  und  n  abstehen,  zu 
dem  Werthe  von  p  ergänzen,  und  mithin  die  zweite  Hälfte 
dieser  Reste  ans  der  ersten  Hälfte  leicht  durch  Subtraktion  von 
p  gebildet  werden,  kann. 

Die  allgemeine  Richtigkeit  dieser  Beziehung  erhellet,  wenn 
man  erwägt,  dass  man  wegen 

na^O  und 

ma^rm  die  Beziehung 
(n  —  m)a=  —  r„  =/i  —  r„ 
hat,  dass  also   die  Grösse  p  —  r^,   da  sie  positiv  und  <p  ist, 
den  Rest  Tn.m  darstellt. 

Vn.     Addirt  man  die  p  —  1  Gleichungen 

la  =  f?ip-4-ri 
%a  =  Vip-\-r^ 


(p  — l)a  =  i?p-ip  +  rp_i 
und  bezeichnet  die  Summe  der  Quotienten  i?i -f- ^'j  "|~  •  •  •  "f"  ^p-i 
mit  5;  so  hat  man^  wenn  a  und  p  relativ  prim  sind^  weil  als- 
dann unter  den  Resten  ri^  rs,...rp.i  alle  ganzen  Zahlen  l,  2... 
p  —  1  vorkommen,  also 

(3)  n  +  r,  +  ...H-rp..  =  t+2  +  ...  +  (p-l)=P-^-^ 
ist, 

P>:ii-)a  =  S.p  +  P(PZLL).,  folglich 

(4)  ^^(a-i)(p-^ 

z 

Besitzen  jedoch  a  und  p  das  grössle  gemeinschaftliche  Maass 
q,  sodass  man  a  =  aqy  p=pq  hat,  was  der  allgemeinere  Fall 
ist5  so  würden,  wenn  man  zu  den  obigen  Gleichungen  noch 
die  identische  O.a  =  i?qp-|-ro  =  0  .p-[-0  fügte,  die  Reste  ro, 
Ti . . .  rp_i  in  q  Perioden  zerfallen.  Jede  dieser  Perioden  ent- 
hält   die     Zahlen    O.q,    i .  q,    2q,  .,{p  —  \)qj    deren   Summe 

2         *~        2         ''^• 

Demnach  ergibt  für  diesen  Fall  die  obige  Addition 

P(PjrJla  =  S.p+f^-=^g,  folglich 


(5) 


^^^fl-l)(p-t)+g-t 
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$.  137.    JEoM§rraieii0cit  vmm  eniem  €irmde  wM  Eimer    Wmke^ 

kanuiem* 

Wenn  in  den  Gliedern  einer  Kongruenz  eine  onbekannle 
Grösse  x  (welche  stets  als  ganze  Zahl  gedacbt  wird)  auf  erster 
Potenz  verflochten  ist;  so  lässt  sich  dieselbe  stets  au(  die  ein* 
fache  Form 

(1)  (UP^cwufdp 

zurückfuhren.  £ine  soldie  Kongruenz  vom  ersten  Grade 
hat  ofTenbar  denselben  Sinn»  wie  die  onbestinmite  Gleichung 
mit  zwei  Dohekannten  s^  y  ton  der  Form 

(2)  Är=jpjf-j-c  oder  as  —  py=^c 

Was  die  Auflösung  der  Kongruenz  (t),  also  die  Er- 
mittelung der  für  die  Grösse  x  zulässigen  Werlhe  betrilflt;  so 
könnte  man  zu  diesem  Ende  die  unbestimmte  Gleichung  (2)  in 
bekannter  Weise  auflösen.  Will  man  jedoch  mehr  in  den 
eigenthürolichen  Geiste  der  Kongruenzen  verfahren  und  dadurch 
umgekehrt  noch  eine  neue  Methode  zur  Auflösung  der  unbe- 
stimmten Gleichung  (2;  erhalten;  so  kann  Dies  folgender- 
maassen  geschehen. 

Zunächst  leuchtet  ein,  dass  man  auf  der  rechten  Seite  der 
gegebenen  Kongruenz  (1)  statt  c  immer  dessen  kleinsten  posi- 
tiven Rest  r  sabstitniren  kann,  welcher  immer  <^p'sein  wird, 
und  welcher  sich  durch  Division  mit  p  in  c  ergibt.  Dies  sei 
geschehen;  man  habe  also 

(3)  ax^rmodp 

Was  das  Kriterium  der  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit  der 
gegebenen  Kongruenz  anlangt;  so  weiss  man  aus  §.  136,  dass 
wenn  a  und  p  relativ  prim  sind,  die  kleinsten  Reste  der 
Vielfachen  von  a,  also  der  Grössen  02;,  jeden  Werth  der  Zahlen 
0,  1,  2  . .  .p  annehmen  können.  Welchen  Werth  also  die  Grösse 
c  oder  r  alsdann  auch  haben  möge;  die  Kongruenz  wird  stets 
lösbar  sein. 

Besitzen  jedoch  a  und  p  das  ff emeinschaftliche 
Maass  ff,  indem  man  a  =  dq  und  p=pq  hat;  so  moss  nach 
§.  136  nothwendig  auch  r  und  nach  §.  135,  U.  auch  c  dieses 
gemeinschaftliche  Maass  haben;  es  muss  also  c=c  ^  und  r^=^rq 
sein.  Wäre  Dies  nicht  der  Fall;  so  läge  eine  unmögliche 
Kongruenz  vor.     Ist  aber  c  =  cq;  so  hat  man  statt  (1)  und  (2) 

äqx^cqmodp'q  oder  aqx:=p'qy'-\-cq 

also  wenn  man  die  telztere  Gleichung  mit  q  dividirt» 

dx^c  modp  oder  dx^atpy-^c 

welche  Formeln  durch  dieselben  Werthe  von  x  und  y  erfüllt 
werden,  wie  die  gegebenen  (1)  und  (2),  also  für  dieselben  gesetzt 
werden  können.  Da  nun  d  und  p  relativ  prim  sind;  so  ist 
die  Aufgabe  möglich. 
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Man  sieht,  dass  die  vorstebenden  Bedingungen  der  Ltisbar- 
keil  mit  den  im  zweiten  Abschnitte  gefundenen  übereinstimmen. 
Im  Übrigen  stellt  sich  eine  etwaige  Unmöglichkeit  bei  der  An- 
wendung der  nahestehenden  Methode  von  selbst  heraus,  auch 
wenn  man  nicht  die  eben  bezeichnete  Untersuchung  über  das 
gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  p  voranschickt. 

Zur  Auflösung  der  Kongruenz  (1)  bildet  mau  die  erste 
Periode  der  kleinsten  positiven  Reste  der  sukzessiven  Vielfachen 
von  a.  Kommt  hierunter  der  kleinste  Rest  r  nicht  ^vor;  so  ist 
die  Aufgabe  unmöglich.  Kommt  derselbe  dagegen  vor;  so  kann 
Dies  nur  Ein  Mal  geschehen.  Entspräche  Dies  dem  orifachen 
von  a;  so  hat  man  den  kieinstmöglichen  positiven  Werth 
x=^Xi  gefunden. 

Besitzt  die  Periode  der  Reste  n  Glieder;  so  weiss  man  aus 
§.  136,  dass  derselbe  Rest  r  den 

•Xi,  Xi  -f- «,  a?i  -f-  2w,  a?i  -f-  3n, . . .  >  fachen ' 
Xi  —  n,  X  —  2w,  Xi  —  3n, . . .  ) 

von  a  entspricht.     Man  hat  also  allgemein 

(4)  x  =  Xy-\-nw 

worin  w  jede  willkürliche  ganze  Zahl  darstellt. 

Wenn  a  und  p  relativ  prim  sind,  was  man  stets  leicht  von 
vorn  berein  erreichen  kann;  so  ist  n  =  p,  also 

(5)  x==Xi-\'pw 

Die  letztere  Gleichung  kann  man  in  Form  einer  Kongruenz, 
nämlich  als 

X  ^Xi  modp 
schreiben.  Hieraus  erkennt  man^  dass  wenn  a  und  p  relativ 
prim  sind,  alle  Auflösungen  der  Kongruenz  (1)  einander  und 
zwar  der  Grösse  xi  in  Beziehung  zu  demselben  Model  p  kon- 
gruent sind,  dass  also  eine  Kongruenz  vom  ersten  Grade  nur 
Eine  positive  Auflösung  oder  Wurzel  hat;  welche  kleiner 
als  der  numerische  Werth  des  Models  p  ist. 

Wir  bemerken  noch,  dass  Gauss  die  Wurzel  der  Kongruenz 

(1),  analog  der  der  Gleichungen,  durch  den    Ausdruck  —modp 

et 

andeutet,  sodass  man  allgemein  x^-modp  schreiben  kann. 

a 

Wenn  man  die  Werthe  von  x  kennt,  welche  der  Kongruenz 

(1)    oder    der    Gl.    (2)    entsprechen;   so    ergehen  sich    für   die 

Gl.  (2)  die  Werthe  von  y  unter  Zugrundelegung  der  Beziebang 

(4)  durch 

ax  —  c XiO  —  c  ,   na 


P                P  P 

oder  wenn  man  den  Quotienten =  yi  setzt, 

r 
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(6)  y=y,-\-  —  ^w 

Insofern  a  und  p  relativ  prim  sind,  also  n=p  ist,  hat  man 

(7)  y=yi-f-at£? 

Es  gereicht  der  Rechnung  zur  Erleichterung,  wenn  man 
stets  dafür  sorgt,  dass  der  Model  p  positiv  sei.  Dies  kann 
stets  geschehen,  indem  es  offenhar  thunh'ch  ist,  in  der  Gl.  (2) 
zugleich  die  Zeichen  von  p  und  y  umzukehren.  Halte  man 
also  zu  diesem  Zwecke  statt  eines  negativen  Models  p  dessen 
positiven  Werth  —  p  genommen ;  so  müsste  man  die  Wertho 
von  y  in  Gl.  (5)  oder  (6)  ebenfalls  mit  entgegengesetzten  Zei- 
chen nehmen. 

Beispiel  1.  Im  ersten  Beispiele  des  §.29  war  gegeben: 
25j:  +  13y  =  37  oder 

25j:=  — 13y-|-37  =  13(-y)  +  37 

Dies  entspricht  der  Kongruenz 

25ar=37iworfl3 
oder  da  der  kleinste  positive  Rest  von  37  gleich  11   ist, 

2bx^i\  mod  13 

Da.  25  und  13  relativ  prim  sind;  so  ist  die  Aufgabe  mög- 
lich, und  wenn  wir  die  erste  Periode  der  Reste  der  sukzessiven 
Vielfachen  von  25  bilden;  so  wird  dieselbe  13  Glieder  enthal- 
ten müssen.  Wir  werden  also  die  Restbildung  sofort  abbrechen, 
sobald  der  gesuchte  Rest  11  erschienen  ist.     Man  hat 

0.25=    0 
1.25  =  12 
2.25  =  11 
folglich  0^1  =  2  and  nach  Gl.  (4) 

a?  =  24-13tt? 

Ferner  nach  Gl.  (7),  da  yi  =  — =-^ — =list, 

und  in  Erwägung,  dass  wir  oben  das  Zeichen  voti  p  umgekehrt 
haben^  dass  also  auch  das  von  y  umzukehren  ist, 

y  =  —  1  —  25m? 

Die  Formeln  stellen  genau  dieselbe  Zahlenreihe  dar,  wie 
die  in  §.  29  gefundenen. 

Beispiel  2.     Im  zweiten  Beispiele  des  §.  29  hatte  man 

23a?=15y-|--30 
Dies  gibt  die  Kongruenz 

23ä?=30  mod  ih^Qmodn 

Da  23  und  15  relativ  prim  sind,  hat  die  Periode  der  Reste 
der  Vielfachen  von  23  genau  15  Glieder.  Der  kleinste  Rest 
von  c  =  30,  welcher  =0  ist,  kommt  bekanntlich  bei  ^i  =  0 
vor.  Wir  haben  also  weiter  keine  Ermittelaog  nöthig.  Es  ist 
nach  Gl.  (5) 
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A  um     rn^     A  X^ü  —  C         0.23  —  30  ^- 

und  nach  61.  (7),  da  yi  = = r^ =~2  lül, 

y  =  — 2  +  23«? 
Beispiel   3.     Im  zweiten   Beispiele  des  §.    33    war    die 
Gleichung 

4ars=5jf  —  2 
zu  lösen.     Dies  entspricht  der  Kongruenz 

^x^  —  2modh^^modl 
Da  4  und  5  relativ  prim  sind,  wird  die  Periode  der  Reste 
der  Vielfachen  von  4  im  Ganzen  S  Glieder  haben.  Die  Ermit- 
telung derselben  kann  abgebrochen  werden ,  sobald  sich  der 
kleinste  positive  Rest  von  —  2,  welcher  =»  3  ist;  eingestellt  hat. 
Hiernach  ergibt  sich 

0.4  =  0 
1.4  =  4 
2.4  =  3 
also  a?i  =  2  und  nach  Gl.  (5) 

Ferner  ist  y,  =  fi?JZi.==  ^'^~^^^^  =  2,  also  nach  Gl.  (7) 

y  =  2  +  4K? 

Wir  haben  im  Vorstehenden  einige  schon  früher  behan- 
delte unbestimmte  Gleichungen  aufgelös't,  nm  Gelegenheit  zu 
einer  Vergleichung  der  nach  den  verschiedenen  Methoden  auf- 
zuwendenden Rechenarbeit  zu  geben.  £s  lässt  sich  nicht  ver- 
kennen ,  dass  die  Kongruenzen  ein  elegantes  und  einfaches 
Mittel  zur  Auflösung  jener  Gleichungen  darbieten.  Um  die  An* 
zahl  der  zu  bildenden  Reste  auf  ein  Minimum  zu  reduziren, 
ist  es  im  Allgemeinen  ralhsam,  den  kleineren  Koeffizien- 
ten der  beiden  Unbekannten  x,  y  zum  Model  zu  nehmen. 

$.  138.    MSaMen ,  weiche  in  einer  gegebenen  enthaiten  sind  — 
weiche  reiativ  prim  au  ihr  sind  —  und  weiche  ein  gemseiU'' 

Bchaftiiches  Maass  oilf  ihr  besUaen. 

1.    Wenn  p,  q,  r . . .  die  verschiedenen  Primfaktoren   einer 
Zahl  a  sind  3  so  habe  man 
(I)  a  =  p«9?rY... 

Zur  Bestimmung  der  verschiedenen  Faktoren  von  a,  hat 
man  zuvörderst  die  Werthe  1,  p,  p* . . .  p*,  deren  Anzahl  a-|- 1  ist. 

Jeder  dieser  Werthe  kann  mit  jedem  der  Werthe  1 ,  q^ 
f^...fß,  deren  Anzahl  ß4*l  ist,  kombinirt  werden.  Dies  gibt 
(a  -|- 1 )  (ß  -f  1 )  Faktoreii. 

Jeder  der  so  erhaltenen  Werthe  kano  mit  jedem  der  Werthe 
I,  r,  r^,..ry,  deren  Anzahl  y-f-1  ist,  kombinirt  werden,  wo-- 
durch  (a-f-l)  (ß+0  (V  +  t)  Faktoren  entstehen. 
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Hieraus  erkennt  man^  dass  die  AniabI  alter  verschiede- 
nen Faktoren  von  a 

=  («  +  t)(ß  +  l)(y+l)... 

ist.  Hieranler  sind  auch  die  beiden  Werthe  1  und  a  als  Fak- 
toren von  a  mitgerechnet. 

So  hat  z.B.  die  Zahl  360,  welche  =  2».  3*.  5  ist,  4.3.2=24 
Faktoren. 

II.  Um  die.  Anzahl  der  Zahlen  zu  ermitteln,  welche  klei- 
ner als  a  und  relativ  prini  zu  a  sind,  eine  Anzahl,  welche 
wir  kurz  mit  cp  (a)  bezeichnen  wollen,  wobei  wir  den  Werth  1 
mit  unter  die  zu  a  primen  Zahlen  rechnen;  so  leuchtet  zuvör- 
derst ein,  dass  wenn  a  eine  Primzahl  p  ist,  jede  der  Zahlen  1, 
2,  3...(p  —  t)  relativ  prim  zu  a  sein  wird,  dass  man  also 

(2)  cp(p)=p-l 
hat. 

Wenn  a  die  Potenz  einer  Primzahl,  also  =  p^  ist,  so  sind 
alle  diejenigen  der  Zahlen  1,  2,  3...p**  relativ  prim  zu  «, 
welche  übrig  bleiben,  wenn  man  die  Werihe  p,  2p,  3p...(p"-*p) 
ausscheidet.     Da  die  Anzahl  der  letzteren  =p^*  ist;  so  ist  die 

der  ersteren  =p*' —  p"-*  =  (p  —  l)p^*.    Man  hat  also 

(3)  (p  (p")  =  (p  —  1 )  p"-*  oder  auch 

p_l  p_i 

'^         p  p 

Wenn  a  das  Produkt  aus  zwei  Primzahlen,  also  =P9  ist; 
so  hat  man  aus  den  Zahlen  1,  2,  3...(p9)  zuvörderst  die  q 
Werthe  p,  2p,  3p... qp  und  alsdann  die  p  Werthe  q,  2jf, 
Sq.:.pq  auszuscheiden.  In  diesen  beiden  Reihen  haben  nur 
die  letzten  Zahlen  qp  und  pq  Ein  und  denselben  Werlh,  näm- 
lich den  Werth  a.  Alle  übrigen  sind  verschieden:  denn  wäre 
mp  =  nq;  so  müsste,  da  p  und  q  Primzahlen  sind;  f  in  m  und 
p  in  n  aufgehen^  also  da  mp  und  nq  nicht  grösser  als  a^=spq 
"sein  kaoB^  tn  =  f  und  n=^p,  folglich  mp=^nqz=za  das  letzte 
Glied  in  jeder  der  fraglichen  beiden  Reihen  sein.  Demnach  ist 
die  Anzahl  der  auszuscheidenden  Werthe  =p-^q —  1  und  die 

der    übrig    bleibenden   =^  pq  —  (p-\-<l  —  ^)'=^(p  —  *)(?  —  ^)> 
Hiernach  hat  man 

(4)  q>(p9)  =  (p— !)(?— 1)  oder  auch 

^^     P       q  p       q 

Nehmen  wir  jetzt  an^  P  sei  ir|;end  eise  prime  oder  zusam- 
mengesetzte Zahl^  p  jedoch  eine  Primzahl;  man  sei  im  Stande, 
die  Anzahl  cp  (P)  der  zu  P  relativ  primen  Zahlen  zu  bestimmen/ 
und  geh€  darauf  auSj  die  Anzahl  tp  (Pp)  der  zu  Pp  relativ  pri- 
men Zahlen  zu  ermitteln. 
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Man  bezeichne  die  zu  P  relativ  primen Zahlen  mit  b,  c,  d..,, 
und  trenne  alle  ganzen  Zahlen  von  1  bis  Pp  nach  ihrer  natür- 
lichen Reihenfolge  in  p  Gruppen^  von  denen  jede  P  Zahlen, 
und  zwar  die  erste  die  Zahlen  1^  2  ...P^  die  zweite  die  Zahlen 
P-[-  1,  P-|-2  .  ..2P  und  irgend  eine  spätere  die  Zahlen  nP-\- 1, 
nP-\-  2. .  .(n-f-  1)P  enthält.  Ist  nun  p  i-n  P  entha]ten5  so 
ist  offenbar  jede  zu  P  relativ  prime  Zahl  auch  zu  Pp  relativ 
prim.  Ferner  ist  klar^  dass  alsdann  jede  der  genannten  Gruppen 
gleich  viel  solcher  zu  P  oder  Pp  relativ  primer  Zahlen  enthält; 
denn  in  irgend  einer  mit  nP-j-  1  anhebenden  Gruppe  sind  au- 
genscheinlich die  Zahlen  nP-\-b,  nP-\-c,  wP-j-rf. . .,  sonst  aber 
keine  zu  P  prim.  Da  nun  die  Anzahl  der  in  der  ersten  Gruppe 
vorkommenden  Zahlen  dieser  Art  =(p  (P)  ist;  so  ist  die  Anzahl 
aller  zu  P  und  demnach  auch  zu  rp  primen  Zahlen,  welche 
<PjP  sind;  wenn  p  in  P  aufgeht^ 

(5)  if{Pp=p<f{P) 

Ist  dagegen  p  nicht  in  P  enthalten;  so  sind  aus  den 
eben  genannten  Zahlen,  welche  relativ  prim  zu  P  sind,  alle 
diejenigen  auszuscheiden,  welche  Vielfache  von  p  bilden.  Dieses 
können  aber  nur  die  Zahlen  ar ,  br,  er.,,  sein^  deren  Menge 
=  (p(P)  ist.    Demnach  hat  man;  wenn  p  nicht  in  P  aufgeht 

(6)  if(Pp)  =  pi^{P)-if{P)  =  (p-\)(^{F) 

Aus  diesen  beiden  Beziehungen  (5);  (6)  und  aus  (2)  folgt 
sofort;  dass  wenn  a  die  allgemeine  Zusammensetzung  (1)  hat; 
die  Anzahl  der  zu  a  relativ  primen  Zahlen;  welche  kleiner  als 
a  sind;  durch 

(7)  (p(a)==p«-i  {p  -  1)5?-*  (y  —  l)rY-*  (r-  1) .  . . 
ausgedrückt  ist.     Dieser  Ausdrqck  lässt  sich  auch  in   die  Form 

(8)  »  (p{a)  =  a,- , . ,  . . 

^  ^  p  q  r 

stellen. 

Aus  (7)  erkennt  man  auch;  dass  wenn  sich  die  Zahl  a  in 
die  Faktoren  P,  Q ,  jR  . .  .  zerlegen  lässt;  von  welchen  je  zwei 
relativ  prim  sind;  man 

(p  {PQR  . . .)  =  (p  (P) .  (p  (0  .  cp  (ß) . . . 
hat. 

Für  die  Zahl  360  =  2'. 3'. 5  hat  man  nach  (8) 

(p(360)  =  360.|  .§.*  =  96 

Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam;  dass  die  Anzahl  der 
zo  a  relativ  primen  Zahlen  (wennicht  a  =  2)  stets  paar  ist;  dass 

die  Hälfte  derselben  <;-^  und  die  andere  Hälfte  >>-j  ist,  auch 

dass    eine  Zahl    der   ersten   Hälfte     mit    derjenigen    Zahl    der 
zweiten  Hälfte,  welche  ebensoweit  von  a  absteht,  als  die  erstere 


a 
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von  0,  die  Summe  a  ausmacht,  indem,  wenn  b  irgend  eine  zu 
a  relativ  prime  Zahl  darstellt,  auch  a—b  eine  solche  ist. 

III.  Nachdem  man  in  den  Stand  gesetzt  ist,  die  Anzahl 
der  zu  a  relativ  primen  Zahlen,  welche  <^a  sind,  zu  bestim- 
men, kann  man  auch  leicht  die  Anzahl  derer  angeben,  welche  mit 
a  ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen.     Indem  hier- 

'von  die  Zahl  1  ausgeschlossen  (also  als  eine  zu  a  prime  Zahl 
betraebtet  wird),  hat  man  für  die  gesuchte  Anzahl  nach  (8) 

Von  diesen  Zahlen  gehen  nach I.  deren  [(a-|- 1  )(ß+  0(y  —  0* •  •]  ^  ^ 
in  a  auf;  die  übrigen  aber,  deren  Anzahl 

i»K,  gehen  in  a  nicht  auf,  besitzen  aber  mit  a  ein  gemeinschafl- 
Jiches'  Afftass 

Für  die  Zahl  360,  für  welche  nach  II.  ^(360)  =  96  ist, 
gibt  es  also  360—  96=264  Zahlen,  welche  ein  gemeinschaft* 
liebes  'Maass  mit  360  besitzen. ,  Hiervon  gehen  nach  I.  deren 
23  in  360  auf,  die  übrigen  241  aber  nicht. 

IV.  Wenn  fx  fy  f  *•»  die  verschiedenen  Faktoren  von  a 
nach  I.  sind  (unter  denen  sich  also  auch  der  Werth  1  befindet) ; 
so  hat  man  die  Beriebong 

(11)  •       <p(/-)+,p(/-')+,p (/-')+...=« 

wobei  zu  bemerkeq  ist;  dass  für  /*=  1,  (p(l)s=  1  und  nacht  =0 
/l^edacht  ist,  sodass  man  also  aligemein  unter  (f  (/*)  die  Menge 
der  zu  /'primen  Zahlen  versteht,  welche  nicht  grösser  als 
f  sind. 

Denn  wenn  die  zu  f  primen  Zahlen,  welche  nicht  grösser 
als  /'sind,  mit  b,  c,  d,,.,  ferner  die  zu  f  primen  Zahlen, 
welche  nicht  grösser  als  f  sind,  mit  b',  Cy  d\..  n.  s.  w.  be- 
zeichnet werden;    so  muItipUzire  man   die  ersten   mit  -j,    die 

zweiten  mit  -77  u.  s.  w.,  bilde  also  die  Zahlen 

T^    T*    ~f    -"  4^**®"  Anzahl  =  if(f)  ist 
oft'     ac^     fl<Df  , 

etc.         etc. 
Dass  keine  dieser  Zahlen,   wie  z,  B.  -7-,  ><i  isl,  leuchtet 

5chein«r*9  unbestimmte  Analytik.  25 
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ein,  da  b  nicbt  grösser  als  f  ist.    Es  sind  aber  amA  keine  zwei 
einander  gleich.     Denn  zunächst  erhellet  für  zwei  Zahlen  Ein 

nnd  derselben  Reihe  wie  y  und  -j-  ^'®    Unmöglichkeit    einer 

solchen  Gleichheit  auf  den  ersten  Blick.    Was  aber  zwei  Zahlen 

aus  verschiedenen  Reihen  wie  -j-  und -^betriflFl;  so  würde  die 

Gleichheit  dieser  beiden  Zahlen  die  Gleielifaeit  i/^cs&y  erfordern. 
Nun  sind  aber  die  beiden  Zahlen  f  und  f,  als  zwei  verschie- 
dene  Faktoren  von  a,  ungleich;  es  inüsste  also  nothwendig 
irgend  Einer  von  beiden,  z.  ß.  /,  mit  dem  KoeüfiBieaten  b  des 
anderen  ein  gemeinsehafUiches  Maass  besitzen,  was  der  Vor- 
aussetzung widerspricht,  da  6  und /'stets  relativ  prim  sein  sollen. 
Endlich  findet  man,  dass  keine  Zahl,  welche  den  Werth  a 
nicht  übersteigt,  unter  den  in  Rede  stehenden  fehlen  kann. 
Denn  irgend  eine  die  a  nicht  übersteigende  Zahl  sei  =p.  Die- 
selbe besitze  mit  a  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  tu,  man 
habe  also  as=smf,  p^=^mby  worin  nun  f  ein  Faktor  von  a  und 
b  eine  zu  f  prime  Zahl  ist.  Hiernach  ergibt  der  Prozess,  nach 
welchem  die  oberste  Reihe  der  vorhin  genannten  Prodokte  ge- 
bildet ist,  sofort  im  ersten  Gliede  die  Zahl  'j'=mb=p. 

Hiernach  umfassen  die  beschriebenen  Produkte  alle  a  Zahlen 
1,  2,  3...a,  und  daraus  folgt  unmittelbar  die  Formel  (H). 

§.  139.    Der  VermuKiMehe  MM^nmi$u 

I.  Unter  diesem  Namen  ist  folgender  zuerst  von  Formal 
aufgestellte  Satz  bekannt:  Wenn  p  irgend  eine  in  der 
positiven  oder  negativen  Zahl  u  nicht  enthaltene 
Primzahl  ist,  welche  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
der  späteren  Untersuchungen  stets  positiv  gedacht 
werden  kann;  so  ist  (fi^^  —  1  durch  p  theilbar. 

Man  hat  also  die  Gleichung 
(i)  aP-*  —  1  =  t?p  oder  ö'**  ==  p|>  -f- 1 

oder  auch  die  gleichbedeutende  Koneruenz 
(2)  flP-*  ^  l  moap 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  multipliziren  wir  von  den  in 
§.  136  gebildeten  Kongruenzen,  unter  Ausschluss  der  obersten 
O.a^O,  die  nächstfolgenden  p— 1,  also  die  Kongruenzen 

2a  ^ft 
2a  =  rs 


(p^l)assrp^i 
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mJt  ^yNiBffider.  Wes  giM^  werni  man  et*if^lfgt,  dass  unter  den 
p  —  l  kleinsten  positiven  Resten  ti ,  fj . . .  rp_i  alle  p  —  1  Zahlen 
1 ,  2  . . .  (p  —  1)  vorkommen, 

1.2.3.4...(p— l)aP-*  =  i.2.3.4...(p-l) 

Da  nun  der  Model  p  eine  Primzahl  ist^  also  mit  dem  Pro- 
dukte 1.2.S.4...(p  —  1)^  dessen  Faktoren  sämmtlich  kleiner 
arfs  p,  mithin  relativ  prim  zw  p  sind,  kein  gemeinschaftliches 
Maass  hat;  so  kann  man  die  vorstehende  Kongruenz  nach 
§.135,  X.  darch  den  beiderseitigen  Koeffizienten  1.2.3...(p  —  1) 
dividiren.     Dies  gibt  sofort  den  za  erweisenden  Satz  a^^^l. 

So  besteht  z.B.  für  as==10,  p^7  die  Kongruenz  10*^ 
1  modl  oder  es  ist  10«—  1  =999999  durch  7  theilbar, 

II.  Der  Femiatsche  Lehrsatz  kann  auch  auf  folgenden 
Satz  gebradit  werden:  Wenn  p  eine  in  a  nicht  aufgebende 
Primzahl  ist;  so  hat  man  für  p  als  Model, 

wenn  a^l  ist, 

(3)  \  -f-«  +  ö*  +  -*-  +  «**^^=^*y  ^^^^  ^^ 

wenn  a  nicht  ^1  ist, 

(4)  l+a  +  a* -}-... 4-ö'**'  =  «y  oder  ^0 
Denn  nach  dem  Fermatschen  Lehrsatze  hat  man 

(5)  aP-*  — l=(a  — l)(l+a  +  ö»+...  +  aP-»)sO 

Nun  ist,  da  p  eine  Primzahl  darstellt,  a*— 1  entweder  ein 
Vielfaches  von  p  oder  relativ  prim  zu  p.  Im  ersten  Pralle  ist 
a  —  i  ^0  oder  ä^I,  folglich  1^1,  ö^l,  a^^l,  a^^l,.. 
a^'^^l,  mithin,  wenn  man  die  letzteren  pKongruencen  addift 

Im  zweiten  Falle  dagegen  kann  man  die  Kongruenz  (5) 
durch  a  —  1  dividtreo.     Sie«  gibt 

!+«+«*  +  •  * .  +  0^^"*^  0 

III.  Aus  dem  Feriiiat«ehen  Lehrsätze  ergibt  sieh  ferow 
für  alle  Primzahlen  p]>2,  welche  also  sainmtBch  unpaar  sind, 
sodass  dafür  p  — <  1  eine  p9are  Zahl  ist »  der  gleiehfails  beach* 
tenswerthe  Satz 

(«)  a~  =  ±\ 

Denn   nach  dem  Fermatschen  Salze  (2)  hat  man  a^-*  —  1 

p-t  p-i 

«=(«•  — !)(«•  -f"^)^^Ö«  ^^  ^^^  Model  p  eine  Primzahl 
ist;    so   kann   die   letztere   Kongruenz   offenbar   entweder   nur 

dann  bestehen,  wenn  der  Faktor  a'  —1^0,  also  a'  ^1, 

oder  wenn  der  Faktor  a  *  -f- 1  ^  0 ,  also  a  *  ^  —  1  ist.    Dem- 

p-i 

nftch  miiss  die  Potenz  u  ^    entweder  ^  1  oder  ^  —  1  sein. 

25* 
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§.  140.    Ver€ai§emeim€nm§  d€9  JPermmißHtem  jfceij*<^l#o  fSkr 
den  JFWiI,  diM9  der  Model  keine  ^rimaahi  Ui, 

A  und  P  seien  zwei  beliebige  Zahlen^  und  es  sei  /u  un- 
tersuchen, welche  Potenz  von  A  zu  der  Zahl  1  nach  dem  Model 
P  kongruent  sein  werde. 

Zunächst  erhellet,  dass  wenn  A  und  P  ein  gemeinschaft- 
liches Maass  m  haben,  wenn  also  A==^am,  P=pm  ist,  keine 
Potenz  von  Ä  jene  Eigenschaft  besitzen ,  kann.  Denn  sollte 
(amy^itnodpm  sein;  so  müsste  ä^m''  ~  1  durch  pm,  also  auch 
dvrch  m  theilbar  sein.  Da  nun  a^m''  durch  m  tbeilbar  ist;  so 
niiissle  es  auch  1  sein,  was  unmöglich  ist. 

Wir  beschränken  also  die  Untersuchung  auf  den  Fall,  wo 
A  und  P  relativ  prim  sind.  Enthält  nun  P  die  Primfaktoren 
Pf  q^  r...,  wovon  keiner  in  A  aufgehen  wird,  und  ist  demnach 

(1)  jP=pVrY..,, 

so  besteht  der  erweiterte  Fermatsche  Lehrsatz  darin,  dass  wenn 

(2)  (p  =  (p  -  1)/?«-*  iq  -  1)  q^''  (r  ~  1) r^-^  . . 
gesetzt  wird, 

(3)  ^<P  =  lmorfP 

ist.     Aus  §.    138^  II.   erhellet,    dass  (p  die  Anzahl  der   zu   P 
relativ  primen  Zahlen,  welche  <^P  sind,  bezeichnet. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  beachte  man,  dass  nach  dem 
vorhergehenden  Paragraphen   A^^  ^  1  modp  ist.    Erhebt  man 

diese  Kongruenz  auf  die  Potenz  vom  Grade  /?**-*;  so  folgt  aus 
§.  135,  XVI.   ^(p-*)p"-'  =  1  modp^ 

Ebenso  ergibt  sich  ^(*-OqP-*  5=  1  moi^yß,  ^(r-i)rY-*  =  j  ^^dr^ 
u.  s.  w. 

Potenzirt  man  jede  dieser  Kongruenzen  dergestalt,  dass 
der  Exponent  von  A  immer. den  Werth  (p  annimmt;  so  ergibt 

sich  A^^\  modp^^  1  nwdefi^l  modr"^  etc.    Hieraus  und  aus 
S.  135,  XV.  folgt  aber 

^^  =  1  worf(p«jßrY . . .)  oder  =  1  modP 

So    hat    man    z.   B.   für    4=15,    P=^^2\    da    nun 

m  =  (2  — 1)2»-^  =  1.2«  =  4   ist,     15*=linorf8,    oder    es    ist 

15* —  1  =  50624  durch  8  theilbar. 

Ferner    hat    man    für    4  =  5,    P  =  24=:2\3^    da    nun 

<p  =  (2-l)2«-H3-~l)3^-*  =  1.2*.2.3?  =  8isV5«  =  lmarf24, 
oder  es  ist  5»— 1=390624  durcji  24  Heilbar. 

§.  141.    Anwendung  des  veraMigemelnerten  Wermutißehen  j:><skr- 
Mffl^es  auf  die  EiSmng  der  unhetHrnrnten  Gieichmngen  vm 

ertien  Chr«de« 

Nachdem  Libri  und  Bin  et  den  Fermatschen  Lehrsatz,  in 
wele|i»m  p.aU  Primzahl  voraoflgesetzt  wird^  sbot  Aufteraog  der 
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UDbestimiiiten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  in  speziellen  Fäl- 
len benatzt  hatten,  hat  Caachy  (Exerdces  d^ Analyse  et  de 
Physique  mathematiquej  die  vorstehende  Erweiterung  des  Fer- 
matschen  Lehrsatzes  zur  allgemeinen  Auflösung  jener  Glei- 
chungen in  Anwendung  gebracht.     Das  Prinzip  ist  folgendes. 

Die  Lösung  der  Gleichung  ax—py==c  kann  bekanntlich 
von  der  Lösung  der  Gleichung 

(1)  *  ax  —  |>y=l 

abhängig  gemacht  werden,  worin  a  und  p  kein  gemeinschaft- 
liches Maass  epthallcn  dürfen.  Um  die  allgemeine  Auflösung 
der  letzteren  Gleichung  darzustellen,  braucht  man  nur  irgend 
eine  spezielle,  welche  wir  mit  Xi,  y^  bezeichnen  wollen,  ge- 
fanden zu  haben.  Das  Letztere  kann  sofort  nach  dem  verall- 
gemeinerten Fermatscbeh  Lehrsätze  geschehen,  indem  man  aus 
den  (stets  positiv  /u  nehmenden)  Primfaktoren  der  Zahl  p  die 

Grösse    (p   bestimmt    und    beachtet,    dass    a^^Xmodp,    also 

a'P  —  l  =  ty  oder 

(2)  .  «.a^-^— pt>=l 

ist.  Hiernach  hat  man  unmittelbar  als  spezielle  Auflösung 
der  Gi..(l) 

(3)  x,^a^'',     y,  =  ^!l:ii 

Eine  spezielle  Auflösung  der  Gleichung 

(4)  ax  —  py  =  c 

erhält^man^  wenn  man  Gl.  (2)  mit  c  maltiplizirt,  wodurch  dieselbe 

(5)  fl .  cfl^-*  — p«?  =  c 
wird,  und  nun 

(6)  a:.  =  ca'P-',     ,.=Ä=-L> 

setzt. 

Die  allgemeine  Auflösung  ist  immer 

worin  w  eine  willkürliche  ganze  Zahl  beseichnet. 

Beispiel   1.     In   §.  29   war   gegeben:    25j7-f- l%s=:37. 
Hier  ist  p=  —  13,  al«o  ip SÄ  13  —  1  =  12 ,  folgHch 

ar  =  37.25^*  ~13ir,       y== ^—^ ^-|- 

Beispiel2.    In  §.  26  war  ferner  gegeben:  23j7  — 15y  =  3ü. 
Hier  ist  p=:  15  =  3.  5,  also.  (p==(3  —  I)(5  —  1)  =  8,  folglich 

a7  =  30.23\+15u;,        y  =  ?^?iz±>-|-23!r 

1  15 


25tc? 
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Beispiel  3.  Es  sei  35jp  —  i6y »»  —  10.  Hior  ist 
l>«=:18=«2.3%  ab»  <p=(2  — 1){3  — l)3'-*  =  6,  fdglicb 

a:==~l0.35*+18io,     y== -^Z ^+3510 

I  o 

Beispiel  4.  Es  sei  5a7~2y=sl«  Hier  \sip=^2,  also 
<p=:2- 1  =  1,  folglich 

a?=  1 .  5*  +  2«?=  1  +  2ir 

1(5^-1)   ,    ^         ^   ,      ■ 

Wir  Ilaben  jetzt  fünf  verschiedene  Methoden  zur  Aafl^ 
snng  der  unbestimmten  Gleichungen  vom  ersten  Grade  mit  zwei 
UnbekanBlen  mitgetheilt.  Die  erste  in  §.28,  welche  von  Eul^r 
herrührt,  die  zweite  in  §.  30^  welche  in  ihren. Gmndzügen  von 
Backet  angegeben  ist,  die  dritte^  welche  wir  in  §.  114  aus 
der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen  abstrahirt  haben, 
die  vierte  in  §.  137,  welche  wir  auf  die  Reste  der  Vielfachen 
einer  Zahl  gestützt  haben,  und  die  fünfte,  soeben  vorgetragene, 
welche  Cau'chy  aus  den  Eigenschaften  der  Reste  der  Potenzen 
«Der  Zahl  abgeleitet  hat. 

Obgleich  die  letztere  Methode  in  den  meisten  Fällen  wegen 
der  za  berechnenden  hohen  Potenzen  etwas  mühsam  werden 
'  kann ;  so  ist  sie  doch  sehr  beachtens werth,  weil  nach  ihr,  wenn 
die  Primfaktoren  des  Koeffizienten  von  x  oder  y  bekannt  sind, 
die  Auflösung  einer  unbestimmten  Gleichung  vom  ersten  Grade 
in  allgemeinen  Zeichen  dargestellt  werden  kann. 

§.  142.    MHe  JBetfe  der  ^ukaeseiven  t^otenaem  einer  gegebenen 

I.  Der  Fermatsche  Lehrsatz  spricht  eine  wichtige  Bezrehung 
zwischen  der  Potenz  der  Zahl  a  vom  Grade  p  —  1  und  der  in 
a  nicht  enthaltenen  Primzahl  p  aus.  Es  ist  jedoch  von 
Interesse,  die  Beziehungen  zwischen  p  und  den  übrigen  Poten- 
zen von  a  näher  zu  untersuchen. 

Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  die  kleinsten  positiven  Reste 
der  sukzessiven  Potenzen  a^,  «S  A^  ^^x*  gebildet.  Offen- 
bar wird,  nachdem  der  Rest  irgend  einer  Potenz  a"  erzeugt  ist, 
der  ResI  der  nächstMgenden  Potenz  a*+^  erhalten,  weno  man 
a**  mit  a  moitii^irt  und  das  Produkt  ikirch  p  dtvidtrt,  oder 
einfacher,  weno  man  den  Rest  von  a"^  mit  dem  Reste 
von  tf  multiplizirt  und  dieses  Produkt  durch  p  dividirt.  Hier- 
aus erhellet,  dass  jeder  folgende  Rest  durch  den  nächst  vor- 
hergehenden bedingt  ist.  Die  Reste  werden  also,  da  sie  sämmt- 
lich  <^p  sind,  von  einer  gewissen  Steife  an  Perioden  bilden. 
Es  setzt  aber  auch  jeder  spätere  Rest  mit  Nolhwendigkeit  den 
einzigen  unmittelbar  vorhergehenden  Rest  voraus,  sodass  nie- 
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va$As  zwei  Terschiedene  Rcflste  Eiii  aai  denselben  näcfast  folgen*- 
den  hervorbringen  J&ÖAnea.  Dehn  sonst  müssto  •  für  zwei  ver- 
scWedene  Zahlen  r  und  r",  welche  beide  <^p  sind,  ar^af^', 
also  auch,  da  a  und  p  relativ  prim  sind,  r  ^r"  sein,  was 
eraen  Widersprach  enthält.  Hieraus  folgt,  dass  die  Periode 
der  fragliehen  Reste  schon  mit  dem  von  a^r=1 ,  also  mit  dem 
obersten  Resle  1  beginnen  muss. 

Dasselbe  bestätigt  sieh  durch  folgende  Betrachtung.  Neh- 
men wir  die  obersten  Kongruenzen  aus  §.  136  für  die  sukzes- 
siven Vielfachen  von  a,  mit  Ausschluss  der  ersten  O.a^O, 
vor  Augen,  und  zwar  folgende  p — 1   Kongruenzen: 

(A) 
la^Ti 
2a^r^ 

Uierifi  kommen  alte  Zahlen  1,  2,  3...(j»  —  1).  sowöl  als 
Faktoren  der  Zahlen  a,  wie  auch  als  Reste  r  vor.  Nehmen  wir  nun 
aas  dieser  Reibe  eine  gewisse  Gruppe  von  Kongruenzen  heraas, 
die  in  folgender  Beziehung  zu  einander  stehen.  Zuvörderst 
die  oberste  mit  dem  Faktor  1,  also  la^ri.  Alsdann  immer 
dtejeiiigey  in  welcher  der. Faktor  von  a  gleich  dem  Reste  aus 
der  unmitl^lber  vorher  notirten  Kongruenz  ist.  Die^e  Konr 
grnenzen  woHen  wir  so  bezeichnen:        . 

(B) 
ia  =  Ri 

Ria  ^  ^3 
Rzä^Rh 

Rm^%a  ^  Rm^i 

R^^ifl=l 

Es  ist  klar,  dass  sich  endlich  einmal  eine  schon  noliHe 
Kongruenz  Es  bei  Kt  wiederholen  muss.  Alsdann  müssen  sich 
aber,  weil  man  nach  dem  vorstehenden  Gesetze  immer  nur 
aus  einer  einzigen  der  gegebenen  Kongruenzen  (A)  in  die  nächst 
folgende  der  neuen  Gruppe  (B)  gelangen  kann,  alle  der  Kon- 
gruenz Ka  vorhergebenden  Kongruenzen  wiederholt  haben.  Es 
muss  also  zunächst  die  oberste  Kongruenz  \a^Ri  wie- 
derkehren. Die  dieser  Kongruenz  unmittelbar  vorhergehende 
Kongruenz  der  neuen  Gruppe,  welche  den  Rest  1  besitzt,  sei 
Rm^iO^ass  1.       Mü     cH)Bser    KovigraeDr   bescbliessen    wtr    die 
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Grappe  (B),  wdohe  m  Koogroenzen  eolbfilt«  Die  m  Refile 
1»  Äi,  Ri.,.Rn^i  sind  nnn  sämmtlich  verschieden  ..and  <Cp* 
Der  Rest  Bi  ist  =ri  and  der  Rest  1  kann  systematisch  mit 
Sm  bezeichnet  werden. 

Sfibstitoirt  man  vermöge  §.  135,  XI.  in  die  zweite  Kon- 
gruenz der  Groppe  (B)  für  Ri  den  Werth  a^  welcher  weg«B 
der  ersten  Kongruenz  za  Rt  kongruent  ist;  so  kommt  a^^Bi, 
Substituirt  man  dann  in  die  dritte  Kongruenz  für  R^  den  Werth 
a*9  welcher  wegen  der  eben  gefundenen  Kongruenz  zu  Rt  kon* 
grueut  ist;  so  kommt  a^^Ra  u.  s.  f.     Dies  gibt  die  Gruppe 

(G) 
«'  =  Ä. 

• 

a"  =1 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Reste  der  Potenzen  a,  a%  a^ . . .  a" 
sämmtlich  verschieden   sind^  dass   also  ausser  a^=l,  a^  die 
niedrigste  Potenz  von  a  ist,  welche  den  Rest  1  besitzt     Die. 
Periode   der  Reste   der  Potenzen   von  a   hat  also  m 
Glieder. 

Wenn  durch  die  vorhin  aus  den  Kongruenzen  (A)  ausge- 
wählte Gruppe  (B)  von  tn  Kongruenzen  sämmUiche  p  —  1 
gegebene  Kongruenzen  erschöpft  sind,  also  i»:=:/^~wi  i^;  so 
hat  man  a^  =  a^^^\,  also  den  Fermatschen  Lehrsatz. 

IT.  Wenn  aber  hierdurch  jene  p  —  1  Kongruenzen  nicht 
erschöpft  sind^  also  m<Cp  — 1  ist;  so  kann  man  eine  der  (B) 
ähnliche  Gruppe  von  Kongruenzen  aus  den  gegebenen  (A)  aus- 
wählen, indem  man  mit  einer  beliebigen  Kongruenz  beginnt, 
welche  unter  den  obigen  m  der  Gruppe  (B)  noch  nicht  enthal- 
ten ist.  Diese  Kongruenz  sei  durch  A'^a^^'i  bezeichnet.  Als 
zweite,  dritte,  vierte  etc.  Kongruenz  werde  immer  diejenige 
genommen^  in  welcher  der  Faktor  von  a  gleich  dem  Reste  in 
der  vorhergehenden  ist.     Die  neue  Gruppe  sei  demnach 

(B')  , 

Ri  nfi^R  i 

R  iü^sRi  i 

■ 

Aus  dem  schon  oben  angeführten  Grunde  mus3  zflaäcbst 
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die  erste  Koograeoz  wiederkeken.  Dieser  vorher  gdit  eioe 
Koograea2  voa  derForin  Kn^i^Ru,  mit  welcher  wir  die  Deae> 
Gruppe  (B')  schliessen.    Die  Zahl  der  Kongraenzen  lo  (B')  sei  n. 

Es  ist  klar^  dass  ubter  diesen  n  Kongruenzen  keine  der 
in  der  Gruppe  (B)  enthaltenen  m  Kongruenzen  vorkommen  kann, 
weil  sonst  alle  übrigen^  und  demnach  auch  die  erste  darin 
vorkommen  müsste,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Dem- 
nach sind  die  it  Reste  /fi,  Rt,  ...i?'..i,  Rn  nicht  allein  unter 
sich,  sondern  auch  von  den  m  Resten  Ri,  A{...jffm-iy  1  ver- 
schieden. 

Substituiren  wir  nun  wie  früher  in  die  zweite  Kongruenz 
für  Ri  den  ihm  nach  der  ersten  Kongruenz  kongruenten  Wertb 
Rna;  so  ergibt  sich  R^af^Rt-  Substituiren  wir  dann  in  die 
dritte  fSr  Ji  t  den  ihm  nach  der  eben  gefundenen  Kongruenz 
kongruenten  Werth  iTna*;  so  kommt  R^a^^Rz  u.  s.  f.  Dies 
gibt  eine  der  (C)  ähnliche  Gruppe: 

(C) 
R.a»  =  Ri 

Rna^'  =  Rn.i 
Rnü-^R, 

Dividirt  man  die  letzte  Kongruenz  durch  die  Zahl  Rn, 
welche  <Cp>  also  da  p  eine  Primzahl^  auch  relativ  prim  zu  p 
ist;  so  erhält  man  a^^l.  Wir  haben  also  eine  zweite  Potenz 
von  a  gefunden,  welche  den  Rest  1  besitzt,  und  können  eben- 
falls behaupten ,  dass  sie  ausser  a®  ^  1  die  niedrigste  sei^ 
welche  den  Rest  1  hat.  Denn  wäre  für  8<in  auch  a*^i; 
so  hätte  man  durch  Multiplikation  mit  Rn  Rn^^^Rn^  Nach 
der  betreffenden  Kongruenz  aus  der  Gruppe  (C)  ist  aber 
Ru^^Rb-  Ss  mlisste  also  R,^Rn  folglich  Rs  =  Rny  mit^ 
hin  $=ss:n  sein. 

Da  nun  sowol  a"",  wie  a*  ausser  a^  die  niedrigste  Potenz 
von  a  mit  dem  Reste  1  ist;  so  muss  n=^m  sein;  es  müssen 
also  die  beiden  Gruppen  (B)  und  (C)  gleich  viel  Kongruenzen 
enthalten. 

Wären  nun  audi  durch  die  jetzt  betrachteten  «n-f-iic=3  2m 
Kongruenzen  der  beiden  Gruppen  (B)  und  (B')  die  ursprünglich 
gegebenen  p^^i  Kongraenzen  der  Gruppe  (A)  noch  nicht  er- 
schöpft; so  könnte  man  aus  den  übrig  gebliebenen  eine  dritte, 
vierte  etc.  Gruppe  nach  demselben  Gesetze  ausscheiden.  Da 
jede  dieser  Gruppen  m  Kongruenzen  enthält^  und  endlich  alle 
i>— i  gegebenen  voUsländig  ersjcböpft  werden  müssen,  so  folgte 
dfts0  wenenicbt  msasp —  i  jgt^  m  eui  Faktor  von  p  —  1  s^ 
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Aber  aach  in  diesiein  Falle,  w^  p  —  t^sowin  «ein  möge, 
folgt  äos  i»»^l  der  Fermatscbe  LebrMls  «"•'*»=fl»-*^l. 

III.  Die  vorstehende  Untersuchung  lehrt  nicht  bloss,  dass 
der  Rest  1  schon  bei  einer  niedrigeren  Potenz,  als  die  (p  —  l)ste 
von  a  wiederkehren  kann,  sondern  sie  gibt  auch  ein  einfaches 
Mittel  an  die  Hand,  die  Reste  der  sukzessiven  Potenzen  von  a 
darzustellen.  Diese  Rechnung  würde  nach  dem  im  Eingange 
dieses  Paragraphen  beschriebenen  Verfahren,  wonach  jeder 
vorhergehende  Rest  erst  mit  dem  Reste  von  a  zu  multipli- 
ziren  und  dann  durch  p  zu  dividiren  ist,  bei  grossen  Werthen 
von  a  und  p  leicht  mühsam  werden.  Die  Beziehung  zwischen 
den  Gruppen  (C),  (B),  (A)  lehrt  dagegen,  dass  man  die  Reste 
Ät»  A.../fni„i,  l  der  Potenzen  a,  a*...«"-^  a"  mit  Leich- 
tigkeit aus  der  Gruppe  (A)  für  die  Reste  der  yi elf a eben 
von  a  entnehmen  kann. 

So  hat  man  z. B.  für  a  =  1 5 ,  p=\\,  wenn  man  die  Gruppe 
(B)  aus  den  für  dieses  Beispiel  schoo  in  §.  136  angegebenen 
Kongruenzen  für  die  Vielfachen  von  15  entnimmt. 


(B) 

(C) 

15"  — 1 

1.15  —  4, 

15'5e4 

4.15  —  5 

I5*=:5 

5.15      9 

15'— 9 

».t5=«S 

15*=2 

3.15st 

15»— 1 

Die  Periode  der  Reste  der  sukzessiven  Potenzen  von   15 
hat  also  Tür  den  Model   11    nur  5  Glieder,  und  in  der  Tbat 


ist  5  ein  Faktor  von  p  — 

•1  —  10. 

Für  a  —  n,  p  —  ii 

hat  man 

■ 

(A) 

(B)    .. 

(Q) 

v 

.     17«  S    1   . 

1.175   6 

1.17s   6 

17>  s   6 

2.17i^   1 

6.17s   3 

17*  S   3 

3.17s   7 

3.17s   7 

17»  S   7 

4.17^   Z 

7.17s   9 

17'  S   9 

5.17=   8 

9.17  =  10 

17«  SIO 

6.17s   3 

10.17s  5 

.17»  S   5       . 

7.17=   9 

5.17s  B 

177  ^    8 

8.175    4 

8. 17s. 4 

17»- s   4  . 

9.17S10 

4.17s   Z 

17»  S   2 

10.17=    5 

2.i7s    1 

17'«s   1    - 

Die  Periode  hat  alco  hier  lOn^ip«. 

-1  Glieder. 

Wir  bemerken  nodi 

1,  dass  wenn 

oiisl   iet,  di»  fefiode 

der  Reste  der  Potenaea 

von  «  mir  das  Siae  GIM  1  heste^ 
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indem  dann  jede  Potenz  tf"^l   ist.     Dies  mnss   sich  offenbar 
für  jeden  Werth  von  a  ereignen^  wenn  der  Model  p  =  2  ist. 

Wenn  a^p — 1,  oder  aacb  bei  Zala^ung  der  kleinsten 
negativen  Reste  a^ — i  ist;  so  findet  ntan  leicht  die  zwei- 
gliederige Periode 

a^  ^  1  oder  aach  s  t 


sodass  al»danil  jede  paare  Pofenz  von  a  den  kleinsten  posi- 
tiven Itest  1  nnd  jede  unpaare  Poten2  den  kleinsten  positiven 
Best  f- —  !  oder  den  kleinsten  negativen  Rest  —  1  hat. 


IV«    Wa«.  die  Venallgeaieineriiiig  der  ^btgun  Gieselsw 
den  Fall  betrifft,   dass  der  Model  p  keine  Primzalil  ist;  so 
bat  man  Folgendes  za  beachten. 

WMMiji  ke»e  FfittzaM,  -tA^t  retaliT  prhn  z»  a 
itet  ^9»  'WiMi  4f^  'Btitffe  f^>  nadSr  f.  't^ß  mtt^  §en  Resfen 
Ti,  rt  • . . fp.!  sämrotliche  Zahfen  f ,  2  • .  .p  —  1  enthalten.  Man 
JoHMi  alw»  jedMiftllft  davads  die  Grippe  <B>  aitsbefaea,  deren 
erste  Koflgrueo«  fn^r,  oed  db»en  kMe  Kongraenz  A„.ttfSt 
ist.  Aus  ikr  Gnippä  (B)  IMgt  buA  ik\e  Gruppe  (C).  Man  kanri 
als»  euch  für  imatt  FaH  nach  der  vorfaio  besehriebeneo  Me* 
tbode  cHe  erste  FarMe-  der  UeMti^  der  svkzeasiipen  Potemum 
von  a  bestimmen,  und  dieselbe  wird  stets  zu  einer  Po« 
tenz  ä^  führen,  welche  den  Rest  I  besitzt  und  aasser 
a^  die  niedrigste  ist.  Allein  man  kann  nicht  behaupten, 
dass  m  ein  Eaktor  vor  p  —  1  sei.  Denn  wenn  man  die  Gruppe 
(B')  und  daraus  die  Gruppe  (C)  bildet;  so  lässt  sich,  weil  p 
keine  Primzahl  ist,  nicht  aligemein  behaupten,  dass  Rn  relativ 
prim  zu  p  sei.  Saauiacb  kann  man  niebl  al^j^emein  die  letzte 
Kongruenz  von  (€')  dlirdi  Rn  dividiren,  also  auch  nicht  den 
Schluss  a*3&l  macbeii»  Mithin  liegt  keine  Nolh wendigkeit  yor, 
dass  die  Gruppe  (C)  und  die  übrigen  ähnlich  gebildeten  eben- 
falls m  Kongruenzen  enthalten,  wie  die  erste  (C).  In  diesem 
Falle  ist  also  auch  nicht  allgemein  nock  dem  Fermatschen 
Lehrsatze  a^'^^l.  Aus  §.  140  folgt  vidmebr,  daas  der  Ex- 
ponent m  der  niedrigsteo  Potenz  von  a,  welche  ^  1  ist,  sobald 
man  den  Model  in  der  Form  p^q^"^,,,  darstellt,  ein  Faktor 
der  Zahl  (/>  —  l)p«-* ( j  —  1  )j^-* (r  -  lyt-* . . .  ist. 

Ss^  toki  an»  z.  B*  für  «es  15,  püs^H 


M  I 
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(A)  (B)  (G) 

1.15  =  T  1.15  =  7  13»  =  7 

2.15  =  6  7.15  =  1  15'=1 

3.13  =  5 

4.15  =  4 

5.15  =  3 

6.15  =  2 

7.15=1 

Die  Periode  der  Resie  der  Potenzen  von  1 5  für  den  Model 
8  =  2'  bat  also  2  Glieder,  und  es  ist  2  nach  dem  yeraligemei- 
oertea  Fermatschen  Lehrsatze  ein  Faktor  von   (2  —  1)2'-^  =  4. 

Wenn  p  mit  a  ein  gemeinschaftliches  Maass  be- 
sitzt, gleichviel,  ob  p,  eine  Primzahl  ist  oder  nicht;  so  bat 
man  in  §.  136  gesehen,  dass  kein  Vielfaches  von  a  den  Rest  i 
haben  kann.  Demnach  gibt  es  für  diesen  Fall  aoch  keine 
Potenz  von  a,  welche  den  Rest  1  zu  besitzen  vermag,  was  aacb 
sdion  in  $.  140  angemerkt  ist. 


§.  143.    jnartMriMile  Gemtme  der  JUa€»  litr 

t€tut€tß  €i9t9T  -MMihif  tmil  4eFBii  <Be#ieAimjf  iVü  4cv  jf^ttfwKlp^ciMii 

l.  Oenkea  wir  uns  unter  der  VorattsaQtsMg,  dasa  a  und 
p  irgend  zwei  relativ  prime  Zahlen  seien,  fttr  die  Gtoppe  (B) 
der  m  Kongruenzen  des  voiiievgcAiettden  Bam^raphen,  worin 
Ri9  Bi...Rn  die  Reste  der  sukzessiven  Polenzen-  von  a  nach 
dem  Model  p  darstellen^  und  m  den  fixponefilea  der  niedrig- 
sten Potenz  a^  bezeichnet,  welche  ^imodp  ist,  die  gleich- 
bedeutenden Gleichungen 

(D)  (E) 

la  =  t7op47^i  woraus  auch  -=t?o+—  folgt 

'^  '  p       a   ^  0p 

Rta  =  t^P'\-nz  _=_--^  — 

*  p       a      ap 

^.1  a  =*  Pm  p  "T~  Rm 

an  die  Stelle  gesetzt;  so  ergeben  sich  die  Quotteulen  f?o,  t?i... 
und  die  Reste  Ai,  As...,  indem  man  erst  mit  p  in  a  dividirt 
und  hierdurch  den  Quotienten  ^o*  nebst  dem  Reste  Rt  bestimmt^ 
alsdann  Ri  mit  a  multiplizirt;  mit  p  iu  da«  Produkt  Ria  divi- 
dirt und  dadurch  den  Quotienten  Vt  nebst  dem  Reste  Rt  be- 


§,  i43.    Di0  Jte9t0  der  Mukamimn  Pokfmm. 

gtiiMi^,  atedann  tk  mit  a  iiiBllifilizirt,  niii  p  in  das  ArodakC 
R%a  dividirt  und  dadurch  den  Quotienten  t%  nebst  dem  Resle 
Äs  bestimmt  u.  s.  f.  Sobfild  man  durch  dieses  Verfahren  zum 
ersten  Male  auf  den  Rest  1  stösst,  ist  derselbe  für  JB.  zu 
nehmen,  und  die  m  Glieder  der  Gruppe  (B),  (C)  oder  (D)  siiri 
erschöpft.  Im  Übrigen  gestaltet  dieses  Verfahren  eine  Fort- 
setzung ins  Unendliche,  in  Folge  deren  eine  unendliche  Wie- 
derkehr derselben  m  periodischen  Glieder  eintritt. 

So  hat  man  z.  B.  für  a  =  1 5 ,  ;>  =  11 


11 


15 

n 

4 


l    =tv 


Äi 


Riü 


Rta 


6015    =Vi 
55" 

75j6    =Vi 

_9      =R, 

Ä»a=    135|12  =  «?3 
132'   . 

:      45  4 
.44 

1 


1 

4 
5 
9 
3 


15«  1.11  +  4 
15=    5.114-5 

15=  6.1I4-9 
15  =  12.114-3 
15=Ä    4.11  —  1 


15«  =  5 
15'  =  9 
1S*  =  3 
15«=1 


R,a 


=  «?* 


=  Ri  =  Rm 


Substituirt  man  bei  unendlich  gedachter  Fortsetzung  dieses 

Verfahrens  in   den  Ausdruck  von  -  aus  der   ersten  Gleicbvmg 

R 
der  Gruppe  (E)  zuvörderst  den  Werth  von  -^  ans  der  zweMen, 

R  P 

dann  den  Werth  -von  —  aus  der  dritten,  dann  den  Werth  von 

P 

—  aus  der  vierten  Gleichung  u.  s.  f.;  so  konuut 

(1)    _=,^+_+_4.__|_..._|____| 

Dies  ist  eine  unendliche  und  offenbar  konvergirende  Reihe 


Vi 


a    '   a~   '  a""  '  '  a"-*   '  «"*"•    a""^*. 


a 


für  -.    Die  Neuner  der  einzelnen  Glieder  smd  die  snkaes(iven 

Potenzen  von  a;  die  Zähler  Vo,  Viy  vi... v^i,  vo,  t?i . . .  sind  die 
bei    der    obigen    Rechnung    entstehenden    Quotienten    der 
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tiinlnrn    Divisioaea,    wekhe  aiae    Periode   wom   m   GIndsni 
hikieD. 

Setzt  man  den  WertB  der  ersten  Periode 

aUo 

(2)  Y=  f 0  a»-^  +  t?i  «•-«  +  p,  a~-'  + . . .  + «'— i 
«o  nimmt  jene  anendliohe  Reihe  die  Form 

=  Jl      g"     ^     Ftf 
«"-*  *  a"  —  1      a"  —  I 
an,  woraus 

(3)  a«  —  1  =  ^ 

also  der  Fermatsche  Lehrsatz  folgt.    Zagleicb  ergibt  rieh  bier- 
aas die  Beziehung 

(4)  F=:?5^-^^^  =  roa«-*+t?ia»-*4-r,a"-»4-...-|-r..i 

P 
Für  das  obige  Beispiel  asslS,  p=:ll  hat  man 

11  "^15"*"l5«'^15»"^15*"'"l5»"T"l5«~*" 

F=^^'T'^  =  1  .15*4- 5. 15*+ 6. 15*+ 12.154-4 

Wenn  der  Model  allgemein  eine  zusammengesetzte  ZaU 
Ten  der  Form  p^^^...  ist;  so  weiss  man  aus  dem  Froheren, 
dass  die  Gliederzahl  m  der  vorstehenden  Periode  oder  des  Aus* 
drttdiesiNMi  Fein  Faktor  der  Zahl  (p-.l  )(>«-'(  j--l)^-t<r^!)rV-i... 
ist,  welche  sich  anf  f  —  1  reduzirt,  wean  der  Model  eine  Prim- 
zahl f  ist 

II.  Die  vorstehenden  Resultate  führen  zu  einer  Betrach- 
tung über  die  periodischen  Dezimalbrüche.  Wenn  nämlich 
asstO  ist;  so  stellt  die  sub  I.  beschnebene  Operation  offenbar 
das  gewöhnliche  Divisionsverfahren  dar,  mittelst  dessen  der  Brach 

—  in  einen  Dezimalbruch  verwandelt  wird.    Enthält  nun  der 

Nenner  p  keinen  der  Primfaktoren  2  und  5,  ist  derselbe  also  rela* 

iiv  prim  zu  10,  so  sindi»«,  thy  ft...9m.i  die  Ziffern  der  Periode 

10 
des  Pezimalbracbes ,  welcher  «=««-  ist,  wifarend  Jd.  Ht^..1^m 

P 
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die    vor    der  Anbäoguiig  dei*   sukzessiveo  DezimalsteUen   ent- 
stehenden Reste  sind^  deren  letzter  nothwendig  =  1  werden  mass. 

So  bat  man  z.  B.  für  p  =  7,  wenn  man  -=-  in  einen  Dezi«- 

'  7 

malbrach  verwandelt, 


7  10 
'  7 


1,42857...  10*  =  3 

10*  =  2 

lo'^e 


—  10»s5 

20  tO«Sl 

14  1     — i 

60 
56 

40 
35 

50 
49 

i 

Die  Gtie^ersabl  der  Periode  eines  solchen  Dezhnalbraches 
ist  aUo  s:=sm.  Man  kann  demoach  aus  die&er  Gliedersahl  auf 
die  niedrigste  Potenz  von  10  schliesseu;  welche  ^imodp  i$t 
(Joigekehrt  folgt,  dass  diese  Gliederzahl  ein  Fakter 
vonp— ^1  sei,  insofern  der  Nenner  p  eine  Primzahl 
ist,  oder  ein  Faktor  von  (/>  — IJU^'^C?— 1)?^"*  .•..  inso- 
fern der  Nenner  =p^jfß...  ist     So  hat  im  obigen  Beispiele 

die  Periode  des  Bruches  —  überhaupt  6  =  7  —  1  Glieder. 

Die  letzteren  Sätze  gelten  offenbar  auch  dann,  wenn  der 

ü 
in    einen  Dezimalbruch  verwandelte  Bruch  «s^  iii  dessMiZik«- 

P 
ier  einen  ganz  beliebigen,  zu  p  relativ  primen  Werth  hat.    In 

diesem  allgemeineren  Falle  setze  man  a^=vp'\-Rn^Rm  so- 
dass «0  die  grösstea,  in  dein  Bruche  —  enthaltenen  Ganzen  bt^ 

zeichne.    Bei   der  ferneren  Rechnung  entstehen  nun  die  Glei- 
chungen 

^„a=srop+^i>  fi'jÄ3=t?ijp-j--R'i,  Rta^ss^Pnf-^R»  etc. 
welche  den  Kongruenzen  der  Gruppe  (B')  des  vorhergehenden 
Paragraphen  entsprechen  und  ebenfalls  eine  Periode  von  m 
Gliedern  enthalten  müssen,  welche  jedoc)i  nicht,  wie  vorhin 
schon  mit  der  ersten  ZiiTer,  sondern  allgemein  lait  der  engten 
auf  die  Ganzen  v  folgenden  Ziffer  des  Dezimalbroobei  bß^wa^^ 
auch  den  Rest  1  nicht  enthäll. 
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Rierans  folgt  ferner^  däss  wenn  p  und  a  relativ  prim  sind^ 

die   Entwickelung    von  —  in   einen   Dezimalbruch    imnier   eine 

Periode  von  derselben  Länge  enthält,   welche  nar  vom  Nenner 
p  und  nicht  vom  Zähler  a  abhängt 

Auch  ist  klar,  dass  die  grösste  Menge  von  periodischen 
Gliedern  niemals  =ipf  sondern  höchstens  s=p —  i  sein  kann, 
wie  im  obigen  Beispiele^  wo  man  für  p=7  eine  Periode  von 
6  Gliedern  erhielt. 

Dass  der  Zähler  a  und  der  Nenner  p  eines  in  einen  De- 
zimalbruch zu  verwandelnden  Bruches  relativ  prim  seien  ^  kann 
man  offenbar  stets  voraussetzen.  Enthielte  aber  der  Nenner 
p  beliebig  viele  Mal  den  Faktor  2  oder  5;  so  kann  man  die- 
selben zum  Verschwinden  bringen^  indem  man  den  Zähler  a 
mit  einer  genügend  hohen  Potenz  von  10  moltiplizirt,  darauf 
den  Bruch  auf  seine  kleinste  Benennung  bringt  und  nach  ge- 
schehener Dezimalentwickeiung  das  Komma  angemessen  ver- 
rückt. Hieraus  folgt,  dass  die  Gesetze  der  entstehenden  Periode 
hinsichtlich  der  Gliederzahl  dieselben  sind,  welche  der  von  den 
Faktoren  2  und  5  befreiete  Nenner  hervorbriagco  würde. 

III.  Denkt  man  sich  statt  irgend  Einer  der  Gruppen  (B), 
(B')»  {V)...  von  m  Kongruenzen  die  entspredhende  Gruppe 
(D),  (D'),  (D") . . ,  von  m  Gleichungen  gebildet  und  die  letzteren 
addirt;  so  ergibt  sieh,  wenn  S  die  Summe  aller  m  Beste  und 
T  die  Summe  aller  m  Quotienten  bezeichnet, 

Sa=Tp'{'S      also 

(5)  S(«— l)  =  Tp     ' 

Dass  a  und  p  relativ  prim  seien,  wird  immer  vorausgesetzt: 
sind  aber  auch  a  —  1  und  p  relativ  prim;  so  muss  offenbar  die 
Summe  7  der  Quotienten  durch  a — 1  theilbar  sein. 

Da  bei  der  Entwickelung  eines  Dezimalbruches  für  a  nur 
der  Werth  10  in  Betracht  kommt ^  also  a —  1=9  ist;  so  folgt, 
dass  wenn  der  Nenner  p  des  entwickelten  Bruches 
nicht  den  Faktor  3  enthält^  die  Summe  7  der  perio- 
dischen Ziffern  stets  durch  9  theilbar  sein  müsse. 
So  ist  z.B.  im  obigen  Beispiele,  wop  =  7  war,  7=27  in  der 
That  durch  9  theilbar. 

Ist  allgemein   b  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von 

a 1 

a  —  1  und  p;  so  muss  T  durch  — y —  theilbar  sein. 

0 

Enthält  also  der  Nenner  des  in  einen  Dezimal- 
bruch entwickelten  Bruches  den  Faktor  3;  nicht  aber 
den  Faktor  9;  so  muss  die  Summe  der  periodischen 
Ziffern  nothwendig  durch  3  theilbar  sein. 
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Ferner  erhellet^  dass  im  ersferen  Falle,  wo  a -—  1  und  p 
relativ  prim  sind,  die  Summe  S  der  Reste  durch  p,  im  letzr 
(eren  Falle  jedoch,  wo  a  —  1  und  p  das  grösste  gemeinschaft- 
liche Maass  b  haben,  durch   Y  theilbar  sei. 

o 

Enthält  also  der  Nenner  j9  des  in  einen  Dezimal- 
bruch verwandelten  Bruches  nicht  den  Faktor  3;  so 
muss  die  Summe  der  den  «periodischen  Quotienten 
entsprechenden  Reste  durch  p  theilbar  sein.  Ent- 
hält JQdoch  jener   Nenner   den   Faktor  3,   nicht   aber 

(Jen  Faktor  9;  so  muss   diese  Summe  durch  ^    theil- 

bar  sein.  Enthält  endlich  jener  Nenner  eine  höhere 
Pot-enz    von  3^    als   die   erste;    so  muss    diese   Summe 

durch  ^  theilbar   sein.     So   ist  z.  B.   im   obigen   Beispiele: 

wo  /?  =  7  war,  S  =  2l  durcb  7  Ihcübar. 

§.  144.    IPer  WiUonsche  läehrsata. 

I.  Dieser  zuerst  von  Wilson  gegebene  Satz  lautet: 
Wenn  p  eine  Primzahl  ist;  so  ist  das  um  1  vermehrte 
Produkt  aller  Zahlen,  welche  kleiner  als  p  sind, 
durcb  p  theilbar.     Man  hat  also  die  Gleichung 

(1 )  [1  .  2  .  3  .  4  . . .  (/?  --  1)]  +  1  =  ty 
oder  auch  die  gleichbedeutende  Kongruenz 

(2)  1  .  2  .  3  .  4  . . .  (p  ~  1)  =  -  1  modp 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  aus  der  Gruppe 
(C)  des  §.  142  die  erste  und  die  vorletzte  Kongruenz,  also 
a^Ri  und  a^-^^/Tm-i,  und  mnltipliziren  sie  mit  einander. 
Hierdurch  erhält  man,  da  a"^t  ist, 

(3)  ÄtÄ^_i  =  l 

JRi  und  Rm-i  sind  also  zwei  Zahlen  <P»  deren  Produkt  ^l 
ist.     Solche  zwei  Zahlen  nennt  man  Gefährten  (socii). 

Zwei  Gefährten  sind,  wenn  man  sich  für  die  Zahl  a  beliebige 
Werthe^  welche  jedoch  stets  zu  p  prim  sein  müssen,  gesetzt  denkt,  nur 
in  zwei  Fällen  einander  gleich.  Nämlich  dann,  wenn  Ri==\  und 
wenn  Ri=p  —  1  ist.  Denn  bezeichnet  man  zwei  gleiche  Gefährten 
allgemein  mit  a?;  so  mussa?a?^l  odera?* —  l==(a? —  lj(a?-f-l)^0 
sein.  Dies  ist  offenbar  nur  möglich,  entweder  wenn  der  Faktor 
a? —  1,  oder  wenn  der  Faktor  ir-(-1  ein  Vielfaches  der  Prim- 
zahl p,  also  entweder  wenn  a? — 1^0,  folglich  a?^!,  oder  wenn 
^-[-1^0,  folglich  x^  —  X^p  —  i  ist.  Im  ersteren  Falle  muss 
daher  der  Rest  von  x^  d.  i.  der  Werth  von  Rt  gleich  1  und  im 
letzteren  gleich  p — 1  sein. 

Von  jedem   anderen   Reste  Rt,    welcher   <Cp»    ^l^o  .auch 

S«liefil«r*s  aiib««Ummte  Analytik.  26 
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relativ  prim  zu  p  ist,  ist  mithin  der  Gefährte  Rm-u  wenn  es  sonst 
einen  solchen  gibt,  verschieden.  Dass  es  aber  einen  solchen 
stets  gebe,  leuchtet  ein,  wenn  man  sich  für  a  =  Ri  die  Gruppe 
(C)  gebildet  denkt,  worin  die  erste  Kongruenz  a^Ri  und  die 

vorletzte  a"»-*^Bni-i  ist. 

Es  kann  auch  keine  Zahl  üi,  welche  <Cp  ist^  ausser  die- 
sem Gefährten  Am.i  einen  anderen  Gefährten  haben.  Dehn 
würe  ein  solcher  zweiter  =Ap;  so  wäre  sowol  RtRm-t^U 
wie  auch  RiR^^l,  also  RiRm^i^RiRnj  mithin,  da  JRi  relativ 
prim  zu  p  ist,  Am^i^-ßn*  Die  letztere  Bedingung  erfordert 
aber,  da  Äm-i  und  An  beide  <C^p  -sind,  die  Gleichheit  dieser 
beiden  Grössen. 

Von  den  Zahlen  2,  3,  4...(p  — 2)  sind  also  nur  je  zwei 
4ie  Gefährten  von  einander.  Vou  1  it»l  1  und  von  p  —  1  ist 
p  —  1  der  Gefährte.  Demnach  ist  das  Produkt  aller  nach  (.3) 
gebildeten  Kongruenzen,  worin  Rh  ßm-i  nach  und  nach  die 
Werthe  von  je  zwei  der  Zahlen  2,  3,  4  ...  (p  —  2)  erbullen, 

2.3.4...(j>  — 2)  =  1 
und  wenn  man  mit  \  .(p — 1)^-^1   multiplizirt, 

1  .2.3.4...(p- 1)  =  — l 
was  to  beweisen  war. 

II.  Zur  Vervollständigung  des  im  Wilsonschen  Lehrsatze 
liegenden  Gesetzes  dient  der  Satz,  dass  wenn/?  keine  Prim- 
zahl ist,  die  Grösse  1  .2  .  3  .. .  (p  —  1)-|"  ^  nicht  durch 
p  theilbar  ist.     Denn  wäre  p^=st  und 

i  .2.^...{p—\)'j-\=vp  =  vst 
so  würde  sowol  «,  wie  ty  da  beide  >>  1  und  <Cp  sind,  unter 
den  Zahlen  2,  3...(p  — i)  vorkomnien.  Da  sich  nun  in  der 
vorstehenden  Gleichung  die  rechte  Seite  durch  s  dividiren  lässt; 
so  müsste  Dies  auch  mit  der  linken  möglich  sein.  Da  aber 
auf  der  linken  Seite  das  erste  Glied  durch  s  theilbar  ist;  so 
müsste  es  auch  das  zweite  Glied  sein,  welches  den  Werlh  1 
hat.  Dies  ist  offenbar  unmöglich,  und  hieraus  folgt,  dass 
für  einen  zusammengesetzten  Werth  von  p  die  vorsleihende 
Gleichung  nicht  bestehen  kann. 

Der  Wilsonsche  Lehrsatz  liefert  also  ein  Kriterium  für  eine 
Primzahl. 

_  HL  Dieser  Satz  lässt  sich  für  jede  Primzahl  |>]>2y  welche 
also  uapaar  ist,  noch  in  eine  andere  bemerkens werthe  Form 
bringen.  Beachtet  man  nämlich,  dass  p-^t^  —  1,  p  —  2^  —  2, 
P  —  3^—3  u.  s.  w.  ist;  so  hat  man 

1.2.3...(p-3)(p~2)(p^l)=[t.2.3...^]x 


I 
j 
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Da  Dun  dieser  AusUrock  nach  dein  Wilflonschen  LefaraaUe 
auch  ^  —  1    ist;    so   ergibt   sich,    wenn    man   beiderseits   mit 

( — 1) '     multiplizirt    und    beachtet,     dass    p  —  l    paar,    also 
(— l)p-i  =  l  ist, 

(3)  (^1.2.3...2^y=(-I)'-f 

Hat  also  die  Primzahl  p  die  Form  4ii  -|- 1 ;  so  ist 

und  hat  sie  die  Form  4n-|-3;  so  ist 


§.  145.    Weraiigem^einerung  der  früheren  SUUae  fitr  den  Fall» 

dnee  der  ModeM  keine  IFrimaahi  iai. 

»  I,  Wenn  der  Model  p  eine  Primzahl  ]>2  ist;  so  sind  alle 
natürlichen  Zahlen  1,,  2,  3  . . .  ( j»  —  1 ),  welche  <ip  sind ,  relativ 
pi^im  zu  p  und  keine  ist  der  anderea  kongruent.  Diese  Zahlen^ 
deren   Menge  p  —  1    stets   paar   ist^    und    von  denen  die  Eine 

Hälfte  <[^,  die  «ödere  Hälfte  >>^  ist,   und  von  denen  jed« 

Zahl  der  ersteren  Hälfte  mit  einer  Zahl  der  letzteren  Hälfte 
die  Summe  p  ausmacht,  haben  sich  bei  den  bisherigen  Unter- 
suchungen von  grosser  Wichtigkeit  erwiesen. 

Wenn  nun  der  Model  P  keine  Primzahl  ist;  so  Über- 
nehmen in  sehr  vielen  Fällen  die  zu  P  relativ  primen  Zah- 
len, welche  <^F  sind,  die  Rolle  der  eben  genannten  natür- 
lichen Zahlen,  indem  die  Menge  jener  relativ  primen  Zahlen 
an  die  Stelle  der  Menge  P — 1    dieser  natürlichen  Zahlen  tritt. 

Ist  also  der  Model  P  von  der  Form 

worin  p,,q  verscbiedeue' Primzahlen  darsteUen^  und  mithin  nach 
^  }3d  Gl.  (7)  die  Menge  ^  der  zu  P  relativ  primen  Zahleii^ 
welche  <]f  sind,  einschliesslich  der  Zahl  1« 

so  übernimmt,  wenn  es  sich  um  die  Meoge  der  zum  Model 
relativ  primen  Zahlen   handelt,  <p  die  Rolle  der  früheren  Zahl 

p—\  und  ^  die  Rolle  von ^"7"   - 

Die  wichtigsten  hieraus  si(^  ergebenden  Resultate  werden 
wir  ohne   umständliche»  Beweis^  anftihren  dürfen,   indem  das 

26* 
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Beweisverfahren  dem  früheren  in  dem  analogen  Falle  ganz 
gleich  ist. 

II.  Es  sei  Ä  eine  zum  Model  P  relativ  prime  Zahl. 
Zunächst  denken  wir  uns  wie  in  §.  136  die  Produkte  aus 

Ä  und  den  sukzessiv  aufsteigenden  zu  P  relativ  primen 
Zahlen  gebildet  und  die  Reste  aller  dieser  Produkte  genommen. 
Dies  wird  (p  Kongruenzen  ergeben,  auf  deren  rechten  Seiten 
alle  zu  P  relativ  primen  Zahlen,  wenn  auch  nicht  in  der 
natürlichen  Reihenfolge,  erscheinen  werden.  Wäre  z.B.  ^1=22, 
i>=15;  so  hätte  man 

1  .22=    7 

2.22  =  14 

4.22  =  13 

7.22=    4 

8.22=11 

11.22=   2 

13.22=    1 

14.22=    8 

Multipltzirt  man  alle  diese  (p  Kongruenzen  mit  einander; 
so  kann  man  beiderseits  mit  dem  Produkte  aller  zu  P  relativ 
primen  Zahlen  dividiren.     Dies  gibt 

(3)  Ä'^=\modP 

worin  der  schon  in  §.  140  auf  eine  andere  Weise  erhaltene 
verallgemeinerte  Fermatsche  Lehrsatz  besteht. 

D^  (p  stets  eine  paare  Zahl  ist  (wennicht  P=2);  so  er- 
hellet, dass  man  noth wendig  haben  müsse 

1 

(4)  A^=±imodP 

III.  Setzen  wir  die  eben  beschriebene  Gruppe  von  Kon- 
gruenzen, deren  linke  Seiten  die  Produkte  aus  A  und  den  za 
A  relativ  primen  Zahlen  sind,  an  die  Stelle  der  Gruppe  (A) 
des  §.  142;  so  ergeben  sich  daraus  sofort  die  dortigen  Grup- 
pen^ (B)  und  (C)  und  die  daraus  gezogenen  Konsequenzen. 

Der  nächste  Schluss  daraus  ist,  dass  die  Reste  der  suk- 
zessiven Potenzen  von  A  eine  Periode-von  lauter  verschie- 
denen Zahlen  l)ilden,  deren  Gliederzahl  m  ein  Faktor  von  if 
ist  und  deren  letzter  Rest  ==1  ist,  sodass  in 

(5)  A'^  =  imodP 

A^  die  niedrigste  Potenz  von  A  darstellt,  welche  kon- 
gruent 1  ist. 

IV.  Wie  in  §.  144,  so  lässt  sich  auch  hier  zeigen,  dass^ 
je  zwei  der  Reste,  welche  die  Gruppe  (C)  bilden,  Gefährten^ 
sind^  oder  dass  ihr  Produkt  ^1  ist,  während  auch  hier  tour 
1  und  P — 1  Gefährten  von  sich  selbst  sind. 
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Dies  führt  ohne  Weiteres  zu  dem  verallgemeinerten 
Wilsonschen  Lehrsatze,  welcher  aussagt,  dass  das  Pro- 
dukt aller  zu  P  relativ  primen  Zahlen  ^  —  \modP  sei. 

V.  Bezeiciinen  wir,  wie  in  §.  142,  Gruppe  (G),  auch  hier 
die  Reste  der  sukzessiven  Potenzen  von  A  mit  Ri,  jRs  . . .  Rm-^iMmt 
wovon  der  fetzte  Kai=l  ist;  so  sind  offenbar  die  paarweise 
zusammengehörigen  Gefährten,  wenn  m  paar  ist, 


Im 
2      T 


und  wenn  m  unpaar  ist, 

/li/lin-l  >    RfRm-iy    /l3«ni-3  •  •  •  "m-l«fm+l 

___      — __ 

In  beiden  Fällen  sind  alle  mit  jß  bezeichneten  Reste  unter 
sich  verschieden,  auch  verschieden  von  Rn=\.  Da  aber 
im'  ersteren  Falle,  wo  m  paar  ist,  die  beiden  letzten  Gefährten 
Am  einander  gleich  sind;  so  können  sie  nur  =sP—\  sein.     In 

diesem  Falle  ist  also 


m 


(6)  A^=—imodP 

fii 
und  zwar  ist  —  der  Exponent  der  niedrigsten  Potenz  von  .4, 

welche  kongruent  —  1  ist. 

Im  zweiten  Falle  dagegen,  wo  m  unpaar  ist,  kommen 
keine  zwei  gleichen  Gefährten  vor;  es  kann  also  unter  den 
Resten  R  auch  nicht  der  Werlh  F— 1  vorkommen:  mithin  gibt 
es  unter  diesen  Umständen  überhaupt  keine  Potenz  von  A^ 
welche  ^  —  1  modP  wäre. 

VI.  Da  der  Exponent  m  der  niedrigsten  Potenz  von  A, 
welche  ^1  ist,  ein  Faktor  von  (p  ist;  so  hat  man  (f==mn. 
Die  Zahl  n  stellt  alsdann  die  Anzahl  der  Gruppen  (B),  (B'), 
(B")...  dar,  in  welche  sich  die  Gruppe  (A)  nach  dem  in  §.  142 
beschriebenen  Verfahren  auflöset. 

Mit  Ausschluss  des  einzigen  Falles,  wo  P=2,  ist  cp  immer 
paar,  also  auch  Eine  der  beiden  Zahlen  m  und  n  paar. 

Wenn  nun  n  oder   die  Anzahl  der  eben  erwähnten  Grup- 

pen  paar  ist;   so   hat  man  A*={A^y,  also  da  ^4""^!    ist, 

.«. 

A'  =  ]. 

Wenn   dagegen  n   unpaar  ist,   in   welchem  Falle  m  paar 


sein    muss,    hat   man    A^  =  \^A^y     und    da    nun     nach    (6) 
^"^  =  -1  ist,  ^'  =  -1. 


^ 
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In  allen  FfiUen  kann  man  alno  setzen 

(7)  .4*=(-^l)- 

wodurch  die  Formel  (4)  eine  nähere  Bestimmung  iindel. 

VII.     Das  Produkt  der  ersten  m  Potenien  von  A  ist  A    *     . 

n-fl 


Ist  m  anpaar;  so  hat  man  für. dieses  Produkt  (A"^)  ^    ^  1.     Ist 

dagegen  m  paar;  so  hat  man  dafür  Vi4*y  ^(— 1)"+*^  — t. 
Allgemein  ist  also  jenes  Produkt  ^(->  1)"+*. 

Berücksichtigt  man  Dies  und  erhebt  nun  jede  der  m  Ron- 
groenzen  der  Gruppe  (C),  ebenso  jede  der  Gruppe  (C),  der 
Groppe  (C")  u.  s.  w.  auf  die  mte  Potenz,  multiplixirt  auch  ein- 
mal alle  m  Kongruenzen  jeder  einzelnen  dieser  Gruppen  mit 
einander;  so  ergeben  sich  folgende  Beziehungen. 

Ä/'-  =  Ä,"»  =  . .  .  =  «„"»  =  (-  \r+'Rv'R," . .  .i?„" 

etc. 
Dies   sind  n  Gruppen   von  Kongruenzen.     Bezeichnet   man 
den    kleinsten   liest   des    Produktes    aus  (—  1)"+*    und    den    m 
Resten  auf  der  rechten  Seite  der  ersten,  zweiten,  dritten . . .  itteo 
Gruppe  resp.  mit  Si,  Si...Sn;  so  ergibt  sich  leicht 

§.  t46.  AttgemehieSätme  über  die  Mongruemiienhäkereritrude. 

I.     Eine  Kongruenz  höheren  Grades,  wie 
(1 )       flo^"  +  ttiX^-^  -\-  aaa:"-*  -{-...-[-  ÖD-i3?  -f-  ön  ^  0  modp 

verlangt,  dass  für  x  eine  Zahl  gesucht  werde ^  wodurch  die 
linke  Seite  ein  Vielfaches  von  p  wird. 

Nach   §.   135,    XI.   kann    man   annehmen^    entweder  dass 
sämmtliche  Koeffizfenten  ^o,  ai...aD  positiv  und   negativ   und 

numerisch  ^j»  oder  dass  sie  sän^mtlich  positiv  und  <ip  seien, 

indem  man  für  jeden  seinen  kleinsten  numerischen  oder  seinen  klein- 
sten positiven  Best  nach  dem  Model  ji  setzen  kann.  Auch  braucht  man 
nur  diejenigen  Auflösungen  für  x  zu  betrachten,  welche  positiv 

und  negativ  und  numerisch  ^^,oder  welche  positiv  und  <^p 

sind,  da  aus  irgend  Einer  Auflösung  dieser  Art  wie  x  immer 
eine  unendliche  Reihe  anderer  von  der  Form  x  =  x'  -{-wp 
folgt,  welche  sämmtlich  dem  Werthe  x  nach  dem  Model  p 
kongruent  sind;  sodass  dann  allgemeiner  x^x  modp  ist. 


[  ■ 
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Analog  der  Benenoung  bei  den  Gleichungen,  heisst  x  eine 
Wurzel  der  Kongruenz  (t). 

11.  Man  kann  behaupten,  dass  wenn  der  Model  p  eine  in 
dem  Koeffizienten  Oo  der  höchsten  Potenz  von  x  nicht  auf- 
gebende Primzahl  ist,  wobei  also,  wenn  für  alle  Koeffizien-* 
ten  ihre  kleinsten  positiven  Reste  gesetzt  sind,  ao>>0  und  <Zp 
sein  wird^  die  Kongruenz  vom  nlen  Grade  nicht  mehr 
als  n  einander  nicht  kongruente  Wurzeln,  oder  nicht 
mehr  als  n  verschiedene  positive  Werlhe  von  o?, 
welche  <^p  sind^  haben  kann. 

Denn  es  seien  a?i,  a:«...^«  solche  m  verschiedene  Werthe 
von  X  und  m'^n,  Dividirt  man  mit  x  —  xi  in  die  linke  Seite 
der    gegebenen    Kongruenz;    so    kommt    man     auf    den    Rest 

öo^i" 4" öiOTi "-*-[- 08^1°-* -}-...-f-«n-i^i  +  ßn.  Dcr  Quoticut  er- 
gibt sich  in  der  Form  ao^"-*  +  6iJ?''-^-}-62a7"-'-|-.  ..-[-io-2a:-}-ft„.i, 
worin  6i,  bi...ba-i  lauter  ganze  Zahlen  sind.  Man  kann  dem- 
nach statt  der  gegebenen  Kongruenz  schreiben 

{X  —  Xi)  UioX'"'  +  6,ar-*  4-  btX""^  +  .  .  .  +  K-iJP  -}-  ba-i) 

+  (öoari"  +  01*^1°"*  +  öi^i""*  +  ...-}-  ön-iiTi  +  a„)  ^  0 
oder  da   das    zweite  Glied  auf  der  linken  Seile  nach  der  Vor-* 
aussetzung  ein  Vielfaches  von  p  ist, 

(2)  (x-^Xi)  {aox*-^  -}-  6iir"-*  +  ftja?"-«  +  •  •  •  +  f>n.iX -f  6„.i)  s  0 

Die  vorstehende  Kongruenz  ist  augenscheinlich  für  x  =  Xi 
errüllt,  wie  es  auch  die  Voraussetzung  fordert.  Da  dieselbe 
aber  vorausgesetztermaassen  ebenfalls  für  die  übrigen  m  —  1 
Werthe  Xg,  X9...Xtn  von  x  gelten  soll,  und  allö  diese  Werthe 
verschieden  unter  einander  und  verschieden  von  Xi,  auch  <Cp 
angenommen  sind ,  mithin  der  Faktor  x  —  Xi  für  jeden  dieser 
m — !  Werthe  von  x  einen  absoluten  Werth  >0  und  <p, 
also  einen  zu  p  relativ  primen  Werth  haben  muss;  so  leuchtet 
ein^  dass  man  für  jeden  der  genannten  m —  1  Werthe  von  x 
die  Kongruenz  (2)  durch  den  Faktor  x  —  Xt  dividiren  kann, 
und  dass  mithin  für  diese  m  —  1    Werthe  von  x  die  Kongruenz 

(3)  aox^'^  -f-  bix^-*  -f-  62a?»-'  + . . .  +  b„.iX  -f*  6„_i  =  0 

deren  Grad  um  t  geringer  ist,  als  der  der  gegebenen,  be- 
stehen muss. 

Behandelt  man  diese  Kongruenz  genau  so  wie  die  ursprüng- 
liche, indem  man  nun  mit  x  —  Xt  dividirt;  so  gelangt  man  zu 
dem  Schlüsse,  dass  eine  Kongruenz  von  der  Form 

(4)  Äo^?"-'  -f-  Ciar°-3  -f  Csa?»-*  +  ...-}-  Cn^iX  +  c„_t  »E  0 

die  m  —  2  Wurzeln  Xs,  Xt,.  .,Xm  haben  müsse. 

Setzt  man  dieses  Verfahren  fori;  so  muss  man  nothwendig, 
wenn   im  Laufe  der   Rechnung,   nach   der  Ausscheidung  von  t 
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Warzeln^  alle  Glieder  ausser  dem  höchsten  verschwinden  soll- 
ten^ auf  eine  Kongruenz  von  der  Form 
(5)  aox°-'=0 

oder  wenn  sich  dieser  spezielle  Fall  nicht  ereignet^  nach  der 
Ausscheidung  von  n  —  1  Wurzeln,  auf  eine  Kongruenz  von 
der  Form 

stossen^  in  welcher  letzteren  auch  f  =  0  sein  kann. 

Iili  ersteren  Falle  (5)  müsste^  wend  man  mit  ao  dividirt, 
die  Kongruenz  ar"-*^0  durch  die  m  —  t  Werthe  J7t-Hi»  a?t+i. ..a?« 
von  X  ertüllt  werden.  Diese  Kongruenz  kann  aber  offenbar 
keine  anderen  Auflösungen,  als  solche  haben ^  welche  Vielfache 
von  p  sind,  welche  also  sämmtlich  dem  kleinsten  Werthe  ir  =  0 
entsprechen.  Es  müsste  also  ari+i  =  rct+s  = . . .  =  <a7ni  ==  0  sein. 
Demnach. kann  die  gegebene  Kongruenz  (1)  nur  die  ^-|-1  ver- 
schiedenen Auflösungen  Xi,  Xi,..Xt,  ort^i  haben,  worin  0^14.1  =  0 
ist.  Die  Anzahl  dieser  Auflösungen  ist  aber  durchaus  kleiner 
als  der  Grad  n  jener  Kungrueaz. 

Im  letzteren^  Falle  (6),  wo  man-  auf  eine  Kongruenz  vom 
ersten  Grade  stösst,  ^eiss  man  ans  §.  137,  dass  eine  solche 
Kongruenz  nur  eine  einzige  Wurzel  <^p  h^ben  kann.  Es 
müssten  also  allo  Wurzeln  ;r„,  ^n+i...^iiif  durch  welche  jene 
Kongruenz  erfüllbar  sein  soll,  einander  gleich  sein,  also  die 
Stelle  einer  einzigen  Xn  vertreten.  Die  gegebene  Kongruenz 
(1)  vom  itten  Grade  hätte  also  in  diesem  Falle  genau  n  ver- 
schiedene Wurzeln,  und  nicht  mehr. 

III.  Der  obige  Satz,  dass  eine  Kongruenz  vom  nten  Grade 
höchstens  n  verschiedene  positive  /Wurzeln  <^p  haben  könne, 
ist  also  erwiesen.  Aus  der  Entwickelung  des  Beweises  ab^trahirt 
man  aber  leicht  noch  folgende  wichtige  Beziehungen. 

Wenn  die  gegebene  Kongruenz  (I)  genau  n  verschiedene 
Wurzeln  0?!,  a?j...a?n  hat,  wenn  also  m  =  n  ist;  so  lässt  sie 
sich  offenbar  in  die  Form 

(7)  (X  —  Xi){x  —  Xi)  (x-'X,i)...(x  —  Xn)  ^  0 

bringen,  indem  man  nach  der  Absonderung  der  ersten  n  —  1 
Faktoren  an  die  Stelle  der  übrig  bleibenden  Kongruenz  (G)  vom 
ersten  Grade  die  gleichbedeutende  x^Xn  oder  x  —  x^^O  setzt. 
Wäre  die  Anzahl  m  der  verschiedenen  Wurzeln  <«;  so 
würde  Das,  was  im  obigen  Satze  bewiesen  werden  sollte,  schon 
in  der  Voraussetzung  liegen,  und  das  vorstehende  Beweisver- 
fahren  würde  überflüssig  sein.  Stellt  man  dasselbe  aber  dennoch 
ah;  so  kommt  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  gegebene  Kon- 
gruenz in  die  Form 

(8)  {a;  —  xi)(x  —  x^)...(x  —  x^,)  X 


§.  i4S.    Kongruenzen  höherer  Grade,  407 

gebracht  werden  kann.  Der  polynomische  Faktor  oder  vielmehr 
die  daraus  gebildete  Kongruenz 

hat  nun  entweder  gar  keine  oder  nur  solche  Wurzeln,  welche 
unter  den  m' verschiedenen  Zahlen  Xi,  Xi,.,Xm  vor- 
kommen. Denn  wäre  'Xm+i  eine  von  den  letzteren  verschie- 
dene'Wurzel  der  Kongruenz  (9);  so  wäre  dieser  Werlh  offen- 
bar auch  eine  Wurzel  der  gegebenen  Kongruenz,  weil  dadurch 
die  ganze  linke  Seile  von  (8)  kongruent  null  werden  würde. 
Die  gegebene  Gleichung  hätte  also  nicht  m,  sondern  m-|-l 
verschiedene  Wurzeln,  was  der  Voraussel/ung  widerspricht. 

Hätte  aber  die  Kongruenz  (9)  irgend  Eine  der  Zahlen 
Xi,  Xf...Xm9  z.  ß.  a^i  zur  Wurzel;  so  würde  man  auf  der  lin- 
ken Seite  von  (9)  den  Faktor  x  -  Xi  absondern  können.  Dem-^ 
nach  hätte  in  der  gegebenen  Kongruenz  (1)  gleich  von  vorn 
herein  der  Faktor  x  -  Xi  zweimal  oder  es  hätte  der  quadra- 
tische Faktor  (x  —  XiY  abgesondert  werden  können.  Nachdem 
unter  diesen  Umständen  die  Kongruenz  (9)  von  dem  Faktor 
X  —  Xi  befreiet  ist,  kann  der  sich  ergebende  Quotient  vom 
Grade  n  —  m  —  1  wieder  in  früherer  Weise  behandelt  werden. 
Dieses  Verfahren  führt' endlich  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  ge- 
gebene Kongruenz  (t)  stets  auf  die  Form  (8)  gebracht  werden 
kann,  wenn  man  darin  unter  Xi,  Xi...Xm  (nach  Analogie  der 
Gleichungen)  die  m  gleichen  und  ungleichen  Wurzeln 
derselben  versteht.  Ist  der  übrig  bleibende  polynomische  Fak- 
tor, welcher 'die  linke  Seite  der  Kongruenz  (9)  bildet,  vom 
ersten  Grade;  so  muss  genau  m  =  n  sein,  die  gegebene  Kon- 
grnenz  vom  nten  Grade  muss  also  genau  n  gleiche  und  un- 
gleiche Wurzeln  haben  und  sich  auf  die  noch  einfachere  Form 
(7)  bringen  lassen.  Ist  dagegen  der  fragliche  Faktor  von  einem 
höheren,  als  dem  ersten  Grade,  also  fn<^n;  so  muss  (9)  eine 
unlösbare  Kongruenz  sein. 

Der  Fall ,  wo  eine  gewisse  Anzahl ,  z.  B.  £  Wurzeln  =  0 
wären,  macht  von  dem  vorstehenden  keine  Ausnahme.  Es 
müsste  sich  dann  {x — oy  =  x^  von  der  gegehenen  Kongruenz 
absondern  lassen,  die  letztere  müsste  also  die  Form 

(10)  «oa?"  +  öi^r"-*  -f  •  •  •  +  «•-t^*'=  0 

haben. 

IV.  Wenn  die  gegebene  Kongruenz  (I)  vom  nten  Grade 
geoau  n  gleiche  und  ungleiche  Wurzeln  hat,  also  auf  die  Form 
(7)  gebrai;ht  werden  kann,  und  man  substituirt  für  den  letzten 
Faktor  x  —  Xu  den  ihm  kongruenten  Werth  aoX-\-q  oder  auch 
was  genau  Dasselbe  sein  muss,  den  Werlh  a^x  —  aox^^aoix — jt.); 
so  entspricht  Dies  einer  Multiplikation  der  Kongruenz  (7)  mit 
dem  Faktor  o«.     Führt  man   hierauf  alle   auf  der  linken  Seite 
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von  (7)  vorgesobriebenen  Maltipiikalioneii  der  Binome  x  —  Xi, 
X  —  ^t...  aus;  so  mnss  sich  offenbar  ein  Ausdruck  ergeben^ 
in  welchem  die  Kueffizienlen  der  verschiedenen  Pülen/.eu  von  x 
den  Koeffizienten  der  entsprechenden  Potenzen  von*  x  in  der 
Form  (I)  in  Beziehung  zum  Model  p  kongruent  sind.  Dies 
gibt  folgende  Beziehungen  zwischen  .den  Koeffizienten  einer 
Kongruenz  itten  Grades  und  ihren  Wurzeln,  insofern  nach  der 
Voraussetzung  die  Anzahl  dieser  Wurzeln  genau  =n  ist. 

ao(xiXt  -f-  ^'1^8  -\-  XiX%  -|-  •  •  •)  ^  *» 
Ch^XiXMXi  "f"  •  •  •  )  ^  —  08  ^p  —  üz 

'  ao(XiXtXzXK  "h .  • .  )  ^  a* . 

•  - 

a^lXtXt  ...Xn  ^  (  —  1  )"ön 

V.  Aus  dem  obigen  Salze  II.  folgt,  dass  es  unter  den 
positiven  Zahlen,  welche  <^p  sind,  also  unter  den  p  Zahlen 
0,  1,  2...p — 1,  höchstens  n  geben  kann,  deren  7i!e  Potenzen 
einander  kongruent  sind,  für  welche  man  also 

(12)  iTi"  ^  J72°  ^  o^a"  ^  .  ..^x„" 

bat.  Denn  alle  diese  Werthe  Xi,  Xt...XB  erfüllen^  wenn  sie 
für  X  substituirt  werden,  die  Kongruenz 

(13)  a?"^a?i"  oder  auch  a?"  — a?i°^0 

Gäbe  es  nun  mehr  als  n  Zahlen  Xi,  x^y  xt,.,  von  der 
Beschaffenheit  (t2);  so  müsste  die  Kongruenz  (13)  mehr  als  n 
Wurzeln  haben,  was  unmöglich  ist. 

VI.  Wenn,  wie  hier  immer  vorausgesetzt  wird,  der  Model 
p  eine  Primzahl  ist;  so  ist  nach  dem  Ferroatscheu  Lehrsatze 
(§.  139)  für  jeden  der  p  Werthe  0,  1 ,  2,  3.,./>  —  l   für  o? 

(14)  a?P-'^t   oder  x^-^  —  1  ^Qfnodp 

Diese  Kongruenz  vom  Grade  p  —  1  hat  also  stets  p  —  1  ver- 
schiedene Wnrzeln,  und  man  kann  auch  für  dieselbe  schreiben 

<i5)  (x  —  \)(x-'2)(x  -3)...(x-{p—i))  =  0 

Hieraus  und  aus  dem  Satze  II.  folgt  auch^  dass  wenn  man 
das  Binom  x^"^  —  1  in  zwei  Polynome  vom  Grade  m  und  n 
zerlegt,  sodass  m-f-n=p,—  t   nnd 

(1  6)  a?P-^  —  1  =  (J?"  -f  aiX"^-^  +  .  .  .  +  öm-ia? ■+  flm)  X 

(a?»  +  6ia?»-*  + . . .  +  6n-ta? -f  in)  =  0 
ist,  die  Kongruenz    ' 

genau  m  und  die  Kongruenz 

(18)  x''  +  bix''-'  +  ...-{'b^^iX-\-bn^Q 

genau  n  verschiedene  Wurzeln  hat,  weil  das  Produkt  aas  Bei- 
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den  genau  m-f-»>  =  P — I  Waraelo  besiltt  und  (17)  nicbl  mehr 
als  m,  auch  (18)  nicht  mehr  als  n  Wurzeln  haben  kann. 

Eine  jede  der  beiden  Kongruenzen  (17)  und  (18)  kann 
auch  noch  mit  einem  Koeffizienten  wie  Oq  und  bo  mullipli/irti 
also  auf  die  Form  der  Kongruenz  (1)  gebracht  werden. 

Wir  machen  noch  auf  folgendes  aus  der  Form  der  Kon- 
gruenz it'P"*  —  1^0  unmillelbar  sich  ergebendes  Zahlengesetz 
aufmerksam:  Bildet  man  die  Summe  5i,  Sj,  Ss,.,Sp.i  der 
Produkte  aus  je  Einer,  je  zwei,  je  drei.. .  je  (/?  —  1)  der  Zah- 
len 1,  2,  3. ...(p — 1),  und  beachtet,  dass  die  letzteren  Zahlen 
die  Wurzeln  der  in  Rede  stehenden  Kongruenz  sind,  ferner 
dass  der  erste  und  letzte  Koertizient  dieser  Kongruenz  resp. 
=  1  und  —1  ist,  während  alle  übrigen  =0  sind;  so  hat  man 
nach  den  obigen  Kongruenzen  (M),  indem  hier  n  =  p —  1  eine 
paare  Zahl  ist, 

Si  =  l-(-2  +  3  +  ...  +  (p-l)  =  0 


l.2]  +  [l.3]-h....  +  [(p-2)(p~  1)1=0 

l.2,3]4-...+[(p-3)(p-2)(p-n]  =  0 


Sp^,  =  [l  .  2  .  3  . . .  (p  -  2)]-(- . . .  -h  [2  .  3  .  4  . . .  (p  -  1)]  =  0 
Sp.i  =  1.2.3...(p— 1)=~  1 

Die  letzte  dieser  Kongruenzen  stellt  den  Wilsonseben  Lehr- 
satz dar^  und  die  übrigen  leinen,  dass  jede  Summe  S  durch 
die  Primzahl  p  theilbar  sei.  So  hat  man  z.  B.  für  die  Prim- 
zahl p  =  5 

1+2-1-34-4=10  =  2.5 

1.2-f-1.3-hl.4-f-2.3-f-2.4-|-3.4  =  35  =  7.5 
1.2.3-j-l.2.4  +  1.3.4-|-2.3.4  =  50=10.5 
1  .2.3.4=14  =  3.5  -  1 

VII.  Aus  der  oben  bei  II.  vorgenommenen  Zerlegtmg  der 
Kongruenz  (1)  vom  Grade  n,  wobei  sich  so  viel  Faktoren  vom 
ersten  Grade  in  der  Form  x  —  Xi^  x  —  Xt . . .  absondern  liessen, 
als  die  Kongruenz  Wurzeln  hat,  geht  hervor,  dass  wenn  ei^e 
zweite  ähnliche  Kongruenz  vom  Grade  m  gewisse  Wnrzeln 
mit  der  ersteren  gemein  hat,  sich  von  derselben  die  entspre- 
chenden gleichen  Faktoren  werden  absondern  lassen. 

Nimmt  man  also  von  den  beiden  Funktionen,  welche  die 
linken  Seiten  dieser  beiden  Kongruenzen  bilden,  nach  bekann- 
ten Regeln  der  Algebra  das  grösste  gemeinschaftliche 
Maass  (wobei  man  dafür  zu  sorgen  hat,  dass  die  Koeffizienten 
der  Quotienten  in  'den  zu  diesem  Zwecke  anzustellenden  Divi- 
sionen stets  ganze  Zahlen  werden);  so  muss,  wenn  man  dieses 
gemeinschaftliche  Maass  ^0  setzte  die  sich  ergebende  Kon- 
gruenz offenbar   die   den  beiden   gegebenen  Kongruenzen  ge- 
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meiDschaftlicb  zukommenden  Wurzeln  enthalten.  Es 
kann  sich  übrigens  ereignen^  dass  der  Grad  des  gemeinschaft- 
lichen Maasses,  also  auch  der  Grad  der  resultirenden  Kon- 
gruenz mehr  Einheiten  enthält,  als  gemeinschaftliche  Wurzeln 
vorhanden  sind^  in  welchem  Falle  die  linke  Seite  der  re- 
sultirenden Kongruenz  aus  einem  Produkte  von  der  Form 
{x  —  xCi{x  —  iCg) . . .  und  einem  beiden  gegebenen  Kongruenzen 
gemeinschaftlich  angehörigen  unlösbaren  Polynome  be- 
stehen wird. 

Der  Satz  VI.  gibt  aber  ein  Mittel,  die  Anzahl  der  verschie- 
denen Wurzeln  der  Kongruenz  (1)  vom  nten  Grade  genau  zu 
bestimmen.  Denn  alle  m  Wurzeln,  welche  diese  Kongruenz 
vom  nten  Grade  enthält^  kommen  offenbar  auch  der  Kongruenz 
(t4)  vom  p  —  Iten  Grade  zu.  Ermittelt  man  also  das  grössfe 
gemeinschaftliche  Maass  zwischen 

aoo:"  -}-  flia?"-*  -(-...-}-  a^-iX  -|-  a^  und  jjp-*  —  1 

und  setzt  dasselbe  ^0;  so  muss  die  entstehende  Kongruenz 
die  m  Wurzeln  enthalten,  welche  den  Kongruenzen  (1)  und(14)  ge- 
meinschaftlich angehören.  Das  fragliche  gemeinschaftliche  Maass 
ist  aber  ein  Faktor  von  x"^-^  —  1 ,  und  enthält  demnach  genau 
so  viel  verschiedene  Wurzeln,  als  sein  Grad  Einheiten.  Dem- 
nach muss  der  Grad  der  resultirenden  Kongi'uenz  =m  sein, 
also  genau  die  Anzahl  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Kon- 
gruenz (1)  anzeigen. 

Wäre  zwischen  den  beiden  genannten  Polynomen  kein 
gemeinschaftliches  Maass  vorhanden;  so  hätte  die  gegebene 
Kongruenz  (1)  auch  keine  Wurzeln. 

f.  147.  MHm  fuaAraU»ehen  H/ette  und  die  €rrundbedingung  ihrer 
JExittena^  wenn  der  Model  eine  JPrtmmoM  t«#» 

I.  Ein  besonderes  Interesse  erwecken  die  reinen  qua- 
dratischen Kongruenzen  x^  —  a^Omodp,  welche  man  auch 
in  der  Form 

(1)  a^x^modp 

schreiben  kann.  Nach  dieser  Form  wird  also  eine  Zahl  x  ge- 
sucht, deren  Quadrat  zu  der  gegebenen  Zahl  a  nach  dem 
Model  p  kongruent  ist.  Statt  dieser  Kongruenz  hat  man  auch 
die  Gleichung 

(2)  a^=sx^-\-wp    oder     a  —  x^  =  wp 

welcher  zufolge  ein  Werth  von  x  gesucht  wird,  der  die  Zahl- 
form a  —  a;'  durch /i  theilbar  macht. 

Wegen  der  wichtigen  Beziehungen,  weiche  zwischen  den 
beiden  Zahlen  a  und  p  bestehen,  sind  dieselben  von  Gauss 
mit  besonderen  Namen  belegt.  Nach  dessen  Vorgange  nennt 
man  die  Zahl  a,  welche  fähig  ist,  nach  dem  Model  p  irgend 
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einem  Quadrate  kongruent  oder  der  Rest  irgend 
eines  Quadrats  zu  werden,  einen  quadratischen  Rest 
der  Zahl  /7.  Wenn  dagegen  die  Zahl  a  hierzu  unfähige  also 
die  Kongruenz  (1)  unmöglich  ist;  so  heisst  a  ein  quadra- 
tischer Nichtrest  von  p,  Dass  a  ein  quadratischer  Rest 
oder  Nichtrest  von  p  sei,  hezeiehnet  Gauss  kurz  resp.  durch 
die  Formel 

aRp        oder        aNp 

Man  findet,  dass  die  vorstehende,  mit  Rücksicht  auf  Kürze 
des  Ausdrucks   von    Gauss   gewählte   Benennung   der   Zahl  a 
nicht  ganz  streng  in  dem  Prinzipe  der  Nomenklatur  des  §.  135, 1. 
für  die  Kongruenzen   ersten   Grades  begründet  ist»  indem   bei 
gewöhnlichen  Resten  oder  denen   vom  ersten  Grade  die 
beiden   kongruenten  Zahlen   miteinander,   bei   qua- 
dratischen Resten  dagegen  die  Eine  dieser  Zahlen  mit 
dem  Model  verglichen   worden.     Wenngleich  durch   die  ab- 
weichende  Benennung    der    quadratischen    Reste    nicht    leicht 
Missverständnisse  zu   besorgen  sind;  so  fragt  es  sich  dennoch, 
ob  es  der  Konsequenz  wegen  nicht  rathsam  sei,  unter  strenger 
Beibehaltung  der  Begriffe  des  §.  135^   1.  zu  sagen,   a  sei   ein 
quadratischer  Rest  nach  p  (statt   von  p).     Wir  werden   uns 
in    allem    Folgenden    stets    dieser    konsequenteren    Benennung 
bedienen. 

If.  Wenn  p  eine  in  a  nicht  aufgehende  unpaare 
positive  Primzahl  ist;  so  lautet  die  Grundbedingung  für 
die  Möglichkeit  oder  Unmöglichkeit'  der  Kongruenz  (1)  folgen- 
dermaass^n. 

Die  Zahl  a  ist  ein  quadratischer  Rest  oder 
Nichtrestnachp,  je  nachdem  man  hat 

(3)  a  *  ^  1     oder    ^  —  1  modp 

und    im   ersteren   Falle   gibt   es   für  x  immer  einen 

Werth,    absolut  kleiner   als  ^,    welcher    die    Kon- 

gruenz 

(4)  a^x^modp 
erfüllt. 

Zum  Beweise  dieses  äusserst  wichtigen  Satzes  denken  wir 
uns  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  von  l  bis  p  —  1  ge- 
bildet und  deren  kleinste  positive  Reste  nach  dem  Model  p 
genommen,  sodass  man  resp. 

a?"=lS  2«,  3*...(p  — l)^  =  ri,  ft,  r8...rp-i 
hat.     Von  diesen  p  —  1  Resten  werden  je  zwei  von  den  Enden 
gleich  weit  abstehende  wie  r.  und  r^^  einander  gleich  sein» 
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weil  man  oVenb»r  (p  —  «)*«=p*-f-2p«-|"***^'*'  ^^^-  I-ässt 
mao  aber' die  zweite  Hälfte   dieser  Reste,    welche  der  ersten 

Hälfte  gleich  sind^  ausser  Acht,   betrachtet  also  nur  die  ^—r — 

Reste   der  Quadrate  von  1 ,  2 ,  3  . . .  -         ;  so  werden  dieselben 

sämmtlich  verschieden  sein.  Denn  wären  zwei  Reste  dieser 
Hälfte,  wie  r^  und  r^  einander  gleich,  wäre  also  m*^=-n'  oder 
m' —  ti'=:(m-[-n)(m  —  »)^Omodp;  so  niüsste  entweder  die 
Zahl  m-j-ii  oder  die  Zahl  m  —  n  durch  p  theilhar  sein,  was 
unmöglich  ist,  da  beide  Zahlen  <[p  sind. 

Erwägt  man  nun,    dass  die  Reste  n,  rt...rp.i   sämratlidi 

den  Zahlen  1,  2,  3...p'-  1  angehören;  so  leuchtet  ein,  dass 
von  den  natürlichen  Zahlen  1,  2...p—  1  die  Hälfte  irgend 
einem  Quadrate  kongruent,  also  quadratische  Reste  sind, 
während,  die  andere  Hälfte  keinem  Quadrate  k<mgroent,  also 
quadratische  Nichtreste  sind. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3  . .  .p  —  i 

p  —  1      ' 
auf  die  Potenz  vom  Grade  ^--r —  erhoben;   so  wird   eine  jede 

dieser  p  —  l   Potenzen   entweder  ^  l    oder  ^  —  1  modp  sein 

(§.  139,  III,).     Da  es    nun   nach  §.  146,   V.   höchstens  ^-^ 

»  —  1 
Zahlen  geben  kann,   deren  ^—^ — te    Potenzen    einander    kon- 

gruent  sind;  so  niuss  offenbar  die  Hälfte  der  erwähnten  Po- 
tenzen ^  1   und  die  andere  Hälfte  ^  —  l  sein. 

.     p  — 1 
Es  ist  aber  die  ^—r — te  Potenz    eines    jeden    der    vorhin 

mit  r  bezeichneten   quadratischen   Reste  ^  1 ;    denn   man   bat 

Tn  *  » («*)  *  =  nP"* ,   welcher   Werth    nach    dem   Fermatschen 

Lehrsatze  §.  139  stels  ^1  ist. 

Da  nun  die  Menge  der  verschiedenen  Werthe  der  Reste  r 

p—  1   . 
gleich  ^-— —  ist;  so  erhellet,    dass  diese   quadratischen    Reste 

dkjeaige  Hälfte  der  Zahlen  1,  2,  3...p  — 1  darstellen,  deren 

P  "^  l 

^-— — te  Potenzen  ^  1  sind,  während  die  Potenzen  der  anderen 

Hälfte  oder  der  quadratischen  Nicblreate^  —  1  «iad. 

Hieraus  folgt,    dass   eine   Zahl   a,   deren  ^—r — te  Potenz 
s£t  ist  (und  für  «reiche  man  in  der  Fonnel  <3)  atiicfa  ihren 


§.  448.    Das  Reziprozität$ge$etz.  413 

kleinsten  positiven  Rest  nach  p  gesetzt  denken  kann)  nothwen- 
dig  irgend  Einem  der  quadratischen  Reste  oder  einem  Qua- 
drate x^  kongruent  sein,  also  selbst  einen  quadratischen 
Rest    darstellen    muss^    während  im    anderen  Falle   eine  Zahl 

a,  deren  '--- — te  Potenz  ^ —  1  ist,  nur  ein  quadratischer 

Nichtrest  sein  kann. 

Unter  den  positiven  Zahlen  1,  2...p  — 1  gibt  es  nach 
Vorstehendem  aber  immer^zwei,  deren  Quadrate  ^a  sind. 
Ist  X  die  Eine;    so    ist  p  —  or   die   andere.     Beide   sind   <Cp; 

die  Eine  aber  ist  sogar  <Cf  >    während   die   andere    [>|-ist. 

Die  erste  stelU  den  absolut  kleinsten  Werth  von  x  dar^  und 
man  kann  offenbar,  wenn  x  die  Eine  ist,  —x  für  die  andere 
nehmen. 

Der  umgekehrte   Satz,   dass  die  ^—- — te  Potenz  von  « 

kongruent  1  oder  —  1  sei,  jenachdem  a  ein  quadratischer  Rest 
oder  Nichtrest  nach  p  ist,  leuchtet  hiernach  von  selbst  ein. 

Die  Primzahl  p  kann  in  Vorstehendem  auch  negativ  ge- 

dacht  werden,  wenn  man  nur  in  dem  Exponenten  ^--^ —  unter 

p  den  absoluten  oder  positiven  Werth  jener  Primzahl 
versteht. 

§.148.    HcM  WU»^ifTOiM9iMmgew^n. 

I.  Mit  diesem  Namen  hat  Legendre  einen  von  ihm  zu- 
erst aufgefundenen,  aber  ohne  genügenden  Beweis  aufgestellten 
Satz  belegt,  welcher  sich  folgendermaassen  darstellen  lässt: 
Wennp  und  q  zwei  unpaare  und  verschiedene  posi- 
tive Primzahlen  sind,  und  man  setzt 

Ezi 

(1)  9*  =(— l)»marfy 

(2)  p*  =(~  \ymodq 
so  ist 

(3)  «  +  „=^^.iZll 

Ist  also  Eine   der  Zahlen  /?,    q   oder   sind  beide  von  der 

Form  4r4-  ^>  ist  mithin  ^-^ —  X-r —  eine  paare  Zahl;  so  sind 

m  und  n  entweder  beide  paar  oder  beide  unpaar,  fi^glich 
immer  (—1)»  =  (—!)», 

Ist  dagegen  keine  der  Zahlen  py  q  von  der  Form  ir-j-i. 
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p  —  1'  ü —  1 
sind  vielmehr  beide  von  der  Form  4r-["3,  ist  mithin  ^—^ — .^-^ — 

eine  unpaare  Zahl;  so  ist  von  m  und  n  die  Eine  paar  und 
die  andere  unpaar»  folglich  ( — 1)"*=:  —  (-^  1)"^ 

Hiernach  lautet  das  Reziprozitätsgesetz:  Wenn  sich 
unter  den  beiden  unpaare.n  Primzahlen  p,  q  Eine 
von    der  Form    4r-^l    findet;    so   haben    die   absolut 

kleinsten  Reste  von  q^  und  f^  resp.  für  die  Model 
p  und  q  f^Ieichc  Zeichen;  wenn,  dagegen  jene  Zah- 
len beide  von  der  Form  4r4-3sind;  so  haben  jene 
Reste  nng^loiclie  Zeichen. 

II.  Zum  Beweise  dieses  Satzes  bilden  wir  zuerst  für  den 
Model p  folgende  Gruppe  von  Gleichungen  und  korrespoodirenden 
Kongruenzen  für  die  sukzessiven  Vielfachen  der  Zahl  9,  indem 
wir  die  kleinsten  positiven  Reste  mit  R  bezeichnen  und  zur 
Abkürzung 

t__ —  ==  u  J    —  =  y^       also 

2  2 

jp— t=2ü  j  —  1  =2m? 

setzen y  und  demnach  die  Beziehung  m-\-n=^xm  zu  beweisen 
suchen. 

(A)  (A) 

151=  Tip-I-Äi  l^^/ti  modf 

2p=Vtp  —  Ri        •  2q  =  R^ 

a^f  =  Kap  +  Ä,  Zq  =  Rz 

vq^^Vrp-^Rr  vq^R^ 

2vq  =  V^yf  -\-  Rir  2vq  ^  Äjv 

Unter  der  obersten  Hälfte  dieser  Reste,  also  unter  den 
Resten  Ri,  R9..,Rr,   welche  sämmtlich  <^p  sind,  kommt  eine 

P 
gewisse  Anzahl  m  vor,  welche  ^^  sind,  während  die  übrigen 

<^^  sind.     Es  werden   dann   unter  der  untersten  Hälfte ,   also 

unter  den  Resten  ily+i,  Rw+i,  .  ..Atr  eine  Anzahl  m  vorkommen, 

welche  <^^  sind,  während  die  übrigen  }>^    sind.       Da     nun 

immer  je  zwei  Reste  von  den  Zeigern  x  und  p  —  x  die  Summe 
p  bilden   (§.  136);   so  ist  klar,   dass  die  m  Reste  der  oberen 

Hälfte,   welche  ]>~  sind,  mit  den  m  Resten  der  unteren  Hälfte, 
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welclte  <[~   sind>  dergestalt  korrespondireii ,  dass  je  Einer  der 

ersteren  mit  je  Einem  der  letzteren  sich  zu  dem  Werthe  p 
ergänzt.     Wären  also  ^«,   Rt,  /?c...  die  m  Reste  der  unteren 

Hälfte,  welche  <[^sind;  so  würden  die  m  Reste  der  oberen 

tu 

p 

Hälfte^  welche  ]>^  sind,  j?  — i?«,  p  —  Rh,  p  —  Äc...  sein. 

Ferner  leuchtet  ein,  dass  wenn  man  alle  v  —  m  Reste  ans 

P 
der  oberen  Hälfte,    welche  <C^  sind,   ond  die  m  Reste  R„  Ab> 

Rc..^  aus  der  unteren  Hälfte,  welche  ebenfalls  <^^  sind,  zu- 

sammenschreibt ,   v  Zahlen  erhallen  werden,   welche   sämmtlich 

<^^  und  voneinander  verschieden  sind,  welche  ako,  abgesehen 

von  der  Reihenfolge,  alle  Zahlen  1,  2,  3,,,v  enthalten. 

Setzt   man   nun   an   die  Stelle  der  m  Reste   in  der  oberen 

Hälfte,  welche  ^|^  sind^  die  Werthe j»  —  Ä»,  p  —  Rh,p  —  Rc..,; 

so  erhält  man  für  irgend  Eine  der  betreffenden  Gleichungen 
(A)   einen  Ausdruck  von  der  Form 

(4)      /f^Fp  +  Ä^Fp+p  — JRa  =  (F+l)p  — Ä.    also 

(5)'  -    tq=-R, 

Muliiplizirt  man,  nachdem  man  die  hierdurch  sich  erge- 
ben den  m  neuen  Kongruenzen ,  deren  rechte  Seiten  negativ 
sind,  für  die  betreifenden  m  der  früheren  Kongruenzen  sub- 
stituirt  hat^  alle  t  Kongruenzen  der  oberen  Hälfte  der  Gruppe 
(A)  mit  einander;  so  ergibt  sich 

1  .2.3...rjf'^=(—  1)»1  .2.3...i?morfp 

also^  da  1.2.3...t7  eine  zum  Model  p  relativ  prime  Zahl 
ist,  durch  welche  die  vorstehende  Kongruenz  dividirt  wer- 
den kann, 

(6)  gf^  =  (— l)"»morfp 

Addirt  man  dagegen  die  korrespondireaden  v  Gleichungen 
der  oberen  Hälfte,  indem  man  für  die  fraglichen  m  Gleichun- 
gen von  der  Form  (4)  die  gleichbedeutenden  in  der  Form 

(T)  f^=Fp+p  +  Ä.-2Ä. 

snbslituirt;  so  ergibt  sich„  da  die  Summe  der  Zahlen 

1+2  +  5  +  ...  +  «=^ 

ist, 
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-^2(Ä.  +  fiH  +  Äc  +  .-.) 
oder  durch  Transposilion 
(8)     {Vi-\-V,-^ . . .  +n+m);i=r(p-|-l)ir+2(Ä.+Ä,+Ä,+ . . .) 

]>a  von  den  beiden  Zahlen  v  und  v-^i  stets  Eine  paar 
ist;  so  folgt,  dass  die  ganze  rechte  Seite  der  vorstehenden 
Gleichung  paar  isU  Demnach  mnss  auch  die  linke  Seite  paar 
sein,  und  da  p  unpaar  ist,  rauss  Fi-j- Fj-f-.  ..-f- F»-|-«»  paar 
sein.     Hieraus  geht  hervor,  dass  die  beiden  Zahlen 

m  und  F,+  F,-|-...4-n 
zu  gleicher  Zeit  entweder  paar  oder  unpaar  sind. 

Jli.     Bilden   wir  jetzt  fiir  q  als  Model  in  ähnHcker  Weise 
die  Gleichungen  und  Kongruenzen 

(B)  (B) 

tpss  fY,q^Si  ip^Stmodf 

2p=  W,q-\-St  2p  =  S, 

3p  =  W»q  -\-  S,  3/>  =  S, 

m  m 


2wp  =  W,^q+  Ssw  2wf  SB  S^ 

und  ertheilen  in  Be^iehimg  auf  diese  Gruppe  (B)  der  Zahl  n 
eine  Bedeutung^    welche   der  Ar  Zahl  m  in  Beziehung  auf  'die 
Gruppe  (A)  entspricht;  so  folgt,  dass 
(9)  p'' =  (—{)'' mod  q 

ist,  und  dass  auch  die  beiden  Zahlen 

n  und   Wi+W2  +  ...+  W^ 
zu  gleicher  Zeil  paar  oder-  unpaar  sind. 

IV.  Hieraus  und  aus  dem  Obigen  ist  klar^  dfiss  die  bei- 
den Zahlen 

m  +  n  und  (V,-i- ¥,  +  ...+ Vr)  +  {W,+ W,+. ..+ W^) 

zu  gleicher  Zeit  paar  oder  unpaar  sind.  Man  fcano 
also  in  Absicht  auf  den  zu  erweisenden  Lehrsatz  (3),  bei  wels- 
chem es  nur  darauf  ankommt,  ob  m  und  n  paar  oder  unpaar 
iit,  den  Werlb 

ri+F24-...+  n        für  m     und 
^i+W,-]-...+  W^    für  n 
nehmen. 

V.  Um  jetzt  den  Werlb  der  för  iw-j-«  zu  nehmenden 
Summe  der  Grössen  V  und.fF  zu  bestinameu;  so  sei  q<ZP' 
Dividirl  man  jede  in  der  oberen  Hälfte  der  Gruppe  (A)  stehende 
Gleichung  durch  p;  so  kommt 
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-  (C) 

14=,^.  +  ^ 
P  P 

V  p 

P  P 

m 
m 

P  /^ 

ÜBE 
Hieii'n  sind  alle  Brüche  —  >  —j  — ...  aut    der    rechlen 

p      p      p 

Seite  e  cht,,  also  Fi,  Fg,  F, ...  die   grössleu  lesp.  in  den   Brü- 
chen -f  --^»  ^...  enlhaUeneo  Ganzen. 
p     p      p 

VI.     Dividirt  man  nun  auch  jede  in  der  oberen  Hälfte  der 
Gruppe  (B)  steheode  Qleichung  durch  p;  so  kommt 

(D) 

P     P 

P      P 
P      P 

P      P 

Da  alle  mit  5  bezeichneten  Reste  <iq  sind  und  q<^p  ist; 

so  sind  auch   alle  jene  Reste  <rp>  folglich  —^ — »  — ••  lau- 

j  ->sr'        o  p      p,    p 

ter  echle  Brüche.     Transponirt  man   dieselben  au^  die  andere 
Seite;  so  ergeben  sich  folgende  Gleichungen. 

p        p 

p  p 

P  P 


ff   i  =  tu 

P  P 


27* 


41$        Sechster  JAedmiU.    Die  Xangntenx.  der  Zahlen. 

Aas  diesen  Gleichangeu  ergeben  sich  sofort  die  nachstehendeo. 

Hierin  sind  sowol  (l \  (\ -J, ...     wie    nach 

(5 ^-\  {    ~ ^)...  lauter  positive  echte   Brüche, 
p       p  y     Vp       p  y 

und  es  ist  klar,  dass  folgende  Gleichungen  bestehen. 

(E) 

l'=sO-4-  einem  echten  Brache 
P 

f 


»  » 


V 

(»r,+i)2=,+ 
(fr.+2)|=i  + 

»r,l=i4. 
f 

(ir.+2)i=2+ 

p 

(!r,+i)2=3+ 

(?r.+2)|=3+ 


»  » 


»  »  » 


))  D 


x>  »  » 


J» 


»  »  I 

I 


»  » 


o  »  » 


-^; 
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Wt^r=3A-  einem  echten  Brache 
P 


r 

P 


»         » 


»  j» 


»         » 


VII.     Aaf  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  kommen  die 

Zablwertbe  1-2-,  2-^,  3-^...f?-2.in    der    natürlichen    Reihen- 

p        p       p  p 

folge  der  davor  stehenden  Koeffizienten  vor,   und  zwar  liegt 

der  letzte  Werth  v-^  in  der  letzten  Abtheiinng  der  Grnppe  (E), 

P 
welche  sich  von  dem  Werthe 

(W^w  +  l)f      bis       ffw+i^ 
p  p 

erstreckt.  Um  diese  Behauptung  einzusehen,  beachte  man,  dass 
der  Koeffizient  des  Werthes,  welcher  der  eben  genannten  Ab- 
theiinng unmittelbar  vorhergeht,  kleiner  als  t?,  dass  also 

ist.  Dies  folgt  sofort  aus  der  Gleichung  wp=W^(i-\^Sw  der 
Gruppe  (B).     Nach  dieser  Gleichung  hat  man  nämlich 

*worin    die    von   v  zu    subtrabirende   Grösse    positiv   ist,    weit 
man  py>g  bat. 

Der  Koeffizient  der  letzten  Gleichung  der  Gruppe  (E)  ist 
aber  grösser  als  f,  also 

Denn  aus  der  Gleichung  (tt?-f-^)p== '''^»+li'4'•S'w-^-l  der  Gruppe 
(B)  folgt 

WV+i  =  t?-)-  ^ ^— -* 

worin  die  zu  v  zu  addirende  Grösse  positiv  ist;  wei)  sowol  p, 
wie  auch  q  grösser  als  S^+i  ist. 
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VIII.  Bricht  man  also  die  Gruppe  (E)   mit  der  in   ihrer 
letzten  Ablhetlunf^  liegenden  Gleichung 

t?jL=s|£;-J-  ejnem  echten  Bruche 

P 

ab;   so   muss  dieselbe  ganz  identisch  mit  der  Gruppe  (C)  sein. 

Demnach    hat    man   durch   Vergleichung  der   grösi>ten   Ganzen 

auf  den  rechten  Seiten  der  beiden  Gruppen  (C)  und  (E)    resp. 

Vu  F„  Fs,  r4...»;=o,  o..,o,  i,  1...1, 2, 2. ..2...«?,  m?...«? 

Nach    Maassgabe   der  Gruppe    (E)    erscheint   unter  diesen 
Werlhen  von   Ti ,   Fs . . .  V\ 

di^  Zahl  0  überhaupt  W^  mal 

»       »     l         »  IT,  —  ITi     » 

»       »     2         »  If,  —  Tf,     » 

»       »     3         »  W*  —  IT,     » 

Addirt  man  also  alle  jene  Grössen  Y\  so  konupt 

=  0.»Fi+l(TF.-lF,)+2(IF3-ffO+.-.+(w^-i)(>»'w-^w.i) 

-I- ti?(«  -  r^)  '    , 

=      0.ffi  +  tlf,  +  2lf3  +  ...-f-(tt^-l)W^^  +  t?tp 
-  1  .  !Fi  -  2  TF,  -  3  fTs  — . .  .*- tr  JF^ 

=  _  (IF^ -f  Fj-I- IF3  + . . .+ !F^)-f  wr 

Hieraus  folgt  durch  Transposilion 

(10)     (Fi-pF.  +  ...+  F.)+(H^i  +  ^2  +  ...+  fFw)  =  2?w^ 
ond  da   fQr  den  Zweck  des  obigen  Lehrsatzes  statt  der  beiden 
Glieder  auf  der  linken  Seite   resp.  die  beiden  Zahlen  m  und  n 
genommen   werden    können,    indem   es   für   die   Letzteren .  nur 
darauf  ankommt^  ob  $\(i  paitr  qder  unpaar  sind,  so  ergibt  sich* 
die  zu  erweisende  Beziehung 

0*)  ,n  +  w  =  w===2JZ_,lZL_ 

Zu  vorstehender  Entwickelung  hat  der  in  Legen dres 
Theorie  des  nomhreSj  seq,  ed.  S»  F//.  mitgelheilte  Beweis  von 
Gauss  den  Antrieb  gegeben.  Das  gegenwärtige  Verfahren 
dürfte  wegen  der  darin  liegenden  Kürze  und  Allgemeinheit,  da 
es  von  der  speziellen  Form  der  Zahlen  p,  q  völfig  unabhängig 
ist^  einige  Beachtung  verdienen. 

IX.  Legend re  bezeichneL  den  kloinstea. |les(  yqj^.  q* 


nach  dem  Model  p  kurz  loit  C -^  J>  sodass  man  also  nach  die-r 
ser  BezeicbnoBg 

hat.     Hiernach  ist  das  Reziprozi tätsgesetz  in  der  Formel 

jenthalten,  ^orin  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt, 
jenachdem  irgend  Eine  oder  keine  der  beiden  un- 
geraden positiven  Prirazahlen'  p,  q  von  der  Form 
4r+l  ist. 


So  ist  Z.  B.    (  : 


X.  Es  i.^t  bisher  vorausgesetzt,  dass  p  und  q  positiv 
seien.  Was  den  Fall  betrifft,  wo  Ein^  dieser  Zahlen  odar  beide 
negativ,  jedoch  immer  unpaar,  seien;  so  ist  zuvörderst  klar, 

d«8s  der  im  Nenner  des  Ausdrucks  (  -^  )  stehende  Model  p 

obn»  Einfluss  auf  den  Werth  dieses  Ausdrucks  sowol  positiv, 

w  i  e  n  e g a t i V  sein  kann,  dass  maft  also  stets  f  — ^  j=il-Lj  hat. 

Wenn  jedoch  die  im  Zähler  stehende  Primzahl  q  ihr 
Zeichen  wechselt;  so  ändert  der  ganze  Ausdruck  sein  Zeichen 
nicht,  wenn  der  absolute  Werth  des  Models  p  von  der 
Form  4r-|-l  ist,  wohl  aber  dann,  wenn  der  absolute  Werth 
von    p    die    Form    4r-[-3    hat.      Im     ersteren    Falle    ist   also 

(ZZJ>^  =  (1^;  im  leuteren  dagegen  Q^)=--(^0 

So  hat  man  z.  B.  nach  diesem  Satze  und  dem  Rezipro* 
zitätsgesetze 

XI.  Wenn  q  eine  ganz  beliebige  Zahl  und  p  eine  li 
q  nichi  aafgehende  ungerade  Primzahl  ist;  so  behält  die  obige 
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Dedaktion  von  der  Gruppe  (A)  bis  za  der  Gl($icbung  (6)  voll- 
kommene Gültigkeit.     Dies   ist  von  Wichtigkeit:   denn  vtrenii  e« 

bloss,  darauf   ankommt,   zu   entscheiden,   ob   q*  ^-{-\   oder 

^—  \modp  sei;  so  hat  man  nicht  nöthig,  die  Reste  der  auf* 

p  —  t 
steigenden  Potenzen  von  q  bis  zu  der   -~ — ten    zu    bilden. 

Man  braucht  vielmehr  nach  Gl.  (6)  nur  nachzusehen,    wie  viel 

Reste  R  der  sukzessiven  Vielfachen  von  ^  in  der  oberen 

Hälfte  der  Gruppe  (A),  alsQ  wie  viel  der  Reste  Ru  Rf,,.Iip^ 

t 

grösser  als  ^  sind.     Ist   deren   Anzahl  ssm;    so   hat  msn 

obne  Weiteres  y  *  ^  (-^  1)"  morf/?. 

XII.  Es  ist  noch  zu  bemerken,  dass  eine  Addition  der 
Gleichungen  der  Gruppe  (A)  und  der  Gruppe  (B)  folgende  Be* 
Ziehung  für  die  Summe  der  Quotienten  V  oder  W  ergibt. 

(14)   Fi+yH--+n-."yi+w^.+-+^..-.='-^~^y^~^- 


XIII.  ßei  den  obigen  Untersuchungen  ist  der  Fall  ansg^ 
schlössen  gewesen ,  wo  irgend  Eine  der  beiden  Primzahlen  p, 
q  den  absoluten  Werth  2  hat.  Dieser  Fall  führt  zu  folgenden 
Gesetzen. 

Ist  in  dem  Ausdrucke  (-^  J  der  absolute  Werlh  des  Mo- 
dels p=  2;  so  ist  für  jede  unpaare  Primzahl  q  jede  Potenz 
von  q  sowol  ^  1 ,  als  auch  ^  —  1  mod  2/ 

Ist  dagegen  q=2;  so  hat  man,  wenn  der  absolute 
Werth  des  Models  p  von  der  Form  8r-[-t  oAer  8r-j-7 
(d.i.  von  Einer  der  Formen  Srjhl)  ist, 

(15)  2~  =  \modp     oder      (^—^  =  1 

wenn  dagegen  der  absolute  Werth  des  Models  p  von 
der  Form  8r-j-3  oder  8r-|-5  (d.i.  von  Einer  der  Formen 
8r  ±  3)  ist, 

(16)  2~  =  -  1  modp     oder     C—^  =  -  1 

Denn  allgemein  wird  für  diesen  Fall  die  obere  Hälfte  der 
KoBgmenzea  der  Gruppe  (B) 


\ 

1 
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1.2  =  2  tnodp 
2.2  =  4  ^ 

3.2  =  6 


p i 

Wenn   niin  />  =  8r+l    oder  =8r-4-5,   also  ^--^ —    eine 

paare  Zahl  isl;  so  sind  von  diesen  Resten  die  obere  Hälfte  <C  o 

and  die  untere  Hälfte  ]>  -—.     Die  Anzahl   der  Reste    in   einer 

—  1 

4 
p  =  8r-j-l  ist,  und  unpaar^  wenn  p  =  8r-j-5  isl. 


jeden  dieser  beiden  Hälften   ist  aber  ==^-7 — 1  alsopaar^  wenn 


Wenn  dagegen  p  =s;  8r  -{-  3  oder  =  8r  -f-  7,  also  ^ —  eine 
unpaare  Zahl  ist;  so  sind  die  oberen  r^— —  j  Reste  <C-o" 

und  die  unteren  C^x~"^""5"y  ^^^^  ^~"  ^®*^ö  -^  2  *       ^'® 

AiKBabl  der  l^zteren  ist  aber   unpaar,  wenn  pzaszSr-\-S  ist, 
und  paar,  wena  pr=s8r  +  7  ist. 

Sobald  nun  die  Anzahl  der  Reste,  welche  ^--^  sind,  paar 

istf  gilt  nacA  (9)  die  Kongruenz  (15);  sobald  aber  jene  Anzahl 
an  paar  ist,  die  Kongruenz  (16). 

Die  beiden  Kongruenzen  (15)  and  (16)  lassen  sich  in  eine 
einzige  Form^  bringen,  wenn  man  den  absoluten  Werth  der 
Primzahl  p  in  der  Form  4s;4:l  darstellt,  in  welcher  derselbe 
offenbar  stets  enthalten  ist.    Man  hat  dann  allgemein 

(17)  2*  =(—  iy  tnodp 

XIV.  Ist  ferner  y=  — 2;  so  ftihren  die  soeben  gefun-^ 
denen  Beziehuiigen  ^  in  Verbindung  mit  der  Regel  X.  leicht  zu 
folgenden  Sätzen. 

Wenn  d«r  absolute  Werth  des  Modeis?  p  von  der 
Form  8r4-l  oder  8r-f-3  ist;  so  hat  man 

(18)  (~-2)~=lmoÄp     oder     T— J  =  i 

und  wenn  der  absolnte  Werth   des  Models  p  von  der 
Form  Sr-f-S  oder  6f*}*'^  ^^U  so  ha!  man 
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(19)  (— 2)~  =  —  1  morfp     oder     T— ^  =  — t 

XV.  Auch  der  Fall ,  wo  p  oder  q  den  absoluten  Werth 
1  hat,  verdient  noch  hervorgehoben  zu  werden. 

Tst  der  absolute  Werlh  dts  Models  p=l;  so  ist  jede  Po- 
tenz von  q^Omod  \, 

"  Ist  feriier  q=l;  so'  ist  jede  Potenz  davon  für  jed^B  be-' 
liebigen  Model  ^  f  und  für  den  speziellen  Model  2  auch 
noch  ^  —  1 . 

Ist  aber  q= — 1;  so  ist  für  jede  Primzahl  p,  deren  ab- 
solnter  Werth  die  Form  4r-[-l   hat, 

(20)  (— l)~=lmorfp     oder     T— J=l 

und   für  jede  Primzahl  p,    deren   absoluter   Werth    die    Form 
4r4-3  hat,  . 

(21)  (-1)~=— Imorfp     oder     ^— ^=^1 

§.  149.    ^atuw's  WumämmeniaUMdm  fUr  «Me  Theorie  der  faui- 

draHschen  Jle«f€. 

I.  fn  dem  Reziprozflätsgesetze  (§.  147)  tte;^  folgende  für 
die  Lehre  von  den  quadratischen  Resten  hfciist  wicbtfge  9^ 
Ziehung^  welche  Gauss  zuerst  aufgefunden  und  iq  den  Dis- 
quisitiones  arithrneticae,  art,  131  den  Fundaraentalsalz  für 
6ie  Theorie  der  quadratischen  Reate  genraniil  bat.  Der- 
selbe lautet  unter  der  Voraussetzung,  dass  pf  ortd  q  zwei  an*- 
paare  und  positive  Primzahle»  &eien: 

Wenn  p  eine  Primzahl  von  der  Form  ir^\  ist;  so 
Ist  p  quadratischer  Rest  oder  Nfchtrest  nach  jeder 
PrimzabI  q,  welche  resp.  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
r est  nach  p  ist. 

Wenn  dagegen  p  eine  Primzahl  von  der  Form  4r-|-3 
H}4;  so  ist  -^p  quadratis^er  Re^i  oder  Niebtrect  nach 
jeder  Primzahl  ^,  weiche  resp.  quadratischet  Reat  oder 
Nichtrest  nach  p  ist. 

.  I«  Zeichen  ist  also  unliBr  der  Vorauiseiztt ng,  d«fiÄ-4Rr-{-^ 
4r4-3  und  q  ungerade  positive  PrimzaUen ,  seien, 

...  (     (4r+0^?»     wenn  jfÄ(4r+l)  ist, 

^^  (     (4r4-t)%       ^>      ^JVf4r+l)     » 


li.    B0|ireift.    Wßon  ps=4r-|- i ;  so  ist  nach  dem  Rezi- 
prozitätsges^ze  (§«  148) 

Ezi 

q*-l 

Ist  nun  (— J)"^-|-l;  so  ist  nach  §.  147,  V.  gleichzeitig 

qRp     und     pRq 

Ist  dagegen   ( — 1  )"'':;:=  —  1;    so   ist   nach  jenem   Paragraphen 
gleichzeitig 

qNp     und    pNq 
Hierdurch  sind  die  beiden  Beziehungen  (1)  erwiesen. 

Wenn  p=4r-f*3  und  zuvörderst  y=4*-j-l^  also^^ — =2« 

eine,  paare  Zahl  ist 5  so  hat  oian  qach  dem  ReziprozUätsgesetze 

q^  ^^i— i)"^ mod p 

q-l  q^ 

p*  ^( — l)"*morfy,  also  auch  (— p)  ^  ^(— l)"morfy 
Hieraus  folgt  wie  vorhin,  wenn  (— 1)"  =  ^1  ist;  dass  gleich- 
zeitig 

qRp  und  -^pRq 
und  wenn  ( — 1)""= — 1   ist,  dass  gleichzeitig 

qNp  und  —pNq 
ist. 

Wenn    dagegen  p  =  4r-f-3    und    auch   jf=:4Ä-j-3;    also 

i-_.  =2s-\-i   eine  unpaare  Zahl  isl;  so  hat. man  nach  dem 

Heziprozttfitsgesclze 

p-i 
^  2  ^(—  i)'^modp 

Sri  5zl 

p  *  ^(— l)"+*»i(w(^,       also        (— p)  *  ^(— l)'"mödj' 

Ist  nun  (— 1)'»  =  4-1;  so  ist  nach  §.  147,  V.  gleichzeitig 

qRp  und  — pRq 
Ist  dagegen  (—  1)»=  —  Ij  so  ist  gleichzeitig 

jfiVjp  nnd  —pNq 
Hierdurch  sind  die  beiden  Beaiehungen  (2)  bewiesen. 

III.  Der  erste  Theil  des  obigen  Fundamenlalsalzes,  wofür 
p  VW  tier  Fori»  4r-j-'^  VQrau^esetzt  wird,  hat  auch  folgenden 
Sinn:  Wenn  es  Zahlen  von  der  Form  q  —  a;^  gibt^  welche 
durch  p  theilbar  sind;  so  gibt  es  auch  Zahlen  von  der 
Fqtm  p-r-x^i  welche  durch  q  tbeilbar  sind:  sonst  abeir 
n  i  ch  t. 
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S©  gibt  es  z.B.,  da  Zahlen  von  der  Fortb  49'^— a?*  vor- 
handen sind,  welche  sich  durch  p  =  5  (heRen  tlissen,  auch 
Zatilen  von  der  Form  5 — x^j  welche  durch  19  theilbar  sind. 
Ebenso  gibt  es,  da  keine  Zahlen  von  der  Form  19 — x*  exi- 
Stilen,  welche  sich  durch  p==13  (heilen  lassen,  auch  keine 
Zahlen  von  der  Form  13  — ^^  welche  durch  19  theilbar  sind. 

Der  zweite  Theil  des  Fundamentalsatzes,  wofiir  p  von  der 
Form  4r-(-3  vorausgesetzt  wird,  hat  den  Sinn:  Wenn  es 
Zahlen  von  der  Form  q  ^  x*  gibt,  welche  dur«h  p  theil- 
bar sind;  so  gibt  es  auch  Zahlen  von  der  Form  — p—a? 
oder  von  der  Form  p-f-a?*,  welche  durch  q  theil^bar 
sind:  sonst  aber  nicht.  s   '  «« 

Da  es  also  z.  B.  Zahlen  von  der  Form  19  -^a?'  gibt,  welche 
durch  p  =  3  theilbar  sind;  so  gibt  es  auch  solche  von  der  Form 
^^x^j  welche  durch  19  (heilbar  '^nd.  Da  es  aber  keine 
Zahlen  vbn  äer  Form  19 — x^  gibt,  welche  durch  p  =  7  theil- 
bar sind;  so  gibt  es  auch  keine  von  der  Form  7-^2r*,  welche 
durch  19  theilbar  sind. 

» 

IV.  Bisher  sind  die  beiden  unpaaren  Primzahlen  p,  q  als 
positiv  vorausgesetzt.  Wäre  Eine  oder  wären  beide  negativ;  so 
geschieht  die  Zurückfuhrung  des  Falles  auf  das  obige  Gesetz 
sehr  leicht  durch  folgende  Betrachtung. 

OlTenbar  kann  in  dem  Ausdrucke  qRp  oder  qNp  der  rechts 
stehende  Model  p  sowol  positiv  wie  negativ  genommen 
werden.  Wenn  also  qRp\  so  ist  auch  qR—p,  oder  wenn  qNp; 
so  ist  auch  qN  —  p. 

Wechselt  aber  die  links  stehende  Grösse  q  ihr  Zeichen; 
so  hat  Dies  auf  jenen  Ausdruck  dann  keinen  EUnflasS)  wenn 
der  absolute  Werlh  des  Models  p  von  der  Form  4r-[-l 
ist.  Für  diesen  Fall  würde  also,  wenn  qRp  wäre,  auch  —qRp 
sein,  oder  wenn  qNp  wäre,  auch  — qrlp  sein.  Ist  dagegen 
der  absolute  Werth  des  Models  p  von  der  Form  4r-f-3; 
so  geht  mit  dem  Zeichenweehsel  von  ^  das  Symbol  R  in  N 
oder  das  Symbol  N  in  R  über.  Wäre  also  für  diesen  Fall 
qRp'j  so  halte  man  — fiVp, ,  oder  wäre  qNp]  so  h^iXe  man 
—  qRp. 

Der  Beweis  dieser  Beziehanfen  erhellet  sofort  ans  den 
ähnlichen  Gesetzen  des  §.  148,  X. 

y.  Hiernach  lassen  sich  aUe  Ffilte  des  obigen  Fandamen*- 
takatzes  in  folgendes  Schema  bringen,  wonach  das  Stattfinden 
irgend  Einer  der  in  eine  Horizontalreifae  neben  efnöiifäer  ge- 
stellten vier  Beziehungen,  immer  die  anderen  drei  nothwendig 
nach  sich  zieht. 


$.  iM,    Gmm^M  AmdoMMtaimte. 
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In  jeder'Horizontaireihe kann  auch  gleichzeitig  da^  Sjmbol 
R  in  N  und  das  Symbol  JV  in  A  verwandelt  ^  auch  kann  in 
jMer  einzelnen  Formel  das  Zeichen  des  Models  nach  Be« 
lieben  umgekehrt  werden. 

VI.  Für  den  Fall,  dass  Eine  der  beiden  Primzahlen  p,  q 
den  absoluten  Werth  2  hätte,  sind  folgende  Gesetze  zu  merken« 

Hat  der  Model  p  den  absoluten  Werth  2;  so  ist  klar, 
dass  jede  andere  Primzahl  q  quadratischer  Rest  nach  p  ist, 
dass  man  also  bat 

(3)  qm 

Ist  dageg^  9^=2;  so  erhellet  aus  §.  148,  Xlll.,  dass  q 
quadratischer  Rest  nach  jeder  Primzahl  von  der  Form  Sr-^l-l 
oder  8r-{-T,  dagegen  quadratischer  Nichtrest  nach  jeder 
Primzahl  von  der  Form  8r-f-3  oder  8r-}-5  ist,  dass  man 
also  hat 

(4)  3Ä(«r+l)     und     2Ä(8r-f7) 

(5)  2Ar(8f-f3)       »       2iV(8r4-5) 

VII.  Ist  ferner  gf=  —  2;  so  ergibt  sich  aus  §.  148,  XIV,, 
dass  q  quadratischer  Rest  nach  jeder  Primzahl  von  der  Form 
8r-*f*l  oder  8r -j-3^  dagegen  quadratischer  Nichtrest  nach 
jeder  Primzahl  von  der  Form  8r-j-5  oder  8r-|-7  ist,  dass 
man  also  hat 

(6)  —  2Ä(8r-(-l)     und     —  2Ä(8r+3) 

(7)  — 2JV(8r4-5)       »       — 2iV(8r-f7) 

VIII.  Die  Zahl  1  anlangend;  so  ist,  wenn  der  Model  p 
den  absoluten  Werth  1  hat,  jede  Zahl  q  quadratischer  Rest 
nach  p  oder 

(8)  qm 

Ist  fei^ner  q=\\  so  ist  q  quadratischer  Rest  nach  jeder 
Zahl  p,  aku 

(9)  \Rp 

Ist  dagq;en  ^as — 1;  so  ist  nach  §.  148,  XV.  q  qoadra- 
tiseher  Rest  ii*eb  jeder  Primzahl  p,  deren  absoluter  Werth  die 
Form  4r-|-l  hat^  aber  qaadmiiscber  Nichtrest  nach  jeder 
PriuuBflüU,  depeB.»al»Dhiter  Werth  dte  Form  ir-j-S  hat,  also  ist 
(1Ä>  -.lfi(4r+t) 

(11)'  .-     -...    •   — lÄ<4r-h3)    . 


4tft        Sech$ter  jUMuM.    Ok  EmigrueHZ  Mär  ZmUen. 
§.  150.    MHe  quadmiUehem  MUtte  tuMk  if«f  ajweiygfjglwt 

A.    Wenn  q  anpaar  and  relativ  prim  zu  D  ist. 

I.  Für  die  im  fünfleir  Abschnitte  v^rgetragette  Theorie 
der  niibestiminleD  Gleichang^n  vom  «weiten  Grade'  ist  es  wich- 
tig, mit  Leicbligkeit  darüber  entscheiden  zu  köiineo,  ob  es 
Zahlen  von  der  Form  D  —  x*  gibt,  welche  durch  eine  gegebene 
%ahl  q  Iheilbar  sind  oder  nichts  ob  also  die  Kongrüäna 

(1)  D^x^modq 

möglich  sei  oder  nicht,  d.h.  ob  D  eio  .^iradra tischer  Rest 
oder  Nichlrest  nach  q  sei. 

Wir  schicken  die  Bemerkung  voraus,  dass  unter  Z)  sowol 
eine  positive,  wie  auch  eine  negative  Grosse  verStandeo 
werden  kann.  Der  Model  q  braucht  jedoch  offenbar  nur  po- 
sitiv gedacht  zu  werden.  Will  man  indessen  auch  für  q  nega- 
tive Werlhe  zulassen ;  so  müssen  für  diese  Grösse  und  ihre  Fakto- 
ren da,  wo  sie  in  den  nachstehenden  Formeln  in  den  Exponenten 
einer  Potenz  treten ,  ihre  absoluten  Werthe gesetzt  werden. 

Wenn  q  eine  in  D  nicht  aufgehend«  dnpaare  Prim- 
zahl ist;  so  ist  nach  §.  147  D  nur  dann  quadratischer 
Rest  nuch  q^  wenn  man  hat 

5=1 

(2)  />'  =\tHodq 

Wäre  z.  B.  1>=12  und  qxssz\$  gegelien;  so  müsste  man,  damit 
12  ein  quadratischer  Rest  nach  13  oder  12  —  x*  durch  13 
theilbar  sei,  \2^^\mod\3  haben.  Untersucht  man  den  Be- 
stand der  letzteren  Kongruenz  nach  §^  148,  XI.;  so  hat  man 

13—1 
£&r  die  Reste  der  Vieifachen  von  12  bis  zum     ■  '    >  im6fachep 

hinauf 

1.12  =  12iiioi{13 

2.12=11 

3.12=10 

4.12s   9 

5.12=   8 

6.12=   7 

13 
Da  hierunter  m  =  6  Reste  ^-^  vorkommen:   so   ist    12* 

^(— l)*^l,   also  12  ein  quadratischer  Rest  nach  t9. 

Ein  zweites,  oftmals  noch  einfacheres  Verfahren  zur  Ent- 
sdbeidong  der  eben  erörterten  Frage,  ob  D  ein  quadratischer 
Rest  nach  q  sei  oder  nicht,  witd  in.  ^  151  vorgdragea  wenl^. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  allgemeineren  Fällenikb^r,  wo  ^  eine 
sciisammeiigesetzte,  jedoioh  an|iaaile  uM  aai  J>  uratali«  prii»e  ZSiäil  ist. 

II.  Wenn  q  eine  P6t«iTflt  einer  in  D  nicht  aafgeb«n- 
den  unpaaren  Primzaht  r^  als^i^-^sr"  ist;  so  ist  D  daiiii. 


tth^r  a«6h  i>ur  dann  ein  quadratisehrer  Rest  iracb  q, 
wenn  es  ein  solcher  nach  dem  Primfaktor  r  ist,  weno 
manaisohai 

r-t 

(3)  />«  =\modr 

Um  Dies  zu  beweisen,  sollen  wir  den  Satz  darlhun^  dass 
wenn  D  ein  quadratischer  Rest  nach  irgend  einer  Potenz  h 
von  r  ist,  es  auch  ein  solcher  nach  der  nächst  höheren,  also 
nach  r"+^  sein  wird.     Denn  hat  man 

D  ^  x*  modr^'j     also     D  —  x^=^t>r^ 

so  ist  auch  für  irgend  einen  Werth  von  w 

Da  nun  r  eine  nicht  in  D,  wol  aber  in  J9— a:',  njithjn 
nicht  in  x*  und  demnach  auch  nicht  in  s  .aufgehende  unpaare 
Primzahl  ist;  su  v^ird  dieselbe  auch  nicht  in  2x  cfilhalten  sein. 
Man  kann  also  die  ganze  Zahl  w  stets  so  wählen,  dass 

V  —  2wx  =  ur    oder    r  ,u-{-2x  ,w  =  v 
mrdj   worin  u  irgend  eine  ganze  Zahl  bezeichnet.     Denn  Dies 
ist  ein^  oi^heBtimmta  Gletefaung  vom  ersten  Grade  mit  den  hei^ 
den  Unbekannten  u  und  ir,  deren  Koeffizienten  r  und  2x  rela- 
tiv prim  sind.   . 

W^nn  aj^er  w  in  vorstehender  Weise  hestioHiit  gedacht 
wird;  so  hat  ipan 

J)  —  (x-^  wr'^y  F=  (wr  —  w; V)r»  ==  (w  :—  |^r'*-i)r»+* 
also 

D^{x-\-  m^y  mod  r°+ ^ 

Hieraus  folgt,  dass  wenn  D  ein  quadratischer  Rest  naek 
r  iai»  es  auch  ein  solcher  uach  jeder  höheren  Potenz  rS  r^  r^... 
TOD  r  sein  wird. 

Dass  umgekehrt,  wena  D  keio  quadratischer  Rest  nach  r 
ist;  es  auch  kein  solcher  nach  r°  sein  kann,  leuchtet  von  selbst 
ein:  denn  gibt  es  keine  durch  r  tbeilbare  Zahl  von  der  Form 
D  —  x^\  so  kann  es  auch  keine  durch  r"  tbeilbare  Zahl  von 
dieser  Form  geben. 

in.  Wenn  q  das  Produkt  mehrerer  in  D  nicht  auf- 
gehender unpaarer  Primzahlen  r,  «...  oder  auch  das 
Produkt  von  Potenzen  solcher  Primzahlen,  also  f==r"°«°... 
'ist;  so  ist  D  dann,  aber  auch  nur  dann  ein  quadra- 
tischer Rest  nach  q,  wenn  es  ein  solcher  liach  jedem 
einzelnen  der  Primfakloren  r,  «...ist,  wenn  man 
also  hat 

r>l         '  s-t 

(4)  J9  ^  ^  1  modr^    Z>  *  ^  t  mods     u.  s.  w. 

Denn  MiviäffdiirM  lencAiet  aUs  ideui  Satze  II.  ein,  dass  D  dann 
upd  auchonr  damif^qo^draUscbenReit  reip.  naeb  r^,  #"..v  fat^ 
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wenn  es  ein  solcher  nach  r,  «.••  ist^  wenn  abo  die  Bedul- 
gangen  (4)  erfötlt  sind.     Wenn  aber 

D^x^modr^y    D^y^modi*  a.  s.  w. 
ist;  so  bat  man  die  Gleichungen 

D  —  x^=ivr^ 

D  —  y*  ==  WS" 

u.  s.  w. 

und  demnach  auch 

D  _  (^'^uVm^t _2j  _  ^«  _  2vxr^  -  ©  V*»=(c  —  2vx  —  » «r")!- 

I>  —  (y-j-tr' «»)•=/>  — y'  —  2tryÄ»  —  ir' V»— (tr  —  2ip'y  —  «?' V)»- 

u.  s.  w. 

In  diesen  Gleichungen  bezeichnen  die  Buchstaben  v^  w.,, 
gewisse  und  die  Buchstaben  v  y  w  ., .  ganz  willkürliche  ganze 
Zahlen.  Da  von  den  Grossen  r"*,  «" . . .  keine  zw^i  ein  gemein- 
schafth'ches  Maass  haben;  so  können  die  Zahlen  v,  w  ,..  so 
bestimmt  werden,  dass 

X  -{-  ©r»  =  y  -j-  «;'«»  =  etc, 

ist.    (S,  den  zweiten  Abschnitt.)    Al«Uan  erbMU  aian  aber 

D  —  (ar + «?''•")'  =  D  -  {p-^- w'g^y = etc.     oder 
fl-X»  =D-Y'  =etc. 

Da  nun  der  erste,  zweite  etc.  dieser  einander  gleichen 
Ausdrücke  resp.  durch  r^,  «<*  etc.  tbeilbar  ist  und  diese  Tbeiler 
relativ  prim  sind;  so  folgt,  dass  es  einen  Werth  für  X  gibt, 
wodurch  D  —  X*  durch  das  Produkt  r"'«"..,  =  jf  tbeilbar  wird, 
dass  also  D  ein  quadratischer  Rest  nach  q  ist,  sobald  es  ein 
solcher  nach  jeder  der  Zahlen  r ,  «...  ist 

Dass  umgekehrt,  wenn  D  kein  quadratischer  Rest  »ach 
irgend  Einer  der  Zahlen  r,  «...  ist,  es  auch  kein  sokbw  nachr 
qsstf^,  $^..,  sein  kann,  leuchtet  von  selbst  ein. 

B.    Wenn  q  eine  Potenz  von  2,  aber  relativ  prim 

zu  D  ist. 

iV.     Wenn  q  =  2;  so  istjeder  paare  oder  unpaare 
Werth  von  D  quadratischer  Rest  nach  q.    Es  ist  also 
allgemein 
(5)  D  =  x*mod2 

Denn  ist  D  paar  =2r;  so  hat  man 

2r  =  (2t?)*  +  2ir,     also    =(2i?)*«orf2 
Ist  dagegen  D  unpaar  =z2r'^\;  so  hat  man 

2r+l=(2ü+l)*  +  2tr,     also    ={W'^iymod2 
Man  kann  in  diesen  Formeln  stets  v  willkürlich  annehmen  und 
danach  w  angemessen  bestimmen. 

V.    Wenn  f<=2's»4,  nnd  JD  reialiY  pritti  a«  f,  aigo' 
unpaar^  so  Ut  jeder  W«rtb  D  i^imi  der  Farm  4r-^l 
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qaadralischl^r  Rest  und  jeder  Werth  D  von  der  Form 
4r4-3  quadratischer  Nicbtrest  nach  q.     Es  isi  also 

(6)  4r-^\=a^mod4 

(7)  4r-|-3  nicht  ^  ;r^  ffioc^  4 
Denn  68  ist 

4r+l=(ti?-f  1)*  +  4ir,  also  =  (2© -f  t )« m<?rf 4 

Dagegen  kann  4r4-3  weder  =(2»)'-j-4ir,  noch  s=  (2»--}- 1  )* 
-}-4tr,  also  überhaupt  nicht  =a^*-}-4w  oder  ^.a^^mod4i  seiu. 

In  allen  diesen  Formeln  kann,  wenn  D  negativ  ist,  r 
negativ  gedacht  werden.  So  hat  man  z.B.  fiir  ß=  —  1  die 
Form  1?=  —  4-|-3  =  4r-[-3;  also  ist  —  1  ein  quadratischer 
Nichtrest  nach  4. 

VI.  Wenn  jf  =  2",  worin  n^2  ist,  und  D  relativ 
prim  zu  q,  also  unpaar;  so  ist  jeder  Werth  D  von  der 
Form  8r-4-l  quadratischer  Rest^  dagegen  jeder  Werth 
D  von  der  Form  8r-|-3,  8r-f-5,  8r-}-/  quadratischer 
Nichtrest  nach  q.     Es  ist  also 

{&)  8r4-l^^*«worf2" 

l8r4-3] 
(9)  {Sr — 5V  nicht  ^a;^mod2'' 

Denn  zuvörderst  erhellet  für  n=3,  also  fUrf=2'=;8;  dass 
8r+l=(4p  +  t)*  +  8tr,  also  =(4i?+l)*iiiorf8 
i«t,  wodurch  die  Formel  (8)  für  it  =  3  erwiesen  ist. 

Wenn  man  nun  gefunden  hätte,  dass  für  irgend  eifte  Vqt 
lenz  2*^  von  2,  welche  höher  ist,  a^  die  zweite, 

8r-|-l  =ar«mo//2%  also  8r-i-l  —  ar*  =  i?2" 

wäre,  worin  ^  nothwendig  eine  unpaare  Zahl  sein  müssle;  ^ 
wüi^e  für  eine  willkürliche  ganze  Zahl  w 

8r  + 1  -  (a:  +  uj2-»)'  »=  8r  -j-  l  —  o?*  —  Iiwr2"  ^  ir«2*»-» 

:;x=  p2^  -_  K?j:2»  --  iii»2»«*« 

sein.     Da  aher  x  unpaar  ist;  so  kann  man  die  wülküriiche  Saht 
w  stets  so  wählen^  da^s  v^-r-w^  P^^r»  ^Uq.=^2u,  mithin 

8r  +  l  —  (;|r  4- 1132"'*)»  v^{u-  v*2»-»)^"+* 
folglich 

8r  +  1  =  (;r  +  M?2»-*)*  morf  2»+* 
wird. 

Da  nun  bereits  nachgewiesen,  dass  Jeder  Werth  D  von 
der  Form  8r-f-l  «in  quadratischer  Res^  nach  jf  =  2'  is(;  so 
folgt  aus  dem  letzteren  Satze,  dass  er  es  auch  nach  jeder 
höheren  Potenz  2*,  2*^,  2*...  von  2  sein  wird,  womit  dte  Be^ 
Ziehung  (8)  erwiesen  ist. 

Schelllafs  nnbMtiminte  Analytik.  28 
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Was  dagegen  die  übrigeo  uripaaren  Werthe  B  von  der 
Form  8r-f-3,  8r-:)~5,  8r-)-7  betriflt;  so  kann  offenbar  keiner 
derselben  =  (2»)' -f- ^^*^  ^i"?  ^^i'  ^^i*  letztere  Werth  paar 
ist.  Er  kann  aber  auch  nicht  s=^2p-|~  0*  +  ^2'*  =  4K^+0 
-[-l+8!r2"-*  sein,  wenn  fi>2,  also  tt?2"  =  8ir2"-*  ist,  man 
mag  V  als  paar  oder  als  unpaar  voraussetzen,  weil  der  letztere 
Werth  stets  die  Form  8r-{-1  hat.  Demnach  kann  keiner  dier- 
ser  Werthe  von  Z)  =  j?* -f- a?2"  oder  ^ar*morf2"  sein,  womit 
^€  Beziehungen  (9)  erwiesen  sind. 

In  allen  vorstehenden  Formeln  kann,  wenn  t)  negativ 
ist,  r  negativ  gedacht  werden.  So  hat  man  z.B.  für  2)=  —  1 
die  Form  Z>=  — 8-j-7  =  8r-f-7;  also  ist  — 1  ein  quadra- 
tischer Nichtrest  nach  2". 

C    Wenn  q  die  Potenz  einer  in  D  aufgehenden  Prim- 
zahl ist. 

VII.  Wenn  q  \vk  D  aufgeht;  so  ist  D  stets  ein 
quadratischer  Rest  nach  y,  welchen  Werth  auch  f 
haben  möge. 

Dieser  Salz  leuchtet  von  selbst  ein. 

VIII.  Wenn  y  in  J9  nicht  aufgeht,  aber  die  Potenz 
einer  in  D  aufgehenden  Primzabt  r  (welche  auch  =2 
sein  kaqn)  darstellt,  wenn  man  also  q=^r^  und 
D  =  r''iy  hat,  worin  m^n  ist  und  der  Faktor  D  die 
Primzahl  r  nicht  weiter  enthält;  so  ist  Z)  ein  qua- 
dratischer Nichtrest  nach  q,  wenn  n  einen  unpaaren 
Werth  hat. 

Denn  wäre  D^x^moar^y  also 

r^U  =  ar*  -f-  IT"* 

so  mnsste,  da  t^  durch  r°  theilbar  ist,  auch  x^  durch  r"  theil- 
bar  sein.  Da  aber  r  eine  Primzahl  und  r"  eine  unpaare  Potenz 
davon  ist;  so  müsste  x*  auch  durch  die  paare  Potenz  r"+'  theil- 
bar sein,  folglich  die  Form  yV+^  haben.  Dividirt  man  also 
die  vorstehende  Gleichung  durch  r";  so  müsste  sich  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

\D' =yV  4- t?i**-°  :s=  (y" -|- w*"""*')'' 
ergeben.     Hiernach  müsste  D'   durch  r  theilbar  sein,   was  der 
Voraussetzung  widerspricht. 

IX.  Hat  dagegen  für  die  vorstehende  Voraasr- 
setzung  n  einen  paaren  Werth;  so  ist  D  ein  quadra- 
tischer Rest  oder  Nichtrest  nach  q,  jenachdem  ü  ein 
quadratischer  Rest  ode^r  Nichtrest  nach  r  ist. 

Denn  wenn  D^x^modr^  oder 

f*Zy  =  ar*  -f-  DT". 
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8«Mi  jSoII;  so  rnuss,  da  r^  durGb  r"  iheilbür  isl^  aiteh  a^  dareh 
r"  tbettbar  sein.  Ba  aber  r"  eine  paare  Potenz  ist;  so  masg 
o^?  die  Form  yV. haben;  es  moss  also,  wenn  man  die  vor*^ 
stehende  GleiciiuBg  durch  r?  dividirt, 

d.  h.  es  muss 

D'  "^y^modr 
sein.     0ajnii  also  D  xin  quadratischer  Rest   nach  f  sei^    muss 
D' .  ein  ^oich^r  nach  r  sein.     (Das  Letzlere  ist  stets  der  Fall 
für2>'  =  l.) 

Auf  demselben  Wege  ergibt  sich  auch  leicht  der  mnge-' 
kehrte  Salz,  dass  nämlich,  damit  D  ein  quadratischer  NichtresI 
nach  q  sei,  auch  D'  ein  solcher  nach  r  sein  miisae. 

I>.    Allgemeiner  Fall,    wo  q  in  beliebiger  Weise  zu- 
sammengesetzt ist. 

X.  Ist  endlich  für  den  allgemeinsten  Fall  q  das 
Produkt  aus  beliebigen  Primzahlen  oder  Potenzen 
derselben,  also  von  der  Form  r"«"...,  worin  diePrim** 
zahlen  r,  s,..  an  keine  Einschränkung  gebunden 
sind;  so  führt  eine  Betrachtung  ähnlich  der  sub  III. 
zu  dem  Schlüsse,  dass  D  dann  und  auch  nur  dann 
ein  quadratischer  Rest  nach  q  sei,  wenn  es  ein  sol-^ 
eher  nach  jeder  der  Zahlen  r",  «"...ist.  Auf  die  letz- 
tere Eigenschaft  kann  aber  D  jederzeit  durch  die  betreJQenden 
der  vorstehenden  Satze  geprüft  werden, 

[  Wir  machen  noch  darauf  aufmerksam,  dass  wenn  r,  « 
irgend  zwei  zusammengesetzte,  aber  relativ  prime  Zahlen, 
sind;  und  es  ist  D  ein  quadratischer  Rest  sowol  nach 
r,  wie  nach  «,  stets  auch  />  ein  quadratischer  Rest 
nach  dem  Produkte  rs  sein  wird. 

XI.  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  es  übrigens^  dass 
wenn  Z?  und  q  ein  gemeioschaflliches  Maass  haben,  die  Unter-^ 
suchung  Siels  auf.  den  einfacheren  Fall  Zurückgeführt  werden 
kann,  wo  beide  Z&hlen  relativ  prim  sind,  und  zwar  auf 
folgende  Weise. 

Besitzen  D  und  q  irgend  ein  Quadrat  als  gemein-* 
schaftlichen  Faktor^  ist  also  D^^^a^lf  und  ^  =  aY;  so 
kann  dasselbe  ans  beiden  Zahlen  ohne  Weiteres  ent- 
fernt werden,  sodass  also  D  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest  nach  q  ist,  wenn  D  ein  solcher  nach  q   ist. 

Denn  wenn  a*i7  =j?'-j-i?a*jf'  sein  soll;  so  muss  a?*  durch 

a*,   also   X  durch   a  theilbar,    folglich  x=^ax ,   also  auch  ff 

=  ar'*-{-f?Ä   d.  h.  es  muss  U  ein  quadratischer  Rest  nach  q  sein. 

.  Werden    nun    durdi    Beseitigung    der    gemeinschaftlichen 

Quaduate  aus  D  und  q  beide  Zahlen  relafW  prfm;  so  hat  man 

28* 
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das  g^wüoftdile  Ziel  erretdit.  Bdialten  jedoch  hiernach  D  und 
q  noch  ein  geneinschafütcbes  Maass;  so  kann  dasselbe  nur  aas 
den  ersten  Potenzen  versehiedener  Pj*iniz8h4eD,  also 
nur  von  der  Form  rs...  sein.  Einen  jeden  Faktor  r,  s... 
dieses  gemeinschaftlichen  Maasses  berücksichtigen  wir  nun  be- 
sonders, und  zwar  in  nachstehender  Art. 

Kommt  der  gemeinschaftliche  Primfaktor  r  nur 
Einmal  in  f  und  Ein  oder  mehr  Mal  in  D  vor,  hat 
man  also  qv=*rq  und  DsasrU  oder  sssr"!/;  so  kann 
derselbe  in  q  gestrichen  werden,  sodass  alsol^  ein  qua- 
dratischer Rest  od^  Nichtrest  nach  q  ist,  jenachdem  es  ein 
solcher  nach  q'  ist.- 

Denn  uaeh  dem  Satze  X.  mrd  verlangt,  dass  die. Zahl  A 
wenn* sie  quadratischer  Rest  nach  q  sein  soll«  gleichzeitig  ein 
solcher  Rest  nach  r  und  auch  nach  q  sein  müsse.  Da  aber  r 
in  D  aufgeht;  so  ist  nach  dem  Satze  VII.  die  erste  Bedingung, 
dass  D  ein  quadratischer  Rest  nach  r  sei,  unbedingt  eiTüllt, 
md  es  kommt  nur  noch  auf  die  zweite  an,  ob  D  ein  solcher 
Rest  nach  q   sei. 

Kommt  dagegen  der  Primfaktor  r  nur  Einmal  in 
D,  dagegen  mehr  als  Ein  Mal  in  q  vor,  hat  man  also 
X>=s=rJ9'  und  q  =  r^q'y  so  ist  nach  dem  Satze  VIII.  sofort 
zu  schliesseu;  dass  D  ein  quadratischer  Nichtrest 
nach  q  sei. 

Berücksichtigt  man  auf  diese  Weise  jeden  einzelnen  Faktor 
des  etwa  noch  zurückgebliebenen  gememschafllichen  Maasses 
fs...;  so  gelangt  man  entweder  zu  dem  Schlüsse^  dass  D  ein 
quadratischer  Nichtrest  nach  q  sei,  oder  man  erhält  zur  wet- 
teren Untersuchung  zwei  relativ  prime  Zahlen. 

Im  Allgemeinen  ist  klar,  dass  wenn  irgend  ein  Primfaktor^ 
welcher  den  beiden  Zahlen  D  und  q  gemeinschaftlich  ange- 
hikt  und  in  J)  auf  unp aarer  Potenz  erscheint,  in  q  auf 
higherer  Potenz,  als  in  D  vorkommt ^  D  jedenfalls  ein  qaa«* 

dr^ti^cher  Nichtrest  nach  q  ist. 

■"  * 

XII.  Nachdem  auf  diese  Weise  D  und  q  relativ  prim 
gemacht  sind^  lässt  sich  die  Rechnung  oftmals  auf  noch  kleinere 
Zahlen  bringen. 

Wenn  nämlich  D  einen  quadratischen  Faktor 
enthalt,  also  ß  =  a*ff  ist,  kaün  derselbe  ohne  Wei- 
teres herausgeworfen  werdeU;  ^dass  also  V  ein  qua- 
df atischer  Rest  qder  Nichtrest  nach  q  ist,  wenn  JD'  ein  scdcher 
it^ch  q  ist. 

Denn  wenn 

a*iy  =»^a?'4*^  so  iet  aodi 
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Da  nun  a  und  4/  relativ  prim  sind;  so  k^nn  man  steU  zwei 
ganxe  Zahlen  v   und  y  beslimmeD,  für  welche  a^-^vq^ssay  also 

wird.  In  dieser  Gleichung  musB  olTenbar  das  letzte  GIfed  wq 
durch  a*  Iheilbar  sein:  da  aber  a  und  q  relativ  prim  sind;  so 
muss  der  Faktor  w  allein  durch  «•  iheilbar  sein.  Man  muss 
also  haben,  wenn  man  mit  a*  dividirt,  U  ^y^'\-wq,  d.h.  ff 
muss  ein  quadratischer  Kest  nach  q  sein. 

Kine  fernere  Vereinfachung  ist  thunlich,  wenn  der  Model 
q  paar  ist,  aber  den  Faktor  2  nur  auf  erster  Potenz 
enthält,  wenn  also  q=^2q  und  q  unpaar  ist.  In  diesem 
Falle  kann  man  den  Faktor  2  ohne  Weiteres  aus  dem  W^rthe 
von  q  heransstosscn,  sodass  also  D  ein  quadratischer  Rest  nach 
q  ist,  wenn  es  ein  solcher  nach  q    ist. 

Dies  erhellet  aus  dem  Satze  X.,  wonach,  wenn  O  quadra-* 
tischer  Rest  nach  q  =  2q  sein  soll,  es  ein  solcher  Rest  sowol 
nach  2,  als  auch  nach  q  sein  muss.  Die  erstere  Bedingung 
ist  aber  nach  dem  Satze  IV.  jederzeit  erfiilU;  es  kommt  also 
nur  noch  auf  die  zweite  an. 

XIII.  Endlich  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam;  das§ 
wenn  D  numerisch  grösser  als  q  sein  sollte,  man  für  D  stets 
seinen  kleinsten  positiven  Rest  nach^  nehmen  kunn, 
welcher  immer  kleiner  als  q  sein  wird. 

Wean  man  will,  kann   man  die  Zahl  D  sogar  dann  noch 

verkleinern,  wenn  dieselbe  numerisch  {grösser  als  -|-  ist,  indem 

man  für  D  seinen  absolut  kleinsten  Rest  nach  q  nimmli, 
welcher    bald    positiv^    bald    negativ,    jedoch   numerisch    stots 

Denn  es  leuchtet  ein,  dass  wenn  D^^vq-^-ff  xsi,  D  ein 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  nach-^  h^t,  wenn  ff  ein 
solcher  ist. 

XIV.  Reispiele.  Dm  zu  entscheiden,  ob  i)=2^3^5^7 
quadratischer  Rest  nach  g  =  2'.  3'.  5 . 1 1  sei,  kann  man  erst 
in  D  und  q  den  gemeinschaftlichen  quadratischen  Faktor  2' ,  3^ 
streichen.  Hierdurch  reduzirt  sich  die  Frage  darauf,  ob 
(3  .  5^  7)A(2  .3.5.11)  sei.  Jetzt  kann  iti  q  der  Faktor  2,  alsdann 
aber  auch  jader  der  beiden  in  D  enthaltenen  ^imfaklpran  3 
und  5  gestrichen  werden,  wonach  die  Frage  (3,5*^.7)^11  zu 
entseheiden  ist.  Hierauf  kann  D  von  dem  quadratischen  Faktor 
5^  befreiet  werden.  Dies  reduzirt  die  Aufgabe  auf  die  Frage 
(3.5.7)A11  oder  10SJ?11  oder  wenn  man  jetzt  für  105  seinen 
kleinsten  positiven  Rest  nach  11  nimmt,   ainf  die  Frage  6/ni, 
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welche  sich  sehr  leicht  dahin  entscheidet,  dass  6  kein  qua- 
dratiseher  Rest  nach  1  f ,  dass  vielmehr  6iVl  1  sei.  Demnach 
ist  auch  2' .  3* .  5' .  7  kein  quadratischer  Rest  nach  2' .  3' .  5  . 1 1. 

Die  Frage,  ob  Z>=3'.1.3  quadratischer  Rest  nach  9^=3*.  19 
$ei,  ist  nach  dem  Satze  XI.  sofort  zu  verneinen,  weil  der 
gemeinschaftliche  Primfaktor  3,  weldber  in  D  auf  unpaarer 
Potenz  erscheint,  in  q  auf  höherer  Potenz  vorkommt,  als  in  D, 

(Im  zu  untersuchen,  ob  2^.5^.13  ein  quadratischer  Rest 
.nach  2^.5'.13  sei,  kann^man  den  gemeinschaftlichen  Faktor 
2^.5'  aus  D  und  q  und  den  Faktor  13  aus  q  entfernen,  jyies 
gibt  die*  Frage  13A2'  oder  13A4,  welche  bejahet  werden 
mass.  Demnach  ist  2*.  5*.  13  ein  quadratischer  lO^est  nach 
2*.5M3. 

# 

§.  151.    Berüek^eMiffUMff  der  Wakiwrem  eine«  qamdratia^i/tm 

MeeieMm 

I.  In  dem  vorhergehenden  Paragraphen  hat  sich  zur  Be- 
urtheilung,  ob  D  ein  quadratischer  Rest  nach  f  sei,  die  Kennt- 
niss  der  Primfaktoreu  des  Models  q^  nicht  aber  die  der  Zahl 
D  als  nothwendig  erwiesen.  Sind  jedoch  Faktoren  bekannt, 
deren  Produkt  gleich  D  ist  (wobei  es  gleichgültig  bleibt,  ob 
jene  Faktoren  prim  sind  oder  nicht);  so  kann  die  Untersuchung, 
ob  D  ein  quadratischer  Rest  nach  q  sei,  auf  die  Untersuchung, 
wie  viel  jener  Faktoren  quadratische  Reste  und  wie  viel  der- 
selben quadratische  Nichtreste  nach  q  (resp.  nach  den  Faktoren 
von  q)  sind,  zurückgeführt  werden. 

Die  beiden  Fälle,  wo  9  =  2  oder  wo  9  in  /)  aufgebt,  be- 
dürfen keiner  weiteren  Berücksichtigung,  da  in  diesen  beiden 
Fällen  D  stets'  ein  quadratischer  Rest  nach  ^  ist. 

Was  die  übrigen  Fälle  betrifft;  so  betrachten  wir  erst  den, 
wo  q  eine  Primzahl  ist.  Hierfür  haben  wir  folgenden 
Lehrsatz. 

Von  den  Faktoren,  deren  Produkt  =D  ist,  sind 
etliche  quadratische  Reste  und  die  übrigen  quadra- 
tische Nichtreste  nach  q.  Ist  die  Anzahl  der  IVielit- 
TeMte  paar  (oder  auch  gleich  null);  so  ist  D  qua- 
dratischer Reist:  ist  dieselbe  dagegen  nnpaar;  so 
ist  D  quadratischer  Aichtrest  nach  q. 

Penn  damit  D  ein  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  nach 

q  sei,   muss  Z>  *    resp.  ^\    oder  ^^\modq  oder  es  mass, 

q-t 

wenn  man  den  kleinsten  Rest  von  D  ^  nach  dem  ModeL  q  in 
der  Legendreschen  Weise  mit  ( — J  bezeichnet,  ( — Vresp, 
=5*1  oder  SS  — 1  sein. 
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Ist  nun  D  aaf  irgend  eine  Weise  in  die  Fakloren  a^h^  c, 
zerlegt  (welche  nicht  nolhwendig  prim  zu  sein  brauchen),  hal 
man  also  D^^ahcr^  ^o  ist  offenbar 

(f)=C7)CT)(f)- 

und  dieses  Produkt  ist  nur  dann  =1,  wenn  von  den  Faktoren 
r  —  \  {  — \  C  —  J  gar  keiner  oder  eise   paare  Menge. 

=  —  l    sind.     Dagegen   ist  jenes  Produkt  =  —  \ ,   wenn  von 
den  letzteren  Faktoren  eine  un paare  Menge  =  —  1   sind. 

II.  Hieraus  erkennt  man  nochmals,  wie  in  §.  150,  XIK, 
dass  wenn  D  einen  quadratischen  Faktor  a*  enthält,  der- 
selbe unberücksichtigt  bleiben,  also  ohne  Weiteres  ausgestossen 

werden  kann,  indem  i  — y'^^C  —  )(  —  )    '"    Men    FäUen 

=  l  ist, 

IIL  Ferner  kann  man,  wie  bereits  in  §.  150^  XIII.  erwähnt, 
wenn  D  numerisch  grösser  als  q  ist,  für  D  seinen  klein- 
sten positiven  Rest  nach  dem'Model  f,   welcher  kleiner 

^q 
als  q  ist,  oder  auch,  wenn  D  grösser  als  ~  ist,  seinen  ab- 

solut  kleinsten  Rest,   welcher  numerisch  kleiner  als  -~ 

aber  bald  positiv,  bald  negativ  ist,  setzen. 

iV.  Bringt  man  die  vorstehenden  Betrachtungen  mit  dem 
Keziprozitätsgesetze  (§.  148^  IX.,  X.)  in  Verbindung;  so  ergibt 
sich  das  folgende,  oftmals  sehr  bequeme  Verfahren  zur  Unter- 
suchung, ob  D  ein  quadratischer  Rest  nach  q  sei  oder  nicht. 

Nachdem  man/)  (oder  seinen  sub  III.  genannten  kleinsten  Rest) 
von  seinen  quadratischen  Faktoren  befreiet  und,  was  übrig  bleibt, 
in  seine  Primfaktoren  a,  6,  c...  zerlegt  hat,    reduzirt  sich 

die  Untersuchung  darauf,  welche  der  Ausdrücke  f  —  \  i  —  \ 

(  —  J  gleich  -|-  1  und  welche  gleich  —  1 

Ist  Einer  der  Faktoren  a,  Ä,  c...  gleich  +2;  so  entschei- 
det-sich  >  ob  r  ^-  Jf=l  oder  = —  I  sei,  je  nach  der  Form 
von  q  durch  §.  148,  XIII.,  XIV. 

leden   anderen   der  Ausdrücke  i  —  \  (  —  \  f  —  J..., 


seien. 


wie  z 


.  B.  r  —  \   worin  jelzt   unbedingt    der    absolute   Werth 


438        Sechster  MschnUL    Die  Kongruenz  der  Zahlen. 

von  r  kleiner  als  q  sein  wird,  kann  man  nun  init  Hülfe  des 
RetiprozitätsgeseUes,  §.  148,  IX.»  X.,  umkehren,  sodass  die 
grössere  Zahl  q  in  den  Zähler  und  die  kleinere  r  in 
den    Nenner    trilt,    indem  .  man    nach    jenem    Gesetze    stets 

Nach  dieser  Umkehrnng  nimmt  man  s(ait  jedes  Zählers 
dessen  kleinsten  Rest  in  Beziehung  zu  dem  betreffenden  Nen- 
ner, wie  man    es  sub  III.   berctls  mit  dem  Ausdrucke   f  — j 

gethan  halte,  und  operirt  mit  jedem  einzelnen  der  so  erhaltenen 
Ausdrücke  in  der  vorstehend  beschriebenon  Weise  weiter. 

So  oft  man  auf  einen  quadratischen  Rest  oder  auf  zwei 
quadratische  Nichtreste  trifft;  stösst  man  dieselben  ans  der  fer- 
neren Rechnung  herans.  Endlich  aber  muss  man,  da  sieh  die 
Zähler  der  fraglichen  Ausdrücke  immer  verkleinern,  auf 
lauter  Ausdrücke  stossen,  weiche  entweder  Hl^.  ^^^i*  ib  ^  ^^°^ 
Zätiler  haben,  und  demnach  nach  §.  148^  XIII.  bis  XV.  be- 
stimmt werden  können. 

V.  Beispiel.  Um  zu  ermitteln,  ob  die  Zahl  2039  qua- 
dratischer Rest  oder  Nichtrest  nach  der  Primzahl  787  sei,  ob 
es  also  Zahlen  von  der  Form  2039  —  x*  gebe,  welche  durch 
787  theitbar  sind,  setzen  wir,  da  cuvörderst  ejne  Division  mit 
787  in  2039  den  Rest  465  gibt^ 

/^2039N ^ /^165N _ /'3.5.3t"\ _ ^  3  V^  5  'N/'^L ^ 

V787>''^V787y~S    787    J  ~  V7ö7y\787yV787y 

also  nach  dem  ReAiprozitätsgesetze 

/'787'\    /'787>.         rim'\      /'787^/^787>v/'787'N 

oder  wenn  man  mit  den  Nennern  dividirt, 

=C4-Xf X>^""'^ -=• -' -GKI^ 

und  wenn  man  jetzt  nochmals  mit  dem  Nenner  dividirt, 
=  (  —  )  =  (  -y^  \  also  wenn  man  den  quadratischen  Faktor 

2^  ausser  Acht  lässt,  »=("^3  <*• ".  naeb  §.  148  »I.  Dies 
lehrt,  dass  2039  quadratischer  Rest  nach  787  sei. 

VL,  Gehen  wir  jetzt  zu  den  ailgenieinei'ei»  Fällen  mH  zu- 
sammengesetztem Mode!  über. 

'         Wenn   der  Model   q  eine  zusanimengesetzte,   aber  zu  ' 
D  relativ   prime  Zahl   vpn  der  Form   Vr^^.,.  ist,    worin 


r^J 


Ty  t  terschieüefie  unpaat^  Priolzaiilen  bdeeichnen;  so  bil  awn 
eineein  zu  ooleFScvehen,  wie  viel  der  Faktoren  üy  b.,.,  welche 
das  Produkt  D  bilden,  quadrali9€iie  Resle^  und  wie  vM  der«» 
selben  quadratisebe  Nichtreste  nach  dem  Faktor  2""  und  naeb 
jedem  einzelnen  der  unpaaren  Prioifaktoren  r,  «...  sind. 

Ist  die  Anzahl  der  Kiellireiito.  sowol  nach  2% 
als  auch  nach  jedem  einzelnen  der  uüpaären  Prin- 
faktoren  r^  «...  |^Mir;  so  ist  D  ein  «luadratiseher 
Rest  nach^;    im    entgegengesetzten   Falle   aber  ein 

Miehtrest. 

Denn  nach  §.  150,  X.  und  III.  kann  die  Zahl  Ds^ub.... 
nur  dann  ein  quadratischer  Hest  nach  ^  =  2^^«°...  sein,  wena 
sie  ein  solcher  nach  jeder  der  Zahlen  2%  r,  «...  ist. 

Betrachten  wir  erst  die  unpaaren  Primzahlen  r,  «.».     Isk 

a  ein  quadratischer  Rest  nach  r;  so  hat  man  i  —  )=^* 

Ist  dagegen  6  ein  quadratischer  Nichtrest  nach  r;  so  hat 

Ist  nun  die  Anzahl  dieser  Nichtreste  =ii?;  so  ergibt  sich 
durch  Multiplikation  aller  nach  dem  Mode!  r  gebildeten  Aus- 

drileke   wie   f  —  \{  — -)..• 

Damit  also  D  quadratiseher  Rest  iiach  r  sein  könne,  mosa 
Botbwendig  tr  paar  sein. 

Dieselbe  Beziehung  muss  für  «  und  die  übrigen  unpaaren 
Primfaktoren  von  ^,  wenn  dieselben  als  Model  angenommen 
werden,  stattfinden. 

Was  nun  die  in  dem  Model  q  etwa  enthaltene  Potenz  2* 
der  paaren  Primzahl  2l  betrifft;  so  ergibt  sich  hierfür  der  Be- 
weis des  obigen  Salzes  folgendermaassen. 

Ist  der  Faktor  2  nur  auf  erster  Potenz  vorhanden,  also. 
t>s=sl;  so  gibt  es  unter  den  Zahlen  o,  i...  keine^  also  nulU 
d.i.  eine  paare  Menge  quadratischer  Niditreste  nach  2.  lelxl 
ist  auch  D  stets  ein  quadratischer  Rest  nach  2.  Der  obige 
Satz  ist  also  a«di  für  diesen  Fall  giiltig;  man  erkennt  übrigeiM, 
dass  es  jetzt  nur  auf  das  Verhalten  der  übrigen  Faktoren  von  q 
ankommt,  und  dass  man  den  Faktor  2  von  q  ganz  ausstossen 
kann. 

ist  der  Faktor  2  auf  zweiter  Potenz  vorhanden,  also  9=2 
und  2''>»4;  so  geht  ai»  §.  150,  V.  bervor^  dass  die  unter  de» 
Zahlen  a,  &...  vorkommenden  qsadratisdien  Resie  nach  4  die 
Form  4n-|-l,  die  Nichtreste  dagegen  die  Fonn^4ii4*'3>  bab^n* 
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1>B8  Produkt  aus  beitöbtg  vielen  Paktoren  der  ersteren  Form 
4fi-f-l  behält  tmmeF  dieselbe  Form,  bleibt  also  stets  ein  qua- 
dratischer Rest  nach  4.  Dagegen  nimmt  das  ProdakI  atts  einer 
paaren  Menge  von  Faktoren  der  letzteren  Form  An-j-S  die 
erstere  Form  4fi-f'l  an^  wird  also  zu  einem  quadratischen 
Reste  nach  4;  das  Prmkikl  aus  einer  onpaaren  Menge  von 
Faktoren  iener  letzleren  Form  4n-f-3  behält  aber  dieselbe 
Form  in-f-^y  bleibt  also  ein  quadratischer  Nichtrest  nach  4. 
Demnach  muss,  damit  D  ein  quadratischer  Rest  nach  4  sein 
könne ^  unter  den  Faktoren  a,  6...  eine  paare  Menge  qua~ 
dratiBcher  Nichtreste  nach  4  vorkommen,  wie  es  der  obige 
Lehrsatz  verlangt. 

£benso  schliessl  man ,  wenn  der  Faktor  2  auf  dritter  oder 
Aoch  höherer  Potenz  vorhanden,  also  i?>>2  ist,  indem  man 
nach  §.  150,  VI.  beachtet,  dass  dann  4w-j-l  die  Form  der 
quadratischen  Reste  und  4n-{-3,  4n -f- 5 ,  4n -[- 7  die  Formen 
dec  quadratischen  Nichtreste  nach  2^  sind. 

Im  Uebrigen  hat  man  zur  Entscheidung,  ob  D  ein  qua- 
dratischer Rest  nach  2"  sei,  nicht  nöthig,  D  erst  in  Faktoren 
a,  (...  zu  zerlegen,  indem  dieser  Umstand  nach  §.  150,  V.,  VI. 
sofort  aus  der  Form  von  D  geschlossen  werden  kann. 

Auch  in  dem  vorstehenden  Falle  ist  nach  §.  150,  XII.  klar, 
dass  man  jeden  quadratischen  Faktor  aus  dem  Werthe 
von  D  entfernen  kann. 

VII.  Wenn  der  Model  q  mit  D  ein  gemeinschaft- 
liches Maass  besitzt;  so  kann  der  Fall  nach  §.  150,  XI. 
leicht  auf  den  vorhergehenden,  wo  q  und  D  relativ  prim 
sind,  auchZ>  keinen  quadratischen  Faktor  enthält,  zurück*- 
gefuhrt  werden,  wenn  nicht  irgend  ein  gemeinschaftlicher  und 
in  D  anf  unpaarer  Potenz  erscheinender  Prinnfaktor  öfter  in  f, 
als  in  D  vorkommt,  also  sofort  erkannt  wird,  dass  D  ein  qua- 
dratischer Nichtrest  nach  q  sei. 

Nachdem  Dies  geschehen,  kann  man  die  Frage,  ob  D  ein 
quadratischer  Rest  nach  9,  ob  also  DRq  sei,'folgenderinaassen 
auf  die  einfachsten  Rechnungen  znröckführfin.  £s  &eil)=^abc... 
worin  a,  &,  c...  lauter  verschiedenePrimrahlen  darstellen,  von 
deinen  Eine,  wenn  B  negativ  ist,  negativ  sein  wird.  Ferner 
sei  5fÄ=2V"«".. .,  worin  r,  «...  verschiedene  Primzahlen  dar- 
stellen»    Damit  nun  DR^  seij  wird  entweder  erfordert,  dass 

Z>Ä2^ 

aRr,        bSr,        eRr... 

aRs,         bRs,        cRs  . . . 

u.  8  w. 

sei,  öder  doch,  dass  in  jeder  der  vorstehenden  Horizontaireihen, 

von  der  zweiten  an   gerechnet,   »or  eine  paare  Menge  von 

Nichtreste n  vorkomme. 
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§.  15%  Amfi^umg  der  qtmdrmiUeh&n  Mmtgruenaen.  —  AmpfmhM 

der  Wttraein* 

I.  D«rcli  die  Lehren  der  vorstehenden  Paragraphen  kann 
raan  leicht  entscheiden,  ob  eine  gegebene  Zahl  D  ein  quadra^ 
tischer  Rest  oder  Nichtrest  nach  einer  anderen  gegebenen  Zahl 
qy  ob  also  die  reine  quadratische  Kongruenz 

(t)  D^x^modq 

möglich  sei  oder  nicht,  oder  ob  es  Zahlen  von  der  Form 
D  —  x^  gebe,  welche  durch  q  theilbar  seien,  ein  Umstand, 
dessen  Wichtigkeit  für  die  unbestimmten  Gleichungen  vom 
zweilen  Grade,  man  bereits  zu  würdigen  gelernt  hat. 

Die  Werthe  der  Wurzeln  x  selbst,  für  welche  die 
Koiigrueoz  (1)  erfüllt  wird^  ergeben  sich  jedoch  durch  jene 
Untersuchungen  nicht.  Um  dieselben  zu  finden,  kann  man  sich 
der  Methode  des  §.  77  und  78  bedienen^  welche  an  sich  ein- 
fach und  von  dem  Werthe  des  Models  q  ganz  unabhängig  ist, 
auch  nach  §.  79  für  den  Fall,  dass  die  Faktoren  von  q  bekannt 
sfnd^  noch  weiter  abgekürzt  werden  kann. 

Wollte  •  man  die  Wurzeln  x  im  eigentlichen  Sinne  der 
Kongruenzenrechnung  bestimmen;  so  würde  Dies  eine  der  Me- 
thode in  §.  76  ähnliche  Rechnung  nach  sich  ziehen.  Man 
hätte  dann  zuvörderst  für  D  seinen  kleinsten  positiven  Rest 
nach  dem  Model  q  zu  substituiren,  also  wenn  derselbe  mit  D 
bezeichnet  wird,   statt  der  Formel  (1)  die  folgende  zu  nehmen 

(2)  D'  =  x^  mod  q 

Bildet  man  jetzt  die  kleinsten  positiven  Reste  der  Quadrate 
der  natürlichen  Zahlen  0^=0^   1 ,  2,  3  . . , ,   also  die  Reste   von 

* 

;r«i^O,  1,  4,  9...,  wobei  x  nicht  grösser,  als  -|^  genommen zn 

werden  braucht;  so  liefert  jeder  Wertb  von  x  eine  gesuchte 
Wurzel,  dessen  Quadrat  einen  Rest  ==/>'  ergibt. 

Jeder  auf  diese  Weise  für  x  gefundene  Werlh  p  kann 
sowol  positiv,  wie  negativ  genommen  werden  und  repräsentirt 
demnach  zwei  verschiedene  Auflösungen  ip,  welche  nume- 
risch ^---sind  und  nur  dann  wie  eine  ein<zige  zu  betrach-' 

teu  sind,  wenn  entweder />==  0  oder  wenn  p=:-^    ist.      Alle 

diese  Werthe  von  ^p  zusammengenommen  stellen  die  abso- 
lut kleinsten  Wurzeln  dar. 

Nimmt  man  von  je  zwei  Werthen  wie  +p  den  positiven 
Werth  -|-p  "ß^  anstatt  des  negativen  Werthes  — p  den  gleich- 
falls positiven  Werth  q — p;  so  erhält  man  zwei  zusammenge- 
hörige  Auflösungen   p   und   q-^p,   welche   beide  .  positiv   und 
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<;f  iiiid.    AUe  dieie^  Weiihe  zaMWQieiigeiionMiaii«  Hdlen  die 
kleinsten  positiven  Wiirieln  dar. 

Jade  einzelne  dieser  Wurxeln  ist  das  (ilied  einer  anend- 
liehen  Reihe  von  Werthen  für  x,  welche  eämmilich  die  Kon- 
gruenz (1)  erfüllen.  Alle  (ilieder  einer  solchen  Reihe  md  aher 
einander  nach  dem  Model  q  hongroent^  indem  man,  wenn  p 
irgend  Eine  der  vorstehend  genannten  kleinsten  Wnrzeln  ist, 
allgemein 

(3)  x^sssp-^vq         oder         x^pmodq 

hat,  worin  v  jede  beliebige  ganse  Zahl  bedeutet. 

Wir  bemerken  noch,  dass  Gauss  die  Wurzel  der  Kon- 
gruenz (I),  ähnlich  wie  bei  dea  üleichungen  durch  das  Symbol 

wDmodq  andeutet,  sodass  man  allgemein  x^  VD  modq  hat. 

II.  Die  nach  dem  Obigen  erforderliche  Bildung  der  Reste 
der  Quadrate  0,  1^  4,  9...  erleichtert  sich  durch  die  Bemer- 
kung, dass  die  späteren  Quadrate  aus  dem  unmittelbar  vorher- 
gehenden durch  Hinzufügung  resp.  der  unpaaren  Zahlen  1^  3^  5 ... 
entstehen,  indem  man  hat 


X 

2j7-}-l 

x' 

0 

l 

0 

1 

3 

1  =  0- 

-1 

2 

5 

4  —  1- 

-3 

3 

7 

9  =  4- 

4 

16  —  9- 

-7 

elc. 

Demnach  braucht  man,  um  die  Resle  von  0,  I,  4,  9... 
herzustellen,  zu  den  bereits  berechneten  Resten  nach  und  tiach 
nur  die  Reste  der  unpaaren  Zahlen  1,  3,  5...  nach  dem  Hodel 
q  hinzuzuaddiren ,  und'  von  jeder  sich  ergebenden  Summe^  ehe 
man  sie  weiter  durch  Addition  vermehrt,  den  kleinsten  positiven 
Rest  nach  q  zu  nehmen. 

lif.  Da  in  der  Kongruenz  (2)  die  Grösse  ff  den  Rest 
von  D  nadi  dem  Model  q  vertritt;  so  leuchtet  ein,  dass  die 
Kongruenz  (1)  für  alle  Werthe  von  D,  welche  einander  nach 
dem  Model  q  kongruent  sind,  ako  für  alle  Werthe  von  der  Form 

(4)  D  =  ff-}'f>q 

genau  dieselben  Wurzeln  besitzt. 

$0  hat  man  z.  B.  für  den  Model  q  =  9 

x  =  0         12         3         4 

x*=^0         l         4         9       16 

=01410 

Hieraus  erkennt  man,  dass  die  Kofigruemr  (1)  für  jeden 
Werth  vo»  D,  welcher  seO  ist,   also  tur  1^»...— 16,   —8, 
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^,  8,  16...  die  drei  absolot  kleinsten  Wurzeln  ar=;0,  ^4 
besitzt;  welche  jedoch  nur  zwei  verschiedene  Wurzeln  0 
ufid  4  enthalten,  indem  -f-  4  und  —  4  nach  dem  Model  8  kon-« 
groent  sind. 

Für  jeden  Werth  von  Dy  welcher  seI  ist,  also  fllr 
J?  =  ...  — 15,  — 7,  1,  9,  17...  bat  man  die  vier  absolut 
kleinsten  Wurzeln  ^==il,  +^  ^^^^  ^'®  ^*®*'  kleinsten  posi- 
tiven Wurzeln  1,  7,  3,  4. 

Für  jeden  Werth  von  D,  welcher  ^4  ist,  also  für 
/>  =  ...  —  12,  -—4,  4,  12,  20...  hat  man  die  beiden  absolut 
kleinslen  Wurzeln  ^  =  --j^2  oder  die  beiden  kleinsten  positiven 
Wurzeln  2,  6. 

Für  jeden  Werth  D,  welcher  ^2,  3,  5  oder  7  ist,  gibt 
es  keine  Wurzel.  » 

iV.  Je  kleiner  der  Model  q,  desto  geringer  ist  der  zur 
Auflctoung  der  Kongruehz  (1)  erforderliche  Kecbenanfwaod> 
wogegen  die  Grösse  der  Zahl  D  hierbei  in  der  Regel  gldch* 
göltig  ist.  Demnach  schafft  es  häufig  bedeutende  Vortheile^ 
wenn  man  den  Model  q  in  Faktoren  q^  q  ,  q' ...  zerlegt,  von 
denen  keine  zwei  ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen^  und 
hierauf  erst  jede  der  Kongruenzen 

(a)    D^x^modqj    D^x'*modq* ,    D^x"*modq"  ... 

aoflös't.  Ist  dann  resp.  p',  p\  p'* . . .  eine  Wurzel  der  ersten, 
zweiten,  dritten...  Kongruenz;  so  hat  man  allgemein 

(6)  X  =^p  -^-vq^     X   =p   +«?  y  >     ^    =P    +t?    q      ... 
Diejenigen   Werthe ,    für    welche    ac  =  x*  =  o?"'  = . . .   ist, 

liefern  die  gesuchten  Wurzeln  der  Kongruenz  (1),  Für  dio 
Letzleren  uiuss  man  also  haben 

.ii\  *       \         '     '  fi      \         it     it  fit       \         tu     Hl 

(7)  a?=p-|-t?j=p  -T^  q  ==p    4-1»   q    =*.. 

Da  je  zwei  der  Grössen  jf',  q\  q' ...  relativ  prim  sind; 
so  ist  jede  Gleichung  wie 

^  r>\  I        t  I      I  II        \  II     II  1  II  »I     II  II  I 

(8)  f  -v^^  =/>  H"  ^  f      ^^^ß"*    ^  ?  —  1?  9  =5|i   —  p 

in  ganzen  Zahlen  für  v  und  v  lösbar:  es  wird  also  immer 
Werthe  für  x  geben,  wenn  es  soldie  für  jp,  x' y  x'" ,.,  gibt. 

Man  erbält  die  positiven  Werthe  von  Xy  welche  <^f  sind> 
sftmmtlieh,  oder  die  Wurzeln  der  Kongruenz  (1)  vollstön^ 
tilg«  wenn  man  in  den  GleichoDgen  (7)  alle  positiven  Werthe 
¥On  p ,  p",  p"  . . .,  welcfafi  resp.  K^q,  q",  q"  . . ,  sind,  auf  jode 
MHgüehe  Weise  mit  einander  kombiuirt. 

.  Easst  man  zu  diesem  £nde  erst  die  Eine  GleicboDg  ins 
Auge,  kombinirt  man  also  erst  alle  Werthe  von  p  mit  alleli 
Werthen  von  o";  so  ergeben  sich  die  Wurzeln  der  Kongiuenz 
D^^y^modqq'.  Diese  Wurzaefai  sind  von  der  allgeineinen  Form 
y  4**^9  •    ^^^  ^^^  ^^  nui>  y4**W9  ^"^P 'r^  9  '»  indem 
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nan  alle  posiltveo  Werthe  von  y,  welche  <^gq"  sind,  mit 
allen  Werthen  von  p'\  welclie  <^q"  sind,  kombiiiiri;  so  er- 
hält man  die  Wurzeln  der  Koogruenz  D^z^modqqq"  o. s.w. 

V.  Aus  der  rileicliung  (8)  erhellet,  dass  die  Kombination 
Eines  positiven  Werthes  von  p\  welcher  <^q  ist,  mit  Einem 
positiven  Werthe  von  p\  welcher  Kiq'  ist,  immer  nur  einen 
einzigen  positiven  Werth  von  x  =ix*  liefert,  welcher  <C^qq 
ist.  Deim  eine  Auflösung  dieser  Gleichung  für  t>  und  v'  ergibt, 
wenn  a  eine  gewisse  konstant e^  w  aber  eine  willkürliche 
ganze  Zahl  darstellt,  v  ^^a-^wq  also  x=x'=V'-]-aq-\-p)qq". 
Alle  hierdurch  dargestellten  Werthe  von  x  =x  sind  einander 
nach  dem  Model  qq"  kongruent;  es  ist  also  nur  ein  einziger 
darunter^  welcher  positiv  und  kleiner  als  qq"  ist. 

Gibt  es  also  u  verschiedene  positive  Werthe  fttr  p\  we/che 
<C^q  sind,  oder  u  verschiedene  Wurzeln  der  Kongrnenz 
D,^x*nwdq\  ferner  u"  verschiedene  Wnrzeln  der  Kongruenz 
D^x"^modq\  ferner  u"  verschiedene  Wurzeln  der  Kongmeoz 
D^x"^fnodq"  u.  s.  w.;  so  gibt  es  tiu'  Wurzeln  der  Kon- 
gruenz D^y*modqq' j  ferner  uuu"  Wurzeln  der  Kongruenz 
D^7?modii'q'  U.S.W. 

Der  vorstehende  Satz  gibt  das  Mittel  an  die  Hand,  die 
Anzahl  der  Wurzeln  der  Kongruenz  (t)  für  zusammen- 
gesetzte Model  zu  bestimmen.  Es  sind  jedoch  hierzu  einige 
Spezialisirungen  erforderlich,  welche  wir  sogleich  näher  be- 
trachten wollen. 

YJ.  Wenji  der  Model  q  aus  w  un paaren  Prim- 
zahlen r,  9y  t..,  auf  erster  Potenz  besteht,  von  denen 
keine  in  D  aufgeht;  so  hat  man  m' =w"  =<#"'  =  ..  .  =  2. 
Die  Kongruenz  (1)  besitzt  also,  wenn  sie  überhaupt 
möglich  ist,  2^  Wurzeln. 

VII.  Wenn  der  Model  q  =  r^  die  Potenz  einer  in 
D  nicht  enthaltenen  unpaaren  Primzahl  r  ist;  so  hat 
die  Kongruenz  (i),  wenn  sie  überhaupt  möglich  ist, 
nur  zwei  Wurzeln. 

Aus  §.  150,  II.  weiss  man,  dass  d^e  Kongruenz  D^x^modr^ 
nur  dann  möglieh  ist,  wenn  die  Kongruenz  D^x^modr  es 
ist,  und  es  leuchtet  ein^  dass  die  Auflösungen  der  er^cen  aodi 
die  letztere  erfillen,  jedoch  nicht  umgekehrt.  Demnach  kann 
man  die  letztere  Kongruenz  lösen  und  aus  den  allgemeinen 
Werthen  ihrer  Wurzeln «  welche  die  Form  xsf=p^tr  besilieB 
werden,  diejenigen  entnehmen,  (ir  welche  D^x^  dordi  .r" 
Iheilbar  wird.  Diese  Werthe  stellen  dann  die  Wurzeln  der 
ersten  gegebenen  Kongruenz  dar. 

Um  darzothan,  dass  sieh  auf  diese  Weise  immer  nicht 
mehr  als  zwei  Wiirzeln  ergehen   werden,  wolieu  wir; geigen, 
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dass  die  Kongruenz  D^x^modr^^^  nidit  mehr  Wnrzeln  bat, 
als  die  Kongruenz  D^x^modf^,  Zu  diese«)  £nde  beaebten 
vir^  dass  alle  Wurzebi  der  erstereu  auch  Wurzeln  der  letzteren 
sind,  also  unter  diesen  angetroffen  werden  müssen.  Ist  daber 
p  eine  spezielle  und  p-\^u>r^  die  aUgeoieine  Auflösung  der 
letzteren  Kongruenz;  so  bat  man 

D — ;?*  =  i?r"  • 

^  —  (P  +  ^^"0*  ==  i^t?  —  2pw  —  M;*r~)r'" 

Damit  der  letztere  Ausdruck  durch  r"^+^   tbeilbar   werde, 

also  p-\^wr^   eine    Wurzel   der   zuerst   gegebenen   Kongruenz 

darstelle»  muss  der  Faktor  von  r*"  auf  der  rechten  Seite  durd» 

r,  also  auch  v  —  2pw  durch  r  tbeilbar  sein.    Man  muss  deranacfai 

V  —  2pw  =  ru        oder        ru^2pw  =  v 

haben.  In  dieser  Gleichung  wird  p,  also  auch  Hp  die  unpaare 
Primzahl  r  nicht  enthalten;  denn  sonst  müsste  wegen  der 
nieichung  D  —  p*  =  vr^  auch  r  in  D  enthalten  sein,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht.  Wenn  aber  r  und  2p  relativ  prim 
sind,  ist  die  vorstehende  Gleichung  für  u  und  w  in  ganzen 
Zahlen  lösbar,  und  es  wird  sich  w  in  der  Form  a-^-wr  dar- 
stellen^ worin  a  konstant  und  w'  willkürlich  ist.  Durch  diesen 
Ausdruck  für  w  nimmt  der  Ausdruck  p-l-ttT"",  welcher  nunmehr 
auch  die  Auflösung  der  ersten  Kongruenz  mit  dem  Model  f*+* 
darstellt,  die  Form  p -|- ör" -|- w?V™+*  an.  Alle  hierdurch  dar- 
gestellten Werthe  sind  einander  dach  dem  Model  r"+*  kon* 
gruent,  demnach  gibt  es  darunter  nur  einen  einzigen,  welcher 
positiv  und  kleiner  als  r"+^  ist. 

Hieraus  erhellet,  dass  jeder  Werth  von  poder  jede  Wurzel 
der  Kongruenz  vom  Model  r"  nur  zu  einer  einzigen  Wurzel^ 
der  Kongruenz  vom  Model  r*"+*  führte  dass  also  die  letztere 
Kongruenz  nur  so  viel  Wurzeln  bat,  als  die  erstere  und  dass 
mithin  alle  Kongruenzen  von  den  Modeln  r,  r',  r* . . .  nur  zwei 
verschiedene  Wurzeln  besitzen. 

VIII.  Wenn  der  Model  q  eine  Potenz  der  Prim- 
zahl 2  und  zu  D  relativ  prim  (wenn  also  D  unpaar 
iist)  50  bat  die  Kongruenz  (1),  wenn  sie  überhaupt 
möglich  ist,  jenachdem  q  die.crsto  oder  die  zweite- 
oder  eine  hftlicro  Potenz  von  2  darstellt,  resp.  1 
oder  2  oder  4  Wurzeln. 

Denn  zunächst  erbellet,  dass  Kiv  q=s=2  die  frügliehe  Kon- 
gruenz, worin  nach  der  Voraussetzung  D  unpaar  ist,  nur  eine 
einzige  Wurzel  besitzt,  welche  durch  Einen  der  beiden  koi^- 
grnenten  Werthe  a?  =*  -|-  1   oder  —  t  dargestellt  wird. 

Föf  9  ==4  muss  Z>  nach  §.  150,  V.  die  Form  4r-|-l  hab^n, 
wenn  die  Kongruenz  überhaupt  raögüoh  seia  soll,  und  man 
findet:  leicht,  dass  «s  jetet  zwei  versebiedene  Wurzeln,  nämliob 
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* 
in  absolut  kiernsteii  Zahlen  x^^i,   —  1»  oHer  in  kleinsten 

positiTen  Zahlen  jt^s  | ,  S,  gibt. 

Für  j  =  8   muss   D   nuch   §.  150,   VI.   dre  Form    Sr  +  l 

hahen^   wenn  die  Kotigruene    möglich  sein  solly  und  es  ergibt 

sich  leiefat,   dass  alsdann  vier  verschiedene  Wurzeln,  nämlich 

in   absohlt  kleinsten  Zahlen  a;=s^l,  zti^^  ^^^  ^^  kleinsten 

positiven  Zahlen  a^=  1 ,  3,  5^  7,  vorhanden  sind. 

Die$e  vier  Wurzeln  stehen  für  den  Falt^  dass  ^=8=: 2' 
ist,  in  einer  benierkenswerthen  Beziehung  au  einander«  Be- 
zeichnet man  nämlich  irgend  Eine  derselben  mit  p;  so  können 
alle  vier  dargestellt  werden  durch  p,  p+^i  -^/?,  — P"t"^- 
Die  Hälfte  dieser  Wurzeln,  nämlich  o^sasl  und  3  gehören  auch 
der  vorhergehenden  Kongruenz  vom  Model  4  an. 

Um  nun  den  obigen  Satz  in  seiner  Allgemeinheit  zu  be- 
weisen, wollen  wir  zeigen,  dass  wenn  für  n^  2  die  Kongruenz 
D^x^modZ''  überhaupt  vier  Wurzeln  besitzt,  welche  in  der 
Beziehung  />,  p  +  2""S  —Pf  —  p  +  2"-*  zu  einarider  stehen 
(wie  es  für  f2  =  3  bereits  gezeigt  ist),  auch  die  Kongruenz 
D^x*moi2^'^^  nur  vier  Wurzeln  besitzt,  welche  in  der  analogen 
Beziehung  zu  einander  stehen. 

Offenbar  ist  jede  Wurzel  der  zweiten  Kongruenz  vom. 
Model  2*^+^  auch  eine  Wurzel  der  ersten  Kongruenz  vom  Model 
2\  Demnach  müssen  die  allgemeinen  Auri<^3uogen  der  ersten 
alle  Aufliisungen  der  zweiten  enthalten*  Ist  nun  p  irgend  eine 
spezielle  Auflösung,  also  »-J-U72"  der  allgemeine  Ausdruck  für 
die  Auflösung  der  ersten  Kongruenz;  so  muss  dieser  Ausdruck, 
wann  man  darin  für  p  nci|ch  und  nach  die  vier  Werlhe  p^  — p, 
y-f-2*^S  — 1»  +  2°-*  setzt,  und  dann  w  variiren  lässt,  auf  alle 
verschiedenen  Wurzeln  der  zweiten  Kongruenz  hinführen. 

Angenommen  also,  es  sei  p  eine  gemeinschaftliche  W^urzel 
()er  beiden  obigen  Kongruenzen  ^  so  hat  man 

/?—/?*  =  t?2"+*    und  demnach  auch 
2>  —  (p  -j-  M?2'»)  =  (o  —  vjp  —  u?'2»-*)2»+* 

Hieraus  folgt,  däss  nicht  blqss  p,  sondern  allgeuiein  p^w%\ 
also  jede  qacb  dem  Model  2'^  m  p  kongruente  Wurzel  der 
«Nim  .KiOßgruenz  auch  otae  Wurzel  der  zweiten  Kongruenz 
vom  Model  2'^t^  darstellt,  in  diesem  A««df4icke  sind  je- 
doch nur  zwei  positive  Werthe^  welche  kleiner  als  2''+^ 
sind,  also  nar  ^wei  verschiedene  Wurvßto  d,er  zweiten 
KoRgniAPz  enthalten»  welche  man  einfach  ^^p  Mod  p-^Z* 
setSBo  ka»n. 

Nimmt  man  jetzt  — p  für  |;^;  so  findet  sich,  däss  aupb 
■^p  und  —  p-|-2"  zwei  Wprs^eln  der  zwßiten  ^ongrneaff  sind. 

Dagegen  kann  weder  p-rf-^'^'-^  noch  -r^-pt^^"^^  za  daer 
Auflftiong  der  zweitea  Kftsgrnenz  fufatt'efi.    Denai  da  nach  der 


VMalissiltzilfig  D'^jp^«fc:^2'>+^  kt>  wMrin   offeOlM»  p  «iit)aar 
ieili  wied;  sm  häi  man   * 

B  —  i+f +!^-*  +  tt?2*)*r:^  (2»=f:  twp  —  ir*2"  —  irö»  —  2"-*  =p  p)2* 

ein  Ausdruck,  welcher  nicht  durch  2^+^  tbeilbar  sein  kann/ da 
p  unpaar  ist. 

Demnach  hat  die  zweite  Kungrueuz  nur  vier  Wuraelo, 
und  dieselben  können  immer,  wel(Sie  dersdben  man  auch  mU 
p  bezeichnen  möge,  durch  p,  p-}"^",  — p,  ~'/^H"2"  dargeslelU 
werden.  Auch  gehört  die  Hälfte  derselben,  nämlich  die  vorhin 
mit  p  und  — p  bezeichneten,  der  ersten  Kongrueiiz  vom  Model  i^  an«  ' 

IX.  Wenn  der  Model  q  \n  D  enthalten  isl^  aber 
aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  besteht,  A\%0 
keinen  quadratischen  F.aktor  besitzt;  so  hat  die  Kon-* 
gruenz  (1)  nur  Eine  Wvrzel,  nämlteh  £r=:0. 

Denn  wenn  in  der  Glekhulig  D  --  rr'sssr^  das  erste  Glied 
D  durch  q  Iherlbar  ial^  and  q  keinen  qaadraiidehen  Faktor  eiit^' 
liilkl;  80  wuss  nicht  bloss  w^^  sondern  x  durch  q  theilbar,  aii^ 
entweder  :*«0  oder  ein  Vielfaches  von  q  sein.  £in  Yielfa^^^ 
von  q  ist  aber  immer  ^Oifuii^,  stellt  also  dieselbe  Würzet 
^ie  arascö  dan 

X.  Wenn  der  Model  ^  in  D  enthalten  ist,  aber 
ein  vollkommenes  Quadrat  a*  darstellt;  so  hat  die 
Kongruenz  (1)  a  Wurzeln,  nämtich  J7=i0,  tf,  2^, 
• . .  (ö  —  l)fl. 

Dieser  Salz  leuchtet  ein,  wenn  man  erwägt ,  dass  jetzt  i 
nothwendig  ein  Vielfaches  von  a  sein  muss. 

XL  Der  vorstehende  Satz  erleichtert  die  Auflösung  der 
Kongruenz  D^x^moiq  für  den  Fall,  das^  D  und  q  irgend  eil 
Quadrat  zum  gemeinschaf tKcben  Faktor  haben,  dass  also  D  =^  a*D\ 
q  =  a^q  ist.  Man  braucht  in  diesem  Falle  offenbar  nur  di^ 
Kongruenz  U  ^x^modq  zu  lösen.  Jeder  hierdurch  gefundene 
Werth.  von  x  liefert  sofort  a  Wurzeln  der  ersteren  Kongruee?^ 
in  der  Form  x=f^ax\  a{x  -^q)^  u{x  ^2q),..u[x  -\-(a—\)q\ 
und  man  erkennt,  dass  die  eretere  Kpngnienz  amal  so  vMi 
Wurzein  besitzt,  als  die  lelzlece. 

XIL  Wenm  endlich  der  Mode)  q  irgend  eine  zu- 
sammengeeetzte  Zahl  ist,  welche  mit  D  irgend  eiin 
geDfreinsqhaftliche»  Maass  besitzt;  so  bestimmt  matt  di^ 
Anzahl  der  Wurzeln  der  Kongruent  (1)  mit  Hülfe  der  vol^bwr« 
gehenden  Sätze  leicht  folgendermaassen. 

Kommt  ein  den  beiden  tahlefi  D  \mi  q  gemcfiYisdtiäftCicher 
Pl-fmfaktor  öf  tei*  in  q^  u\^  i^  1>  vor;  ^  erfeertiti  nüHlV  M9&i4 
nach  §.  150,  XI.,  d«(s9  die  Won^HAt  {Tf  «MiÖj^teb  m/ 

Scheflner's  unbestimmte  Analytik.  29 


449        Sech$ter  Akchm.    Bie  Küngnlenz  iler  laUen, 

LM[t  dieser  Fall .  iMA  vor,  ofid  ist  überha«pl  die  Keo- 

graenz  0)  lösbar,  was  nach  §.  150  oder  151  Jeieht  ermitteU 
werden  kann;  so  sei  das  grösste  gemeinschafliicke  ifaass  toi 
D  und  q  gleich  a^b,  worin  a^  den  grössleo  darin  enthaltenen 
quadratischen  Faktor,  also  6  einen  nur  aus  ersten  Poten- 
zen verschiedener  Primzahlen  bestehenden  Faktor  darstellt 
Nach  Absonderung  dieses  grössten  gemeinschaftlichen  Maasses 
aus  dem  Werihe  des  Modeis  y,  bleibe  der  Faktor  2Y**",.. 
2urnek,  worin  r,  «...  im  Ganzen  w  verschiedene  unpaare 
Primzahlen  darstellen,  von  denen  auch  keine  in  dem  nicht- 
quadratischen Faktor  b  enthalten  sein  wird,  wol  aber  in 
(|em  qaadratiaoben  Faktor  a*  vorkommen  kann.  Man 
habe  also 

(9)  D  =  aW  q^a'q 

(10)  ly^blT'  f  =  ft2^r-«^... 

Wegen  des  quadratischen  Faktors  a*  können  die  Wurzeln 
der  Kongrae^z  D^s^modq  nach  dem  obigen  Salze  XI.  lächl 
aus  denen  der  Koxigrv^nz  I/^a:  modq  abgeleitet  werden,  und 
man  weiss,  dass  Dies  für  die  erstere  Kongruenz  amal  so  viel 
Wurzeln,  ids  fär  die  letztere  .ergeben  wird. 

Was  nun  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  letzteren  Kongruenz 
betrifft;  so  ist  nach  den  ^bigen  Sätzen  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Kongruenz 

ly^x^modb    gleich  1 

iy^x*mod2''       »      w=t,  2,  4,  jenachdem  t?=l,  2,  >'2  ist. 

ly^x^modr^      »2 

jy^x'^modi''       i)      2 

u.  8.  w.  Da  nun  von  den  Faktoren  i,  2%  r*",  «" . . .  je  zwei 
relativ  priro  sind;  so  bilden  sich  die  Wurzeln  der  Kongruenz 
B ^x^modq  'durch  Kombination  der  Wurzeln  der  vorstefaeo- 
den  Kongruenzen.  'Die^s  gibt  ti2^  Wurzeln  für  die  letz- 
tere Kongruenz,  also  ao2^  Wurzeln  für  die  gegebene 
Kongruenz  D^a^modq.  Wenn  der  Faktor  2*  ganz  fehlt, 
hat  man  in  der  letzteren  Formel  auch  den  Faktor  u  wiegzu- 
lassen.  Man  erkennt  auch,  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  von 
dem  nichtquadratischen  Faktor  b  des  gemeinschaftlichen  Maasses 
der  beiden  Zähen  D  und  q  ganz  unabhängig  ist. 

XIII.  Betspiele.  Nach  §.  150,  XIV.  ist  die  Kotogrnenz 
(1)  für  Z?«2*.  5M3  und  q=^2'.b*A3  lösbar.  Hier  hat  man 
i3fe=:(2.5)M3,  y  =  (2.5)M3l.2»  also  «  =  2.5«=10,  J:±=:t3, 
vvss2^  tc7:±s=o,  i/=s2.  Die  Ansaht  der  Warzeln  ist  also 
10.2  =  20. 

Wäre  2?  =  5.3M,  ^=5.19.23  gegeben;  so  ist  die 
Koiigruenz  (1)  mögUeh,  und  man  bat  as»!,  ^«=5^  ir«B2. 
Die  Aoaahl  der  Waraetn  jM  9i»Q  stsi^s:^^. 


WärA  i>a7.ia,  :9s^«3^5  g»i^bm;  ao  ist  die  Kon-r 
graenz  (1)  möglich^  und  man  hat  a=l,  i=l,  vs=s:\^  ww=2f 
u=\y  also  2*  =  4  Wurzeln. 

Wäre  2>  =  3*,19,  y  =  3*   gegeben;  so   ist  die  Kongruenz 

(I)  möglich,  und  man  hat  a  =  i,  w  =  0,  also  3  Wurzein. 

Wäre  Z>=3M9,  0  =  3»;  so  hat  man  a  =  ^  i  =  3,  väO, 
also  ebenfalls  3  Wurzeln. 

XiV.  Wenn  in  der  gegebenen  quadratischen  Kongruenz 
das  Quadrat  der  Unbekannten  noch  mit  einem  Paktor  behaftet 
ist,  wenn  also  die  Kongruenz 

(II)  aof^^bmodq  ^ 

gegeben  ist;  so  bewirkt  man  deren  Aufiösung,  indem,  man  erst 
die  Kongruenz  ersten  Grades 

(U)  wf^bmodq 

diid  abddnn  für  den  faieraus  sieh  ergebenden  einzigen  Wertli 
¥dn  y,  welcbei*  <^q  ist^  die  qoadratisehe  Kongruenz 

(13)  x^^^ymodq 

auflöset,  welche  Letztere  für  x  mehrere  Werthe  <^jf  ergeben 
kann. 

Man  kann  äucii,  nachdem  man  die  gegebene  Kongruenz; 
mit  a  multiplizirt  hat,  wodurch  dieselbe 

(14)  {axy^abmodq 
wird,  erst  die  quadratische  Kongruenz 

(15)  y^^ahmodq 

und  alsdann  für  jede^i  hieraus  sich  ergebenden  Wertb  von  y^ 
welcher  posUiv  und  <^  q  oder  welcher  positiv  oder  negativ  pnd 

numerisch  ^-^  ist,  die  Kongruenz  ersten  Grades 

(16)  ax^ymodq 

auflösen,  -welche  für  x  eben  so  viel  Werthe  <^y  ergibt,  als 
für  y  gefunden^  waren. 

XV.  Was  endlich  die  allgemeinste  Form  der  quadratischen 
Kongruenz 

(17)  «a?*  —  26i? — c^Omodq 

anlangt;  so  kann  man  immer  voranssetzen,  nöthigenfalls  durch 
Multiplikation  mit  2  bewirken,  dass  der  Koeffizient  des  in  x 
multiplizirten  Gliedes  eine  paare  Zahl  ist. 

Multiplizirt  man  die  Kongruenz  (17)  mit  a  und  setzt 
b^-^a&==^D;  so  kommt 

(18)  {ax-by  =  Dmodq 

Demnach  lös't  man  erst  die  quadratische  Kongruenz 

(19)  y*  =  Dmodq  .        ^ 

und  hierauf  für  jeden  sich  ergebenden  Werth  von  y,  welcher 

29* 
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pbiitiv  and  <[  f  oder  welcher  posiliv  oder  negalir  ^wd  absolut 

^-^  ist;  die  Kongruenz  ersten  Grades 

ax  —  6  ^  ymod  q     oder 

(20)  ax^l-^-ymodq 

Will  man  die  Auflösung  der  Kongruenz  (17)  durch  luiaiit- 
telbare  Substitution  sukzessiver  Werthe  für  x  bewirken;  so  ist 
es  nicht  nöthig,  dass  der  Koeffizient  von  x  eine  paare  Zahl 
sei.  Man  verfährt  dann  einfach  in  folgender  Weise.  Indem 
man  die  gegebene  Kongruenz  (17)  in  die  Form 

(21)  ax*'\-hx^cmödq 

^teHt,  nimmt  man  für  die  drei  konstanten  Zahlen  a,  b,  c  ihre 
kleinsten  positiven  Reste  nach  q.  Beachtet  man  jetzt,  dass 
wenn  x  um  1  wächst,  die  linke  SeNe  der  Kongruenz  (21)  biu 
i€^'Jj'ß'\-b=^{2x'\-l)a'\-b  wächst;  so  i«l  klar,  dasa  man, 
wenn  man  mit  dem  Werthe  rr^sO  beginnt,  wodnrcb  die  Unke 
Seite  jener  Kongruenz  selbst  =;0  wird,  zu  den  siiEzessiv  sich 
ergebenden  Werthen  für  jene  linke  Seite  nach   und  nach  nur 

die  Zahlen  fl-|-6,  3ö-f"^»  5a -f"*»  7a -f"^  u.  s.  w.  oder  deren 
kleinste  positiven  Reste  nach  q  hinznzuaddiren  braucht,  indem 
man  vor  jeder  neuen  Addition  immer  erst  die  ganze  linke  Seite 
der  Kongruenz  (21)  auf  ihren  kleinsten  positiven  Rest  reduzirt. 
Diese  Rechnung  ist  bis  zu  dem  Werthe  x  =  q —  1  fortzusetzen. 
So  oft  hierbei  der  Rest  der  linken  Seite   der  Kongruenz   (21) 

Sleich  c  wird,  hat  man  in  dem  zugehörigen  Werthe  von  ar  eine 
kuflÖ$ung    gefunden,    welcher    immer    eine    unendliche    Reihe 
kongruenter  Wurzeln  in  der  Form  x-^vq  entspricht. 

Wäre  z.  B»  die  Kongruenz 

24;r'-^5U  =  43iwod7 

gf^eheo;  «o  hat  man  juinäcbst  durch  RedMklio«  4er  Koefifiaden- 
ten  24,  — 51  ^  43  auf  ihre  kleinsten  posiUven-  R^te 

307* -{-^x^i  mod 7 

Die  sukzessiv  zu  addirenden  Zahlen  a-{-b,  3a  -{-  &  u.  s.  w.  sind 
jetzt  8;  14,  20,  26,  ^,.38  oder  deren  kleinste  positiven  Reste 
1,  0,  6,  5^  4^  3.    Man  erhält  also  folgende  Rechnung 


Keste  Ton    . 

Eeste  von 

X 

(2x-\'t)a-j-b  ' 

3a?*  +  SiT 

0 

1 

0 

l 

0 

1 

2 

6 

» 

1 

3 

5 

a 

4 

4 

5 

5 

3   •    . 

2 

S.  iS3.    Lineare  Fom  d,  Prmf.  vm  J>.^-^  %\         4H 

Uqter  den  Rekten  voq  3a?'^-  5a;  sind  nar  zwei  =«  1,  un^  die-r 
^ben  ei>ts{)recben  den  beiden  Wurzel»  x^=^i,  a;^=i2. 

§.  153.    Mfteare  JW-m  4er  ^timfakiaren  roit  H  — x^* 

I.  Nach  Gauss,  Diso,  arithm.  art  147,  148,  149,  lässl 
sieb  der  Fondameatalsatz,  §.  149,  in  Verbindung  mit  dem  Satze 
§.  151,  dazu  verwenden^  uro  eine  sebr  interessante  einfädle 
lineare  Form,  d.  b.  eine  Form  ersten  Grades  nachzuweisen^ 
welcher  die  Primfakloren  der  Zdblform  ^D  —  x^  entsprechen. 

Wir  suchen  also  die  Form  der  Primzahlen  q,  welche  ^ 
Gleichung  Ji-D  —  x*=^vq  oder  die  Kongruenz  -^D^x^moda 
erfüllen,  d.i.  derjenigen,  nach  welchen  die  Determinante  -\-D 
ein  quadratischer  Rest  ist  oder  für  welche  man  4:^^?"^^^» 
wobei  wir  die  in  D  selbst  entbalteneo  Primzahlen,  welche  aneh 
stets  Faktoren  von  +D  —  x^  sind,  unbeachtet  lisssen.    = 

Zu  diesem  Ende  können  wir  oCRenbar  voraussetzen,  dan« 
die  Primzahl  q  positiv  sei.  Was  die  Determinante  :{zJf  be- 
trifft, welche  sowol  positiv  wie  negativ  sein  kann;  so  wollen 
wir  unter  D  stets  eine  positive  Zahl  verstehen. 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  von  allen  positiven  Zahhn, 
welche  unterhalb  einer  gegebenen  Gränze  liegeü  und  relativ 
prim  zu  D  sind,  diejenigen  zu  ermitteln,  welche  quadratische 
Reste  nach  B  sind.  Das  allgemeine  Zekhen  für  irgend  Einen 
dieser  Reale  sei  r,  sodass  man  r^x^modß  oder  tMD  hat 
Es  leucklet  ein,  dass  jeder  Rest  r  eine  besondere  Reihe  voi 
quadratisdien  Resten  nach  D  liefert,^  deren  allgemeioea  Glied 
durch  wD-\-r  dargestellt  ist,  wenn^  ibmi  tnit  w  jede  beliebige 
ganze  Zahl  bezeichnet,  sodass  man  also  allgemein 

(1)  iwD  +  r)RD 

hat  Diejenigen  unierlMilb  ders^ben  Gränze  liegsnden  und  in 
D  relativ  primen  Zahlen,  welche  unter  den  quadratisdiMi 
Aesten  r  nidit  vorkommen,  sind  quadratisoheN ich treste  Micl 
i>,  und  wenn  man  irgend  Einen  derselben  init  §  bezeichM^ 
hat  man  allgeniein 

(2)  .      (wD^9)ND 

Da  wir  auf  die  Darstellung  von  Primzahlen  ausgebto; 
so  ist  klar^  warum  die  Reste  r  und  Nichtreste  $  nur  unter  4ci9 
zu  J^  relativ  primen  Zahlen  ausgesucht  werden,  jndfioif  wenn 
z.  B.  r  und  ß  ein  gemeiQSchaft]i4?hes  Maasa  hätten,  auch  trj)-Hr 
uad  l^.etn  solchefi  hesäi^sef),  also  q=s:u>D*\-r  keine  Prim^aW 
sein  könnte.  Hierdureh  i^t  eur  diejenige  begrüQ^Qte  MeWf  YW 
Ppimi^Uef}  aopgeschle^ea ,  wekbe  in  D  seiMs  9^1^  tQc^  stetß 
in  D  —  X*  enthalten  sind. 

Wir  spe^ieMalrep  nunmehr  da^  Pr^hUm  etw#4  ab^ejchfiHl 
von  der  Darstellung  der  Disq,  arithm.  folgenderms(»i^eny  in4iW 
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wir  Tot^eg  bemerken,  dass  in  allen  Fällen  ^=£t  und  aacli 
=  2  sein  kann,  weshalb  diese  beiden  Werthc  vun.f  nf^bl  wei- 
ter berücksichtigt  werden. 

IT.  Es  sei  die  positive  Determinante  />=1.  Alsdann 
kann  nach  §.  149,  Y.  die  Primzahl  q  jeden  beliebigen  Werth 
annehmen,  indem  man  immer  \Rq  liat.  Dre  Form  1  — xi^  ent- 
hält ako  jede  Primzahl  als  Faktor. 

III.  Es  sei  die  negative  Determinante  —  /)  =  —  1 .  Als- 
dann ist  jede  Primzahl  q  von  der  Form  4n4~l  ein  Faktor, 
aber  jede  Primzahl  von  der  Form  4n-]-3  kein  Faktor  von 
—  I  —  0?'  oder  von  \-\-x^.  Denn  nach  §.  149,  VIII.  hat  man, 
wenn  q^^n'\'\  ist, 

(3)  \Rq    und     ^1% 
wenn  jedoch  fr£=s4n-|-3  ist; 

(4)  \Rq    und     —  fJV^ 

IV.  Es  sei  die  positive  Determinante  Ä==2.  Alsdann 
sind  alle  Primzahlen  q  von  der  Form  8rt-|-l  und  8«-f-7  Fak- 
toren, dagegen  alle  Primzahlen  von  der  Form  8«-}- 3  und 
8n-|-5  keine  Faktoren  von  2—x^,  Dies  erhellet  sofort 
aus  §.  149,  VI. 

V.  £s  sei  die  negative  Determinante  — B,=^^2.  Als- 
dann sind  alle  Primzahlen  q  von  der  Form  8n-^{  nod  8»  4- 3 
Faktoren,  dagegen  alle  Primzahlen  von  der  For«i  Sn-f-^ 
kmd  8«-(-7  keine  Faktoren  von  -^  2  —  a?*  oder  iion  2+0?^ 
was  aas  §.  1,49*,  VII.  hervorgeht. 

VI.  £s  sei  die  Determinante  D  eine  positive  Primzahl  von 
der  Form  4m-|-l.  Ist  dann  r  irgend  ein  quadratischer  Rest 
nach  i>,  Ueiaer  als  Bf  «od  «  irgend  ein  «^aadratisober  Niohtr 
vest  nach  1>,  kleiner  als  Z>;  so  sind  alle  Primzahlen,  y  von  der 
Fora  wD-^r  Faktoren,  dagegen  alle  PrimzahIeD  von  d<r 
Faroi  «uD4*'  keiao  Faktoren  von  i>.— fo?'. 

Denn  nach  dem  Fundamentalsatze  §.  149  folgt  nun  aus 

(5)  {wD-\~r)RD        und        (ivD-{-8)ND 
MiCiirt 

(«)  DR{wJ)-\'r)        und        JDNiwD-j-s) 

Wäre  z.B.  J9=13;  so  sind  die  cfuadratlijchen  Reste 
ra=l,  3,  4,  9,  10,  12  und  die  quadratischen  Nicbt^est«  ««2, 
S,  6,  7,  8,  1 J .  Demnach  sind  alle  iVimzahlen,  wektfae  Etiwr 
der  Farmen  13ir-f  1,  13w-f-3,  l3tt?  +  4,  13»-4-9,  13tt>4*10, 
i3ip-|-12  entsprechen,  Faktoren,  diejenigen  Primzahlen  je- 
doch, welche  Einer  der  Formen  13tt?  +  2,  13tt^4-5,  13tt;-|-6, 
19ip-(-7,   13w  +  Ö>  13«7-j-ll  entepreehen»  keine  Faktoren 

▼OB   13— iT*. 


Vif.  Es  sei  die  Determinante  —  D  eine  iiegätrte  Pl'itnmiri 
von  der  Form  —  (4m-|-f).  Haben  dann  r  und  «die  vor- 
stehende Bedeutong  von  Resten  nnd  Nidbtresten;  so  sind  tA\t 
Priinzahlen^  welche  g^eicbzeiiig  der  Form  wD-^r  und  4#i-(-l, 
sowie  diejenigen,  welche  gleichzeitig  der  Form  wD-^s  und 
4it -f- ;i  entsprechen,  Faktoren,  dagegen  alle  Primzahlen^  welche 
gieiehzeitig  der  Form  wD-\-r  und  4/i-|-3,  sowie  diejenigen, 
welche  gleichzeitig  der  Form  wD-^-s  und  4rt-f-l  entsprechen, 
keine  Faktoren  von  — Z>  —  x^  oder  von  D-\-x*. 

Denn  nach  dem  Fundaroentalsatze  §.  149  erhält  man  wie 
sub  VI.  ans  den  Beziehungen  (5)  zunächst  die  Beziehungen  (6). 
Aus  (6)  folgt  aber  nach  §.  149,  IV.,  wenn  die  Primzahl  wJ^-fr 
oder  wD  -f-  «  die  Form  in  -[-  1  hat^ 

(7)  _i>Ä(ti,X>  +  r)  ^DNiwD-^s) 
und  wenn  diese  Primzahl  die  Form  4n-f-^  bat^ 

(8)  ^DNiwD-^r)  —  Z>fi(ii?/>  + «) 

Die  im  Vorstehenden  enthaltene  Trennung  der  gesuchte« 
Primzahlen  nach  den  beiden  Formkiassen  4^4-1  und  4;t-)-d 
kann  nach  der  weiter  unten  folgenden  Bemerkung  sub  XIII. 
leicht  beseitigt  werden« 

VIII.  Es  sei  die  Determinante  D  eine  positive  Primzahl 
von  der  Form  4m -\- 3.  Hahi^n  dann  r  und  s  die  vorstehende 
Bedeutung;  so  sind  alle  Primzahlen,  welche  gleichzeitig  der 
Form  wD-{-r  und  4w-|-l>  sowie  diejenigen^  welche  gleich- 
zeitig der  Form  wD-\-8  und  4n-f-3  entsprechen,  Faktoren, 
dagegen  alle  Primzahlen,  welche  gleichzeitig  der  Form  wD-^-r 
und  4n-f-3^  sowie  diejenigen,  welche  gleichzeitig  der  Form 
wD-{'8  und  4«-}-^   entsprechen,  keine  Faktoren  voni>  — a?'. 

Denn  jetzt  folgt  nach  dem  Fundamentalsatze  aus  den  Be- 
ziehungen (5)  nur  dann  die  betreffende  der  Beziehungen  (6)^ 
wenn  die  links  neben  B  oder  N  stehende  Primzahl  die  Form 
4n-|'l  besitzt.  Sobald  dieselbe  die  Form  4n-)-3  besitzt,  hat 
man  in  der  betreffenden  der  Beziehungen  (6)  wegen  §.  149,  IV. 
links  vor  D  das  negative  Zeichen  zu  setzen.  Hierauf  ergibt 
sich  der  vorstehende  Satz  sehr  leicht. 

Auch  hier  kann  die  Trennung  der  gesuchten  PrimzäUien 
in  die  beiden  Formklassen  4«  +  ^  "^^  4n  -f-  ^  nach  XIH.  leicht 
beseitigt  werfleB. 

.Wäre  z.B.  jD  =  3;  so  ist  rs=  1,  «=^=2.  Es  sind  also  die 
Primzahlen  von  den  gemeinschaftlichen  Formen  3tt>-|-l,  4n4-t 
oder  3ir-|-2,  4«-f-3  Faktorei),  dagegen  die  von  den  gemein* 
sebafllichen  Formen  3ir-fl,  4n-f-3  oder  3m?  4*^^  4n+l 
keine  Faktoren  von  3— a?'. 

IX.  Es  sei  die  Determinante  —  D  eine  negative  Primzäbl 
vpn  der  Form   —  (4m  -f-  3).     Haben   dann  r  und  $  die  vor- 
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6l«beod«  B^eoUing;   so   sind  alte  Primfahten   i/oß-  d^  Form 
tpJD-^r   Faktoren,   d^gogoo   alle  Primxahlen   vw,  der   F^i^ 
wD'\-s  keine  Faktoren  von  -^D  —  x^  oder  vQp  ./>-|~'^'' 
Aach  dieser  Satz  ergibt  sich  leicht  nach  den  Andeotuago^ 

sub  viii: 

Wäre  z,  B.  —  /)=  —  1 1 ;  so  sind  die  tteste  r  =  l,  3>  4,  5,  9 
und  die  Nicbtresle  «  =  2,  6,  7,  8,  10.  FolgUpb  sind  die  Prim-r 
zahlen  von  Einer  der  Formen  \\W'\-\,  3,  4,  5,  9  Faktor on^ 
dagegen  die  Prioizahlen  von  Einer  der^  Formen  thi;4~^>  ^»  ^> 
8,  10  keine  Faktoren  von  II -(-jf^ 

Wäre  —  jO  =  — 3;  so  ist  r=l,  «  =  2;  also  sind  die  Prim- 
lahleo  von  der  Forin  3u?4~^  Faktoren,  dagegen  die  von  dei' 
Form  3tt?-f-2  keine  Faktoren  von  34-a;*, 

X.  Was  die  Fälle  betrifft,  wo  die  Determinante  eine  zn^ 
sammengesetzte  Zahl  ist;  so  sind  zunächst  alle  Faktoren  von 
D  auch  Faktoren  von  +  ^  —  ^*«  I^ese  Faktoren  wollen  wir, 
vie  schon  oben  bemerkt,  bei  der  ferneren  Uotersocbung  ausser 
Aebt  lassen,  also  nur  solche  Primzahlen  q  foetracbtei»,  welche 
in  D  nicht  enthalten  sind. 

Hätte  nun  D  einen  quadratischen  Faktor  a^  soda8sD^=ra^i)^ 

'  wäre;  so  könnte   man  denselben   unterdrücken,   und  I^  für  D 

pebmen.     Denn    alle   (nicht  in  D   aufgehenden)   Prin^zahl^n   q^ 

gelobe  Faktoren  oder  keine  Faktoren  von  U  —  x^  sind,  stehen 

auch  in  derselben  Beziehung  zu  a^lX  —  x^.     Weil  nämlich  stets 

q-l 

(a')^=a*'"-*^  t  iworfjf  oder  o}Rq  ist;  so  hat  man^  'wenn  ffRq 

oder  ly  *  '^Xmodq  ist,  (a'/X)  *  ^Xmodq,  folglich  auch 
{a^ff)Rqy  und  wenn  IXNq  ist,  auch  {«*!>') JVy.  Hierin  kann 
man  auch  -- If  statt  If  setzen. 

Nunmehr  kann  man  folgende  drei  Fälle  unterscheiden: 

erstens,   wenn   die  Determinante   positiv   und   von   der  Form 
4w-j-l  oder  negativ  und  von  der  Form  — (4»i-|-3)  ist, 

f.WßiteoQ,   wenn   die^^lbe  positiv  und  von  der  Fofm   4»* +  5 
oder  negativ  und  von  der  Form  —  (4m-j-l)  ist, 

^Ifi.t^en^^   wenn  diaseibe  positiv  oder  negativ  pasi?;   also  von 
Pjwr  4er  Pcirmen  ±2(4ari+l),  +^C4w  +  3)  ist 

XI.  Wenn  die  Determinante  dem  ersten  FaVe  augehört; 
so  sei  der  absolute  Werth  D  in  seine  Primfaktoren  zerlegt. 
ton  diesen  Primfaktoren  habe  ein  Theil,  nämlich  a,  h,  c... 
die  Form  4n-|-l  wnd  der  andere  Theil,  nämitch  a,  ß,  y... 
^ie  Form  4n  -j-  3.  Jenacbdem  D  ==  4m  -|~  t  oder  ats  41»  *f^  3 
ist^  wird  die  Anzahl  der  letzteren  Faktoren  resp:  paar  oder 
MP^m  §^>.  §<^4dss  \n  beiden  FäUen  die  DeternMuante  nicht 
^^m  Wh  ifc?^|n  atiff^^iftesi,  Wff *e,  a^o^n  au^fe  jpf c^i  ihr^w 
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ZeioluiQ   daiiffstoltt  «ip4,    venn    mm  die  lelsleren  Faktoren 
ap  ß,  y.«.  ntfativ  «imaiC    Sebreibea  vir  »ifio 

(9)  l>  =  a.*6.c,..a.ß.v... 

$o  ist^   wenn   wir   den   vollständigen  Werth  der  Determinante 
mit  ly  bezeichnen^ 

(10)  J>'  =  +  Z^  =  fl.6.c.:.(-a)(-ß)(-y)... 

Theilt  man  nun  alle  Zahlen ^  welche  kleiner  als  D  und 
relativ  prim  zu  D  sind,  in  zwei  Klassen,  stellt  in  die  erste 
Klasse  alle  diejeqigen,  welche  quadratische  Nichtreste  nach 
keiner»  nach  zw^i,  nach  vier  und  überhaupt  nach  ejner  paaren 
Menge  der  Fakturen  a,  i . . .  a,  ß  . . ,  sind,  dagegen  in  die  zweite 
Klasse  alle  diejenigen,  welche  quadratische  Nicbtreste  nacb 
Einer,  nach  drei,  nach  fünf  und  überhaupt  nach  einer  uopaaren 
Menge  jener  Faktoren  sind^  bezeichnet  die  Zahlen  in  der  ersten 
Klasse  mit  r  und  die  in  der  zweitem  mit  «;  so  sind  alle  Prim- 
zahlen von  der  Form  irJ94-r  Faktoren,  dagegen  alle  Prim- 
zahlen von  der  Form  wD-\-9  keine  Faktoren  von  ff — o?'. 

Um  Dies  einzusehen;  sq  sei  q  eine  Primzahl  von  der  Form 
wD-\-r  und  zwar  quadratischer  Nichtrest  nach  keinem  der 
Faktoren  Oj  &...a,  ß..^  diso  quadratischer  Rest  nach  jedem 
dieser  Faktoren,     Alsdann  hat  man  nach  der  Voraussetzung 

(tt)  qRa        qBb        ,..        qRa        qR? 

Hieraus  folgt  paob  dem  Fnodainenialsatze  und  nach  §•  149,  V.^ 
welche  Fom  auch  q  haben  möge, 

(U)      aRq        hRq        ...        ^aRq        —  ß% 

Hieraas  folgt ,  da  «6 . . .  (—  «X—  ß) . . .  =  />'  ist ,  ffRq. 

Lässt  man  nun  q  qoadraHscben  Nichtrest  nach  einer  paa- 
ren Menge  der  Faktoren  o,  i...a,  ß...  sein;  so  verwandelt 
sich  eine  paare  Jüfenge  der  Zeichen  R  in  den  Formeln  (11), 
sowie  in  den  Formeln  (12)  in  das  Zeichen  N.  Dies  bat  aber 
nach  §.151  imoiier  den  Schlus^  l/Bq  zur  Folge. 

Lässt  mau  dagegen  q  anadrati&chen  Nichtrest  nach  einer 
unpaareq  Menge  d^  fm^lichen  Faktoren  sein;  so  verwandelt 
sich  in  eben  gedachter  Weise  eine  qnpaare  Menge  der  Zeichen 
jR  in  N,  und  Dies  bat  nach  §.151  den  ScUuss  i>'iV(gr  zur  Folge. 

Aus  den  DiM,  ßriihm.  arL  148  entlehnen  wir  folgendes 
Beispiel.     Wenn  I;  =  tt5=»3  .  5  .  7  ist;  so  hat  man 

r  =    1 ,   4, 16, 46,   64,   79  als  Nic)|treste  nach  keinem  der  Faktoren  3,  5,  7 
=   ^   8, 23, 3d,   53,   92  ab  Nicbtresto  nach  den  hedden  Faktoren  3,  5 
=s^,  41, 59, 89, 101, 104  als  Niditreste  nach  den  beiden  Faktoren  3,  7 
=  13, 52, 73, 83,   97, 103  als  Kichtreste  nach  den  beiden  Faktoren  5,  7 

ferner 

^  =  11,29,4471,  74,  ^  aU  Nichtreste  nach  dem  Faktor  3 
«22,37,43,98.  67,  88  als  Nichtreste  nach  dem  Faktor  5 
>ml9vailt94v6i;   76^   dl  «tr  Niehteflte  naoh  dem  Paktor  T 
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Xn.  Wenn  die^Deierininanle  dem  zweiteti  oder  dem  drit^ 
ten  Falle  angehört;  so  kann  dieselbe,  wenn  wir  sie  mit  Jf' 
bezeichnen,  stets  in  die  Form  « 

(13)  ü'^kD 

gehrachl  werden,  worin  ß  eine  Zahl  von  der  Form  der  sub  XL 
betrachteten  und  nach  Gl.  (10)  zerlegten  Determinante  dar- 
stellt, während  der  Koeffizient  k  entweder  —  l  oder  2.  oder 
--2  isU 

Aus  §.151  leuchtet  ein,  dass  D"  ein  quadratischer  Rest 
nach  allen  denjenigen  Primzahlen  q  ist,  nach  welchen  die  bei- 
den Zahlen  Ü  und  k  zu  gleicher  ^eit  quadratische  Reste  oder 
Nichtreste  sind,  dass  dagegen  Ü'  ein  quadratischer  Nichtrest 
nach  allen  denjenigen  Primzahlen  q  ist,  nach  welchen  die  £ine 
der  beiden  Zahlen  1/  und  k  quadratischer  Rest  und  die  andere 
Nichtrest  ist.     In  Zeichen: 

wenn  ÜRq  ffNq  ffRq  D Nq 

und  kRq  kNq.  kNq  kRq 

so  ist  ff'Rq  D'Rq  D' Nq  IT'Nq 

Besitzen  nun  r  und  s  genau  die  B^edeutung  aus  XL,  wobei 
D  der  absolute  Werth  von  ff  nach  Gl.  (9)  ist;  so  ergibt  sich 
resp.  für  &=_!,  2,  —2  ags  einer  Zusammenstellung  der 
Resultate  resp.  aus  XL  und  IlL;  aus  XL  und  IV.,  aus  XL  und 
y.  für  die  Form  der  Primzahlen  q,  welche  iFaktoren  und  welche 
keine  Faktoren  von  ff'  —  x*  sind,  die  folgende  Tab^He^  welchfe 
so  zu  verstehen  ist^  dass  die  betreffende  Ftimzafal  tfer  zu  öberst 
nolirten  Form  wD-{-r  oder  wD-j"*  ""^  gIeJchzeitfg  irgend 
Einer  der  darunter  stehenden^  neben  dem  zugehörigeB  Wertb6 
von  k  notirten  Form  entsprechen  iiias$, 

Faktoren 


tr/)-j-r        wD-j-s 


4n-|-l  4«4-3 


2 


8w  +  l 
8n+7 


8n-|-l 


Bn  +  S 
8n  +  5 


8n  +  5 
8« +  7 


keine .  Fa|(toren 


4n-|-3 


8« -[-3 
8»4-5 


8ii+5 
8» +  7 


4n-f-I 


8«  +  l. 
8n4-7- 


8«-f  1 
8n-}-3 


'V\A/VV/V>A/V\A/N/\A/VVVVVVV\/V>/\A  ATiAA/NAA/VVAA/VVAAA  / 


Es  leuchtet  ein,  dass  in  jedem  Falle  jede  Primzahl  in  irgend 
Eine  der  vorstehend  bezeichneten  Kat^orieen  fallen^  miiss,  also 
stets  als  Faktor  oder  als  kein  Faktor  erkatnnt  werden  kann. 
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Xllf.  In  den  zuletzt  sub  XII.,  sotrie  in  den  sub  VII.  und 
^TII.  erörterten  Fällen,  erscheinen  sowol  die  Primzahlen,  welche 
Faktoren^  als  aach  diejenigen,  welche  keine  Faktoren  sind, 
nach  mehreren  allgemeinen  Formklassen  wie  4n-^1,  4n'|-3^ 
8n-{-l,  8fi-^3  etc.  gelrennt.  Diese  Trennung  kann  folgender-* 
niaassen  leicht  beseitigt  werden. 

In  den  Fällen^  wo  die  gedachte  Trennung  nach  Klassea 
von  der  Form  4n  -{- 1  und  4n  -|-  3  erforderlich  ist,  bebe  man 
nater  allen  Zahlea^  welche  kleiner  und  relativ  zu  4D  sind, 
diejenigen,  welche  nach  Maassgabe  der  obigen  Formein  Fak-* 
teeen  ajnd,  b«raoa;  irfend  Ehis  derselben  sei  «=/.  Ebenso 
ermittele  man  unter  den  bezeichneten  Zahlen  diejenigen,  welche 
nach  Maassgabe  der  obigen  Formeln  keine  Faktoren  sind; 
irgend  Eine  derselben  sei  «=tf. 

Alsdann-  aind  ohne  Kiassennntersdiied  alle  Primzahlen  von 
der  Form  iwD-^t  Faktoren,  alle  übrigen  Ton  der  Form 
4wD*\-»  keine  Faktoren« 

In  den  anderen  Fallen,  Wo  die  Sonderong  der  Primzahlen 
nach  Klassen  von  der  Form  8»-|-l,  8«-}- 3,  Sfi-f-S,  Sn  +  T 
erforderlich  ist,  ermittele  man  die  Werthe  f  and  u  unter  den 
Zahlen,  welche  <[8/>  ritfd. 

Die  Primzahlen  von  der  Form  SwD-\-t  sind  alsdann  ohne 
Klftssenunterschied  Faktoren,  dagegen  die  von  der  Form 
QwD-^u  keine  Faktoren. 

Um  z.B.  na  das  sub  VIII.  angeführte  Beispiel  J9«3  die 
Klassentrennong  aufzoheben;  so  findet  man  nach  den  dortigen 
Formeln,  dass  unter  den  Zahlen,  welche  kleiner  und  relativ 
prira  zu  4.333=12  timd,  t=s:\^  It  Faktoren,  dagegen  u=s5, 
7  keine  Faktoren  aind.  Demnach  ist  jede  Primzahl  ohne 
Kla^enunterscfaied  von  der  Form  \2w-\'i  oder  12>ie}-|-li  ein 
Faktor,  jede  von  der  Form  12fr-|-5  oder  12tt'-f-7  dagegen 
kein  Faktor  von  3-^a;'. 

Wäre  i^'  =  10  gegeben;  so  hat  man  jD"  =  2 .  5,  also  k  =  2, 
D'=^ü,  i>  =  5.  Nach  VL  ist  r=l,  4  und  «  =  2,  3.  Nach 
XII.  müssen  aber  die  Faktoren  wD-j-r  zugleich  der  Form 
8n*|-^  ^^^  8ii-{-7  und  die  Faktoren  wD-^-s  zugleich  der 
Form  8n-}-3  oder  dn-f*^  genügen,  Hiei'oach  gibt  es  untec 
den  Zahlen,  welche  kleiner  und  relativ  prim  zu  8,5  =  40  sind^ 
folgende,  welche  Faktoren  sind,  tss=\^  3,  9^  13,  27,  31,  37, 
39,  Die  übrigen  Zahlen  unter  dieser  Gränze^  welche  keine 
Faktoren  sind^genügen,  wenn  sie  der  Form  wD-^r  ange- 
hören, zugleich  auch  der  Form  8n-f-3  oder  8n-f-5,  und  wenn 
sie  der  Form  wD'\-s  angehören,  zugleich  auch  der  Form 
8n+l  oder  8ii4-7.  Dieselben  sind  ti  =  7,  11,  17,  19,  21, 
23;  29,  33.    Hiernach  sind  alle  Primzahlen  von  der  Form 
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40ip-f /=«4atr+l,    3,    9,  13,  27,  31,  37,  3»  Faktoreo 

40w-j-u==x40ir  +  7,  U,  17,  19,  21,  23,  29,  33  keioe  F«JctwB 

Ton  10  —  4?'. 

XIV.  Wir  bemerken  noch,  dass  die  Anzahl  der  For- 
men aller  durch  whD-^-t  dargestellten  Faktoren  and  aller 
durch  whD'\-u  dargestellten  Nicht  Faktoren  zusammengenom- 
men so  gross  ist,  als  die  Anzahl  der  unlerhaih  kB  Hegenden 
zu  kB  relativ  primen  Zahlen,  und  ddss  hiertofi  ftnmer  die 
Hälfte  den  Frsterou   und  die  Hälfte  den  Letzteren  aiigehdtt. 

f  154.    Eägmvu^MfUn  4er  MmtOen  wmn  4er  Wm'm  %,*^Wf* 

MMil  4€r0n  WmM»rm$» 

I.  Das  Produkt  zweier  Zahlen  von  der  quadra- 
tischen Form  x'  —  By^,  worin  die  Determinante  D  po- 
sitiv oder  negaÜT  sein  hanii,  ist  wiedara»  voa '  der- 
selben Form.  Auch  kann  ein  Kolehes  Produkt  (weeo 
nicht  der  Eine  Faktor  =1  ist)  auf  mehr  als  Eine  Weise 
in  dieiser  Form  dargestellt  werden, 

Denn  man  hat,  wenn  die  beiden  Zahlen  mit  r^  —  B$^  und 
<'  -^  Bv^  bezeichnet  werden, 

. . .         ((r*  —  Bs^){t^  -  Ba^)  =  (rf  +  JBw)»  —  B{ru  ^  wif 
^^^        (  und  auch  ^ (r<  -<  Z><m)'  —  Bim^^ff 

Aus  diesem  Satze  folgt  auch»  dass  das  Pr^ilkt  aas  belieliig 
vielen  Faktoren  von  der  Form  x^  — *  By^^  wiederum  dieselbe 
Form  bat  Durch  eine  Form  dieser  Art,  durch  welche  eine 
Zahl  f  dargestellt  werden  kann,  lässt  sich  ako  andi  jede  Po* 
leaz  von  ;i  darsteJIen:  und  wenn  p,  jf...  beliebige  Zahlen  sind, 
von  denen  eine  jede  durch  jene  Form  4ar^eHbar  ist;  se  ist 
a«eb  ein  Produkt  aus  bdieUJgeii  Polieaien  dieser  Zahlen^  wie 
f^if . . .  dorch  dieselbe  Form  darstellbar.  Ik»  Speziellffli  "feigt 
hieraus  für  Z>  «^  —  1 ,  dass  das  Produkt  mehrerer  Zahlen,  welche 
die  Summe  zweier  Quadrate  x^-\~y^  darsteHen,  wi^demm 
die  Summe  zweier  Qaadrate  ist. 

II.  Jede  Primzahl  q,  welche  sich  in  der  Form 
^:^Dy^  darstellen  lässt^  kann,  wenn  die  Determi- 
nante B  negativ «c — B,  jene  Form  also  auch  oax^*\'P^^ 
Ist,  nur  auf  eine  einzige  Art  in  dieser  Form  darge- 
stellt werden,  d.  h.  es  gibt  ffir  m  und  ^  nar  dn  eioz^c^ 
Paar  zulässiger  numerischer  Werthe^  weltbe  man  nur  für  den 
Fall,  dass  ^  =*  1  ist,  mit  einander  verwechseln,  deren  Zeichen 
man  jedoch  stets  beliebig  annehmen  kann.     '^ 

Denn  angenommen,  es  wäre 

(2)  r*  +  Z)>«  =  «'  +  Z)V=^ 

und  Uerm  r  vQp  /  i^q4  <  voq  ^  \erscbiedep;  m  hättf  vß»$i  - 
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r«^|tz«Ä(ii»-^#«)  ^der  (r4-l)(r  —  0=«^^(« +  *){«'-'») 
worin  weder  die  linke,  noch  die  rechte  Seite  =0  sein  kann. 
Die  Faktoren  der  Zahlen  IX,  u-\-8y  u  —  s  auf  der  rechten 
Seite  vertheilen  sich  in  irgend  einer  Weise  über  die  beiden 
Zahlen  r-^t^  r^t  äof  der  Imken  Seite,  sodass  Ein  Theil  döf 
Faktoren  von  I)\  u*\'9^  u-^s  anf  r-f-^  und  der  andere  Tbefl 
auf  r  —  t  kommt.     Man  kann  also  allgemein  setzen 

ff  =  aiüi 

U-\'8  =  ViVi 
(3)  ^1/  —  «•=t(?itt7j 

r -\- 1  ^^  atViWt 
r  —  t^s  atVtW% 

worin   mehrere  der  FakJoren   ai,   aty  ri,  v%y  ti^i,  w%  wol  =1, 
aber  keiner  =:^Q  sein  kann. 

Aas  den  letzteren  Gleichungen  ergibt  sich  leicht 

(4)  ^^"Y  (•**'i*^i  +  ««»«tP«)        *  *^ "o"  ^^^^^  ~  ^^^^^ 

Hieraufi  folgl»  Kenn  miui  die  Sediof  ung  B'  =r^aiM%  berück* 
sichtigt, 

(5)  j  =  r*  -|-  /)'«•  =  —  (ai«?i*  +  «stt^j'Xöitt^i*  +  «2»**) 

Wäre  die  IVimzahl  q=^2;  so  lei9chie&  ein,,  dass  sie  ntur 
für  /X  =  1  der  obigen  Form  (2)  enlsprechifen  and  sich  nur  auf 
di*  eiazige  Weiii#  2  35:l*-j-is  ^  jener  Form  darsteUen  Übst. 

Wäre  die  Primai^L  9  nicht  s=  2,  also  otni^aar;:  so  sei  zu- 
vörderst ff  =  \,  Alsdann  muss  von  r  und  #,  sowie  «Von  t  und 
«  die  fiino  paar,  die  aadere  «npaar  soini.  Angenenitoea^  es 
seien  r  und  t  paar^  dagegen  s  und  u  unpaar.  Alsdann  ist 
u-^-s  crod  u—  8  paar;  es  muss  also  Jedenfalls Efne  der  beiden 
Zahlen  Ct,  Vt  und  auch  Eine  der  beiden  Zahlen  Wi^  Wi  paar 
sein.     Demnach  kann  4er  Aasdruck  (&)  für  q 

entweder  q  =  \  ^i\-^J  +^^(  Y"v  J*^^^^*'^'^  ^^^**^ 

©der  q  =  (fl|t?i*  -f-  «»m?»')  j^tf t  Qx3  "^  ^*  VT >)  J 

feschrieben  werden,  und  es  leuchtet  ein^  dass  jeder  der  beiden 
aktoren^   in  welche   hiernach  q  zerfällt,  ^1  ist.     Unter  sol- 
chen umständen  kann  aber  q  keine  Primzahl  sein. 

Hieraus  folgt,  dass  eine  Primzahl  q  nur  auf  eine  einzige 
Art  als  die  Summe  zweier  Quadrate  äf^-^y^  dargestellt  werden 
kaiiB,  wenn  sie  iberbaufiC  eine  solche  darateltung  zalässt^ 

R^mea  ^it  jetat  aa,  V  M  >l;  so  ist  ki  d<er  Gi;  (&) 
jede  imt  beMn  Sahtai  'Oifi*-^***«^  nnd  atfi»t'+a«^'^^> 
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Hieraus  folgt,  dass  nach  Gl.  (()  die  ZM  q  vieki  in  d«f 
Form 

erscheinen  kann,  sodass  jeder  dieser  beiden  in  Klammern  ge- 
schlossenen Faktoren  eine  ganze  Zahl  sei,  weil  ein  jeder  dmer 

beiden  Faktoren  ^  — ,    also    ^  1 ,    milhin   q    keine    Primzahl 

sein  würde. 

Es  könnte  also  q  i^ur 

entweder  jf  =  T    '  *  "T  *~  jißi^i* "f" «s»»*) 

oder  q  =  (aiVi* -\- aiWt*){   j ) 

sein.  Die  Eine  dieser  beiden  Formen  ist  wie  die  andere  za 
behandeln.  Setzen  wir  die  erste  voraus;  so  ist  schon  mehrmals 
bemerkt,  dass  der  zweite  Faktor  in  dieser  Form^  nämlich 
attt'i* -f* tfi^t* !>  1  ist.    Soll  also  q  eine  Prinizalil  sein;  se  mass 

L ss=  \        oder        flii>i  +  atWf  =  4 

sein.    Dieses  ist  aber,  da  von  den  Zahlen  ai,  aty  &i,  Wt  keine 

3kO  sein  kann,  nur  möglich,  nenn  ri=Bl  und  u'i^l  ist,  und 

iwar  auf  zweierlei  Weise.     Nämlich 

erstens,  indem  «ic=32   und  at  =  2  ist.    Aber  dann  ist  der 

zweite  Faktor  Hitt^i'  -|-  att>i^  von  q  eine  paaret  ZaM^  itiithin 

q  keine  Primzahl; 

zw^eitens,   indem   ii|=s:|    md   at=»3   Ist.     Aber  dann  ist 

1 
nach  der  obigen  Formel  für  $  in  (4)  s:=^~{vf--Wi) 

und  da  tfi  =  I  sein  sölt,  Vt  ebenso  wie  t&i  nnpaar,  mit- 
hin der  zweite  Faktor  aitTi* -f- Ute^s'  von  q  eine'  paare 
Zahl,  folglich  q  keine  Primzahl.  . 

Hiernach  ist  der  Satz  bewiesen,  dass  wenn  D  positiv  ist, 
eine  Primzahl  j,  welche  in  die  Form  x^-\-D'y*  gebracht  wer- 
den kann;  nar  auf  eine  einzige  Weise  so  dargestellt  werden 
kann. 

Die  Bedingung^  dass  D  positiv  sei^  ist  wesentlich,  indem 
für  ein  negatives  ff  (oder  für  eine  positive  .Determi- 
nante D)  allerdings  eine  Primzahl  auf  mehrfache  W^se  in 
der  obigen  Form  enthalten  sein  kann, 

III,  Jede  Zahl  von  der  Farm  oh-^-Dy^  mit  relatin 
primen  Wertben  von  w  und  y  ist  ein  Fakt'or:4cf  Zahl- 
form QD^-^Dy  und  da  eine  Zahl  von  der  letalaren  t^otm^iq 
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dM^Gwteli  0^  --LD.  V  Mf  «ki  spealieHer  Fall  der  erst«v6n  Form 
ist;  so  kann  mae  auch  sagen,  dass  Jede  Zahl  ^on  der 
Form  or* -^  Z?y*  mit  relativ  primen  Werthen  von  a?  und 
y  der  Faktor  einer  Zahl  von  derselben  Form  sei. 

Denn  ist  k  der  Werth  der  ersleren  Zahl;  so  ist  nach  dem 
fünften  Abschnitte  die  unbestimmte  Gleichung'  a?'  —  Z?y*  =  Ä 
in  relativ  primen  Zahlen  nur  möglich,  wenh  k  ein  Faktor  von 
D  —  a?*  oder  von  x^  —  D  ist. 

Allgemeiner  erkennt  man  durch  dieselbe  Betrachtung,  dass 
jede  durch  die  quadratische  Form  ax^  —  2bxy  —  cy*  von 
der  Determinante  1>  dargestellte  Zahl  k  ein  Faktor 
der  Zahlform  J9  — a?*  ist. 

'  IV.  Alle  Zahlen»  welche  Faktoren  von  Einer  der 
beiden  Zahlformen  x*  —  Dy*  und  x^  —  D  sind,  sind  es 
auch  von  der  anderen;  beide  ZahlfoTmen  haben  also 
reap.  die  nämlichen  Faktoren,  wobei  jedpeh  voraus- 
gesetzt wird,  dass  in  der  ersteren  Form  ^  und  y  reia-^ 
tiv  prim  seiün. 

Denn  da  oach  dem  vorhergehenden  Satze  die  Zahl  x^  —  Dy^ 
ein  Faktor  der  Zdhlform  x^' — D  ist;  so  ist  jeder  ihrer  Faktoren 
auch  ein  Paktor  der  Zahlform  x*  —  D.  Und  umgekehrt,  da 
die  Zahl  a?*  —  /?s=a?«  —  D,V  nur  ein  spezieller  Fall  der  all- 
gemeinen Fortn  x^  —  ly  ist;  so  ist  jeder  ihrer  Faktoren 
mdk  ^ih  Fakt<)r  der  llBtzieren  Porni. 

y.  le  zwei  Faktoren^,  r,  in  welche  sich  eine  Zahl 
von  der  Form  x^  —  Dy^  mit  relativ  primen  Werthert 
von  'x  und  y  zerlegen  lässt^  können  durch  zwei  qua- 
dratische Formen  von  folgender  Beschaffenheit  dar- 
gestellt werden.   ^ 

(6)  q^^qx*  —  2pxy  -—  rsy* ' 

(7)  ,r.f±s9rx^^ — ^p^^W* 

In  jeder  dieser  Formen  ist  die  Determinante 
p*-|-jr#=«l?  und  X,  y  sind  relativ  prtm  (ohne  jedoch  in 
beUte^  Formen  dieselben  Werthe  zu  Ifesitzen). 

Denn  nach  dorn  obigen  Satze  III.  ist  die  gegebene  Zahl 
x*  -^  Dy^  ein  Faktor  einer  Zahl  von  der  Form  D  — -  a?*.  Für 
einen  gewissen  Wertli  von  p  hat  man  also  D'-'p^==^qr8  oder 
D=^p*-^qr8.  Hieraus  und  aus  dem  fünften  Abschnitte  leuchtet 
sofort  ein,  dass  sowol  die  unbestimmte  Gl.  (6),  als  aucb  die 
Gl,  (7)  in  ganzen  und  relativ  primen  Zahlen   lösbar  ist,  indem 

man  z.B.  für  die  erste  K=         '^P-  hat  und  JT  —        "^^ 

iiehMen  kaai^  «•§•  sofort  «i  aulässigcn  K^mbinatioiien'  zwisehet^ 
K  uad  K'  löbrili ;  : .  .  :  . 
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W«gw  der  in  (•)  «irf  (7)  MtMteneiff  JWm  «Mtat  maü 
wol  die  Faktoren  der  Ziddfoorm  a^^Dy*  schkditbiii  ifuftdrä-^ 
tische  Faktoren  oder  Divisoren  derseibeo^  besser  aber 
Faktoren  oder  Divisoren  van  ifnadrattsditir  Form. 

Je  zwei  Faktoren  q^  r,  in  welche  sich  eine  Zabl 
Von  der  Form  D  —  jp*  zerlegen  lässt,  können  durch 
zwei  quadratische  Formen  mit  der  beterniinante  B 
und  entgegengesetzten. Koeffizienten,  also  folgen- 
derniaassen  dargestellt  werden. 

(8)  q^=      <wr*  —  2ia?y-*-cf* 

(9)  r  =  —  <su?*-j-2Ja?y-|-cy* 

In  jeder  dieser  Formen  sind  x  und  y  relativ  prim  (ohne 
jedoch  in  beiden  dieselben  W^the  zu  besitzen). 

Nimmt  man  Einen  der  beiden  Faktoren  q  odeir  f  mit  ^eet^ 
gegengesetztem  Zeichen;  so  wird  seine  Form  der  dei  andern 
Faktors  gleich,  während  das  Prodokt  aus  beiden  die.  I^erqi 
X*  —  D  annimmt.  Demnach  kann  man  auch  beh$iiptefi>  da^fl 
je  zwei  Faktoren^  in  welche  sich  ein0  Zahf  voa  der 
Form  a?'  — 2>  zerlegen  lässt;  stets  durch  £lia  ifud  die- 
selbe quadratische  Form  mit  der  Determinante  P 
dargestellt  werden  können« 

Der  gegenwärtige  Fall  enttpriul,  da  jetoi.fttr  eifiea  fe*- 
wissen  Werth  von  p  offenbar  Z) — j^s^afi*  $ein  mif»l»  an«  dem 
vorhergehenden ,  sobald  man  dort  «=1  annimmt.  Hierdurch 
werden  die  beiden  Gleichutrgen  (6),  (?) 

(10)  q  =  qx*  —  2panf-T-r]i*    . 
(i\)  r  =  rx^ — ipxji  —  qy^ 

für  deren  letzte  man  auch  nach  §.  124  die  ihr  ä<qi«ivaleate 

(12)  '•=~*ä«^'  +  2pjf  4-iy* 

setzen  kann^  deren  Koelficitaleti  die  ealgegengesetzten  Zeichen 
der  Koeffizient^  dev  Form  (10)  besilze«/  ^K2|4  zu  beweisen:  war. 
£s  leuctitet  ein,  xl^ss  di«  beides  zfisami^engebipriige»  Fak^ 
toren  ^ ,  r  in  alle  den  Fällen  iwck  ein  and  dieselbe  quA^tsi 
tische  Form  dargestellt  werden  können^  wenn  die  Formen  (10) 
und  (11)  äquivalent  sind.     Das  Letztere  wird  sich  ^i;ibedinfjt 

daim  eirefgneii;   wenn  die  Periode  von  ^^^  eine  unpaare 

GKe^rsaM  besitzt. 

Ferner  ist  klar,  dass  wenn  irgend  eine  l^orrti  (8]l 
hekdinnt  ist^  wodurch  der  Kine  Faktor  q  dar||estell( 
werden  kann^  durch  Umkehrung  der  Zeichen  der 
Ko^effiziettten  sof«it  etttJeFoim  a»h^ll««  «»d-,  tdautdi 
welche  sich  der  andere  Faktor  r  darsteUadI  14sati>' 
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Vli.  Wenn  man  alle  redazirten  Fcnniien.  fir  die  De- 
terminaiite  D  bildet  (§.  1 24) ;  so  erhält  man  sämmtlicbe  qoa-r 
dratbche  Formen  in  einfachster  Gestalt,  welchen  die  Faktoroii 
der  Zahlform  of*  -^  Dy^  oder  der  Zablform  a^  —^D  entsprechen 
müssen. 

Zwei  zusammengehörige  Faktoren  der  Zablform  l>  —  x^ 
werden  erbalten,  wenn  man  irgend  Eine  dieser  redazirten  For- 
men Einmal  mit  ihren  wirl^Uchen  und  Einmal  mit  entgegenge^ 
setzten  Koeffizienten  nimmt  Erzengt  Dies  zwei  äquivalente 
Formen,  was  man  leicht  prüfen  kann;  so  stellt  die  betreffende 
reduzirte  Form  gleichzeitig  die  beiden  zusammengehörigen  Fak- 
toren von  D  —  x^  dar. 

Zwei  zusammengehörige  Faktoren  der  Zahlform  ä?'  —  D 
werden  übrigens  immer  durch  Ein  und  dieselbe  reduzirte  Form 
dargestellt. 

Wendet  man  diese  ßetrachtungen  auf  die  in  §.  124  mit- 
getheilten  reduzirten  Formen  der  sukzessiv  grösser  werdenden 
positiven  und  negativen  Determinanten  an;  so  ergeben  sich 
viele  eigenthümliche  Sätze,  wovon  wir  hier  nnr  einige  hervor-* 
heben  wollen^  .  -  ' 

Zuvörderst  machen  wir  jedoch  nochmal»  darauf  anfmerk-^ 
sam,  dass  die  nachfolgenden  Sätze  nur  unter  der  ausdrück- 
lichen Voraussetzung  gelten,  dass  die  beiden  Unbekannten  Xy 
y  einer  Form  relativ  prime  Zahlen  seien. 

VIII.  Für  D=  —  1  gibt  es  nur  die  einzige  positive  redu- 
zirte Form  a?'-|-y^ 

Alle  positiven  Faktoren  der  Zahlform  a?*-|-y*  oder 
der  Zahlform  a?*-|-*  sind  also  von  der  Form  iF*-|-y?. 

IX.  Für  2>=~  2  gibt  es  ebenfalls  nur  die  einzige  posi- 
tive reduzirte  Form  rc*"|-2y*. 

Alle  positiven  Faktoren  der  Zahlform  ^r'-f-ty* 
oder  der  Zahlform  a?*-{~^  sind  also  von  der  Form 
a;»+2y\ 

X.  Für  Z>=  — 3  gibt  es  die  beiden  positiven    reduzirte« 

Formen  a?*-(-3y*  und  2(a?*--|-^y"l"y*)-  ^^  ^  ""^  y  relativ 
prim  sind,  also  nicht  beide  paar  sein  können;  so  stellt  die  erste 
Form  a7*-|-%*  entweder  nur  eine  unpaare  Zahl  oder  eine  paare 
Zahl  von  der  Form  4i>  dar^  wogegen  die  zweite  Form  nur 
paare  Zahlen  von  der  Form  4/i-{-2  darstellen  kann. 

Alle  positiven  unpaarea  und  alle  positiven  paa-^ 
ren  Faktoren  4»  der  Zahl  form  rer'^Sjr^  oder  der  Zahl** 
form  ir*-)-3  sind  also  von  der  Form  a?*-|-3y',  wogegen 
alle  positiven  paaren  Faktoren  4i}--f^12  die  Form 
2(j7*-J-,a?y-|-y*)  besitzen. 

Scheffler's  anbtstimmte  Analytik.  «50 
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XI.  Für  !>«= — 4  gibt  es  die  beiden  positiven  rednzirten 
Formen  x*'\'iy*  and  2(a?'-f"y*).  Durch  die  erste  werden  od- 
paare  Zahlen  und  paare  Zahlen  von  der  Form  4ii,  durch  die 
zweite  dagegen  paare  Zahlen  von  der  Form  4n  und  4n-f-2 
dargestellt. 

Die  positiven  unpaaren  Faktoren  der  Zahlform 
a?*-j-4y"  oder  der  Zahlform  a?*-|-4  haben  also  die  Form 
a?•+%^  <^'®  paaren  Faktoren  4ft-f-2  die  Form  2(ii?*-j-y*) 
und  die  paaren  Faktoren  An  entweder  die  Form 
^*4-4y*  oder  die  Form  2(a7*-(-y*). 

XII.  Für  D  =  1  gibt  es  die  beiden  reduzirten  Formeo 
2<cy  und  2xy-\-y^,  deren  letzte  man  offenbar  auch  in- die  Form 
(a7-f-y)*  — ^*>  d.i.  in  die  Form  x^ — y'  bringen  kann.  Die 
erste  Form  stellt  nur  paare  Zahlen,  die  zweite  dagegen  an- 
paare  Zahlen  und  paare  von  der  Form  in  dar. 

Alle  unpaaren  Faktoren  der  Zahlform  x^—f 
oder  der  Zahlform  o?' — 1  sind  also  von  der  Form 
^  —  y*»  welche  äquivalent  2jy  +  y*  ist,  alle  paaren 
Faktoren  dagegen  entweder  von  der  Form  2j^  oder 
von  der  Form  ar' — y*. 

XIII.  Für  J9  =  2  gibt  es  nur  die  einzige  reduzirte  Form 
a?«  —  2y*. 

Alle  Faktoren  der  Zahlform  47^—- 2y^  oder  der 
Zahlform  o?*  — 2  sind  also  von  der  Form  i* — 2y'^ 

XIV.  Für  />  =  3  gibt  es  die  beiden  reduzirten  Formen 
x^ — 3y*  und  3ar*— -y*,  für  welche  letztere  man  auch  die  Form 
—  {x*  —  3y*)  nehmen  kann. 

Alle  Faktoren  der  Zahlform  x^  —  3y^  oder  der 
Zahlform  x^  —  3.  haben  also  entweder  die  Form 
a?*  — 3y'  oder  die  Form  3a?'— y*.  Statt  dessen  kann  man 
auch  sagen,  von  jedem  Faktor  jener  Zahlform  habe 
entweder  der  positive  oder  der  negative  Werth  die 
Form  a?*— 3y'. 

XV.  Für  />  =  4  gibt  es  vier  reduzirte  Formen  4a;y, 
4ay-|-'y*»  4a?y  +  2y*j  4ajy  +  3yS  für  welche  man  auch  die 
vier  Formen  4ay,  a?*  — 4y*,  2(a?*— y*),  4ar*-7y*  nehmjen  kann. 

Demnach  sind  alle  unpaaren  Faktoren  der  ZabN 
ferm  x^  —  4y'  oder  der  Zahlform  x^  —  4  entweder  von 
der  Form  ir'-^4y*  oder  von  der  Form  4a?*  — y*.  Die 
paaren  Faktoren  können  jedoch  von  irgend  Einer 
der  bezeichneten  vier  Formen  sein. 
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§.  155.    Mjhtetnre  t^9rm  der  äureh  quadrati$eke  ForffMit  dar* 

I.  Um  die  linearen  Formen  der  Primzahlen  q  za  iin- 
(ersncben,  welche  srch  durch  eine  gegebene  quadratische  Form 

(1)  aa^  —  2bxy  —  cy*==q 

darstellen  lassen,  kann  man  voraussetzen,  diese  Form  sei  re- 
duzirt  (§.  124).  Bezeichnet  D  =  b^-{-ac  die  Determinanle 
dieser  Form;  so  ist  schon  in  §.  154^  III.  angemerkt,  dass  q 
ein  Faktor  der  Zahlform  1>  —  a?*  sei.  Da  man  nun  nach  §.  153 
im  Stande  ist,  die  h'nearen  Formen  aller  Primfaktoren  von 
D  —  07*  zu  bilden^  so  erhält  man  dadurch  eine  Reihe  von  linea- 
ren Formen.,  unter  welchen  allein  die  durch  die  gegebene  Form 
(1)  darstellbaren  Primzahlen  q  zu  suchen  sind. 

Zugleich  erkennt  man  aus  §.  153  die  linearen  Formen 
derjenigen  Primzahlen^  welche  durch  keine  quadratische  Form 
von  der  Determinante  D  darstellbar  sind. 

Die  Primzahlen^  welche  nach  §.  153  Faktoren  von  D  —  o?' 
sind,  und  von  denen  ofTenbar  eine  jede  durch  irgend  Eine 
quadratische  Form  von  der  Determinante  D  darstellbar  ist,  ver- 
theilen  sich  über  die  verschiedenen  reduzirten  Formen 
dieser  Determinante  dergestalt^  dass  jede  reduzirte  Form. eine 
gewisse  Klasse  jener  Primzahlen  ausschliesslich  darstellt. 

Um  nun  die  einzelnen  Klassen  von  linearen  Formen  zu 
ermitteln,  welche  den  einzelnen  reduzirten  quadratischen  For- 
men angehören,  ermittelt  man  in  der  nachstehenden  Weise, 
welche  kleinsten  positiven  Reste  der  Werth  jeder  einzelnen  der 
letzteren  quadratischen  Formen  (1)  für  einen  gewissen  Model 
möglicher  Weise  annehmen  kann,  wenn  man  darin  für  x  und 
y  beliebige  Zahlen  (welche  jedoch,  da  es  sich  um  die  DarsteT- 
lung  von  Primzahlen  q  handelt^  nur  relativ  prim  zu  denken 
sind)  substituirt.  Ist  A  der  Model,  nach  welchem  diese  Unter- 
suchung geführt  wird ,  und  r  der  Vertreter  irgend  eines  Restes, 
welchen  die  Form  (1)  nach  jenem  Model  anzunehmen  fähig 
ist;  so  wird  die  lineare  Form  der  durch  die  quadratische  Form 
darstellbaren  Zahlen  vA-^r  sein. 

Ist  ferner  B  der  Model,  nach  welchem  die  lineare  Form 
wB-^-s  der  Primfaktoren  von  D  — o?*  in  §.  153  dargestellt  ist; 
so  werden  ofTenbar  nor  diejenigen  Primzahlen  irB-j-«,  welche 
gleichzeitig  der  Form  vA-^r  entsprechen,  möglicherweise  durch 
die  quadratische  Form  (1)  darstellbar  sein.  Gehört  nun  die&e 
lineare  Form  ©^44-^=*=«'*  +  «  för  ein  besltmmtes  r 
oder  8  keiner  anderen  reduzirten  quadratischen  Form, 
als  der  gegebenen  (1)  an;  so  werden  alle  in  jener 
linearen  Form  enthaltenen  Primzahlen  gewiss  und 
ausschliesslich  durch  diese  quadratische  Form  dar- 

30* 
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gestellt.  Gehurt  dagegen  jene  lineare  Form  BMhreran  reda- 
zirten  quadratischen  Formen  zagtefch  Im;  so  kann  man  nur 
schliessen,  dass  die  darin  enthaltenen  Primzahlen  durch  irgend 
Eine  der  lelztereo  qnadratisehen  Formen  dargestellt  werdeo. 

Die  im  Vorstehenden  geforderte  Vergleichong  zweier  linearen 
Formen  vÄ-^r  und  wB-\-8  setzt  voraus,,  dass  die  ModeM 
und  B  gleich  seien,  sodass  dann  die  Identität  jener  beiden 
Formen  die  Gleichheit  der  Reste  r  und  s  erheischt.  Man  kann 
aber  jene  beiden  Formen,  wenn  deren  Model  A  und  B  ver- 
schieden sein  sollten,  stets  sehr  leicht  nach  Hin  und  demselben 
Model  C,  welcher  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  von 
A  und  B  ist,  in  die  Form  uC-\-t  bringen.  Denn  ist  A  =  ma, 
B  =  mb,  C=mdb\  so  erhält  man  für  jeden  Werth  von  r  an- 
statt der  einzigen  Form  vA-^r  deren  b  in  der  Form  uC-\-t, 
wenn  man  t  nach  und  nach  =r,  A-^-r^  2^4 -}-r,  3^4 -|-r... 
{b  —  \)A-\-r  setzt.  Ebenso  erhält  man  für  jeden  Werth  von 
8  anstatt  der  einzigen  Form  wB-^b  deren  a  in  der  Fomi 
uC-^tf  wenn  man  t  nach  und  nacb  ==:«,  ^-|-«,  2B-\-$, 
^B-f-s  ...  {a—\)B-{'8  setzt.  Wollte  man  z.  B.  die  Form 
12t?-f~T  durch  den  Model  60  =  12.  5  darstellen;  so  würde  mau 
folgende  5  Formen  erhalten  60r-}-7,  19,  31/43,  55. 

11.  Um  nun  die  linearen  Formen  vA-^-r  derjenigen  Zah- 
len q  zu  bestimmen ;  welche  die  quadratische  Form  (l)  über- 
haupt darzustellen  Hihig  ist^  wollen  wir  erst  einige  ganz  ein- 
fache Fälle  betrachten.  Angenommen,  der  Koeffizient  des  ersten 
Gliedes  der  Form  (1)  sei  =1;  so  kann  dieselbe,  da  sie  eine 
/'ednzirte  sein  soll,  nach  §.  124  nur  x^  —  Dy^  sein.'  Nimmt 
man  jetzt  die  Determinante  D  (oder  deren  absoluten  Werth) 
zum  Model  der  linearen  Form  an^  setzt  also  q  =  vD-\-r]  so 
hat  man 

(2)  a:*  — Z>y*  =  r/>  +  r 

also 

(3)  x^^rmodJD 

Bildet  man  hiernach  die  Reste  der  Quadrate  der  sukzessiv 
aufsteigenden  Zahlen  0,  1^  2,  3...,  also  die  Reste  von  0,  1» 
4,  9...,  welcbe  bekanntlich  eine  wiederkehrende  Periode  be- 
iiilzen,  und  nimmt  jeden  derselben  für  r;  so  erhält  man  die 
linearen  Formen  vD^r^  welche  die  durch  die  quadratische 
Form  (2)  darstellbaren  primen  oder  nicht  primen  Zahlen 
nothwendig  besitzen  müssen.  Will  man  oar  Primzahlen  be- 
trachten; so  sind  für  r  mir  diejenigen  Reste  zu  nehmen,  welche 
relativ  prim  zu  D  sind;  der  Rest  0  kann  in  diesem  Falle  immer 
aasser  Acht  bleiben. 

Wäre  z.  B.  x*^-*i  Oy*  gegeben;  so  sind  die  Reste  der  Qua-^ 
draie  der  natürlichen  Zahlen  nach  dem  Model  10  gleich  0,  1^ 
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4,  5^  6,  9.  Dttffch  die  quadratische  F#riii  ir'-— Ifiy'  können 
alao  aar  Zahlen  ron  dar  lioearen  Forin  tOa-f-0^  1,  4,  5,  6,  9 
dargestellt  werden«  Fragt  man  jedoch  dach  dea  darstellbarea 
Primzahlen;  so  sind  nur  die  zu  tO  relativ  primen  Roste  1 
und  9  beizubehalten.  Die  gesuchten  Primzahlen  können  also 
nur  die  lineare  Form  lOc-f'^  ^^^^  10t?-|-9  haben. 

Ili.  Hat  der  absolute  Werth  des  ersten  Koeffizienten 
der  gegebenen  quadratischen  Form  den  absoluten  Werth  der 
Determinante;  so  kann  jene  Form  nur  Dx*^y^  sein.  Nimmt 
man  jetzt  wieder  D  zum  Model  der  linearen  Form,  schreibt  also 

(4)  2>a?*±y*  =  rl>  +  r 
so  muss  sein 

(5)  '{-y^^.rmodD 

Jenacbdem  also  in  der  gegebeaeo  Form  das  obere  oder 
das  untere  Zeichen  gilt,  bat  man  die  Reste  der  positiven  oder 
der  negativen  Quadratzahlen  nach  dem  Model  D  zu  bilden,  und 
wie  vorhin  zu  verfahren. 

Wäre  z.  R.  8a:*  —  y*  gegeben  \  so  sind  die  fiesie  der  aega* 
tiven  Quadrate  der  aufsteigeoden  Zahlen  nach  dem^  Model  8 
gleich  0,  4,  7,  die  durch  jene  Form  darstellbaren  Zahlen  also 
^=39=.8p*{-0,  4,  7  und  die  durch  dieselbe  darstaiibaren  Pri«- 
zahlen  einzig  ==8i?-j-7. 

IV.  Gehen  wir  jetzt  zu  dem  allgemeineren  Falle  über.  Soll 
die  Determinante  D  der  quadratischen  Form  (t)  der  Model  für 
die  lineare  Form  der  dadurch  dargestellten  Zahlen  sdn;  so 
ergibt  sich,  wenn  man  jene  quadratische  Form  mit  a  multipli- 
zirt  und  vD-^-r  für  q  schreibt, 

(ax  —  byY  —  />y*  =  mD  -j-  «r 

also,  wenn  man  zur  Abkürzung  ai?  —  by=^z  setzt, 

(.6)  z^^armodD 

Um  also  die  verschiedenen  möglichen  Werthe  von  r  zu 
erhalten,  kann  man  nach  dem  Model  D  erst  die  Reste  der 
Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  bildeu,  welche  stets 
periodisch  sind  und  die  Werthe  von  z^  vertreten.  Hierauf  kann 
man  die  Reste  der  sukzessiven  Vielfachen  von  a  bis  zum 
{D  —  l)fachen  hinauf  bilden,  welche  die  Werthe  von  ar  ver- 
treten. Jeder  der  letzteren  Reste^  welcher  mit  irgend  Einem 
der  ersteren  quadratischen  Reste  übereinstimmt,  lehrt  einen 
zulässigen  Werth  von  r  kennen. 

Dieses  Verfahren  ist  offenbar  anwendbar,  gleichviel,  ob 
es  sich  um  eine  redozirte  oder  nicht  reduzirte  quadratische 
Form,  ob  um  darzustellende  prime  oder  nicht  prime  Zahlen 
handelt. 
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Man  kann  ttbrigeas  die  Koagruenz  (6)^  aas  welcher  die 
Wertbe  von  r  zu  bestimmen  sind,  dnrch  folgende  ^ezialwirang 
noch  in  eine  zweckmdssigere  Gestalt  bringen. 

V.  Zu  diesem  Ende  bemerken  wir,  dass  wenn  die  drei 
Zahlen  a,  b,  c  der  Form  (1)  ein  gemeinschaftliches  Maass  m 
besässen,  durch  jene  Form  überall  keine  Primzahlen,  sondern 
nur  Vielfache  von  m,  also  Zahlen  von  der  Form  mp  dargestellt 
werden  könnten.  Um  die  linearen  Formen  derselben  zu  finden, 
kann  man  den  Faktor  m  aus  den  Zahlen  a,  b,  c  ausscheiden 
und  aas  der  übrig  bleibenden  quadratischen  Form  die  lineare 
Form  von  p  bestimmen,  deren  Multiplikation  mit  m  alsdann 
auch  die  lineare  Form  der  Zahlen  q  =  mp  erkennen  lässt. 

Nehmen  wir  also  an,  die  drei  Zahlen  a,  b,  c  habe^n  kein 
gemeinschaftliches  Maass.  In  diesem  Falle  ist  klar,  dass  sich 
unter  den  beiden  äusseren  Koeffizienten  a  und  c  entweder 
Einer  findet,  der  zur  Determinante  D  relativ  prim  ist, 
oder  wenn  jeder  ein  gemeinschaftliches  Maass  mit  D  hätte,  doch 
Einer,  welcher  kein  Vielfaches  von  D  ist.  Denn  wäre 
jeder  von  beiden  Koeffizienten  ein  Vielfaches  von  />,  also 
a=:dDy  c=icD:8o  müssten  wegen  i>==6*-|-ac  =  6*-|*acZ>* 
"  ofiTenbar  b  und  D^  folglich  auch  die  drei  Zahlen  a,  b,  c  do 
gcMueinschafttiches  Haass  haben,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht. 

Derjenige  Koeffizient,  welcher  der  eben  bezeichneten  Be- 
dingung entspricht,  welcher  also  entweder  relativ  prim  zu 
D  oder  doch  kein  Vielfadbes  von  D  ist,  werde  in  der  Form 
(1)  vorangestellt^  und  vertrete  darin  die  Stelle  von  a. 

Vi.  Ist  nun  a  relativ  prim  zu/?;  so  ist  es  offenbar  gleich- 
gültig, ob  wir  in  der  Kongruenz  (6)  für  z  nach  und  nach  die 
natürlichen  Zahlen  0,  1,  2,  3...(Z>  —  1)  oder  die  sukzessiven 
Vielfachen  von  a,  also  die  Zahlen  0,  a,  2a,  3a...(/>— 1)a 
setzen^  weil  ja  die  Reste  dieser  Vielfachen  nach  dem  Modell^ 
alle  jene  natürlichen  Zahlen  enthalten  werden. 

Setzt  man  aber  in  (6)  statt  der  beliebig  Veränderlichen 
z  den  Ausdruck  az;  so  erhält  man  a^z^^armod D  und  wenn 
man  mit  dem  zu  D  relativ  primen  Faktor  a  dividirt, 

(7)  az^^rmodD 

Demnach  braucht  man,  um  die  verschiedenen  Werthe  von 
r  zu  finden,  nur  die  Reste  des  a fachen  der  sukzessiven  Qua- 
dratzahlen zu  nehmen. 

Man  sieht,  dass  in  diesem  allgemeineren  Falle  auch  die 
beiden  ad  II.  und  III.  erörterten  Fälle  mit  begriffen  sind, 

Vif.  Hat  dagegen  a  mit  D  das  gemeinschaftliehe 
Maass  m,    ohne   dass   a   ein   Vielfaches   von  D,   also  m^scD 
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wäre;  so  sei  a=s:md^  Bsssmff,  woriii  nun  d  nudlJ^  relativ 
p-rim  sind.  Ferner  sei  ^^  der  in  dem  gemeinschafüichea 
Maasse  m  etwa  vorkommende  quadratische  Faktor,  also  m=B^W, 
sodass  nan  m  kein  Quadrat  mehr  zum  Faktor  besitzt,  und 
a^'li^tnd,  D  =  JiW2?'  ist.  . 

Führt  man  diese  Werlhe  von  a  nnd  D  in  die  mit  der 
Kongruenz  (6)  gleichbedeutende  Gleichung  z^  =  ar'-\-vD  ein; 
so  ergibt  sich 

Ä*  =  piiVn  (aV -}- «?/>') 

Hiernach  muss  z*  durch  fx^  also  z  durch  |ii  theilbar  sein.  Als^ 
dann  muss  aber  ferner  (  —  )    noch   durch   m',    also   weil   ni 

keinen  quadratischen  Faktor  enthält,  auch  —  durch  ,m    theil- 

bar,  mithin  —  =  mz    und  z=iimz    sein.     Setzt   man   diesen 

Werth  für  z  in  die  obige  Gleichung  und  dividirt  durch  fiW; 
so  kommt  mz^==dr'\'p£y  also 

mz^^drmodD'  ^         .    . 

Jetzt,  wo  d  und  D'  relativ  prim  sind,  kann  man  wieder  sdilies$ep> 
wie  ad  VI.,  dass  es  gleichgültig  sei,  ob  man  für  ;&'  die  natür- 
lichen Zahlen  0,  1,  2,  3 . . .  oder  die  sukzessiven  Vielfachen 
von  d  substituire.  Schreibt  man  demnach  dz  für  z  und  di- 
vidirt durch  den  zu  D'  relativ  primen  Faktor  a  ;  so  ergibt  sich 

(8)  mdz^^rmodD' 

aus  welcher  Kongruenz. die  Werthe  von  r  ebenso,  wie  aus  (7) 
zu  bestimmen  sind.  Die  lineare  Form  der  Zahlen  q  bezieht 
sich  in  diesem  Falle  auf  den  Model  Z>',  ist  also  =ivu  -{^r. 

VJII.  Wenn  man  unter  q  nur  Primzahlen  verstehen  will» 
wird  man  von  den  Werthen  der  Reste  r  alle  Zahlen  aus- 
schliessen ,  welche  mit  dem  Model  der  linearen  Form  ein  ge- 
meinscbaf Hiebes  Maass  besitzen.  Man  erkennt,  dass  hierdurch 
alle  diejenigen  Primzahlen  ausgeschlossen  werden  wurden,  welche 
in  der  Determinante  D  der  quadratischen  Form  (1)  selbst  ent- 
halten und  jederzeit  durch  irgend  eine  quadratische  Form  von 
dieser  Determinante  darstellbar  sind. 

Die  eben  genannten  in  *  D  enthaltenen  Primzahlen  lassen 
sich  übrigens  leicht  in  folgender  Weise  berücksichtigen.^  Ist 
q  eine  solche^  also  Di=pq\  so  wird  offenbar  q  durch  die  Form 

(9)  qJP^.—py* 

(indem  man   z.B.   a?==l,  y==0    setzt)   dargestellt,   und   diese 
Form  ist  zugleich  eine  reduzirte. 

Hiernach  kann  man  mit  Leiehtigkeit  die  redozirlen  ForneA 
bilden,  welche  die  verschiedenen  in  D  enthaltenen  Priraiahleu 
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derstetten.  Sind  hiervon  mehrere  äquivalent;  so  steilt  Eine 
der  äquivalenten  FiHtnen  eine  jede  der  beCreffeorfea  Mm- 
zahlen  dar. 

IX.  Sehliesslich  bemerken  wir,  dass  wenn  die  Determinante 
D  ein  positives  Quadrat  d*  ist,  die  reduzirten  Formen,  welche 
sämmtlich  die  Gestalt  2dxy-\-ry^  haben,  sofort  die  linearen 
Formen  der  dadurch  darstellbaren  Primzahlen  ergeben,  wenn 
man  darunter  diejenigen  auswählt,  worin  r  relativ  prim  zu  2d 
ist,  und  alsdann  y:=l  setzt.  Hierdurch  ergeben  sich  die 
linearen  Formen  für  den  Model  2d  in  der  Gestalt  2dx'^r  und 
man  erkennt,  dass  durch  die  betreffende  Klasse  von  quadra- 
tischen  Formen  immer  nur  diese  einzige  Klasse  von  Primzahlen 
darstellbar  ist. 

§.  156.     Asmmemdmng  der  var^ehemdeH  Säüte  auf  die  ein- 
faeheien  ^fluidratUehen    und   Umearen   Wonmem  der  JPtmi- 

I.  Um  von  den  Sätzen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
einige  Anwendungen  zu  zeigen;  so  sei  zuvörderst  die  Determi- 
nante />=— •  1. 

In  cliesem  Falle  gibt  es  nach  §.  124  nur  die  einzige  redu- 
jjirte  Form  x^-^y*. 

Da  nun  nach  §.  153,  III.  jede  Primzahl  von  der  Form 
4it-|- 1  ein  Faktor,  dagegen  jede  Primzahl  von  der  Form  4n-|~^ 
kein  Faktor  von  — 1  — x*  oder  l-|-j?'  ist;  so  ergibt  sich  so- 
fort, dass  durch  a?*-}-?*  j®^®  Primzahl  von  der  Form  4rt-f'^ 
aber  keine  Primzahl  von  der  Form  4fi-|-3  darstellbar  sei. 

Nach  §.  154,  II.  ist  jede  der  ersteren  Primzahlen  auch 
mir  in  einziger  Weise  in  der  Form  j7*-f-y'  darstellbar. 

Dieser  Satz,  wonach  jede  Primzahl  4n-|-i  die 
Summe  zweier  Quadrate^  und  zwar  nur  auf  einzige 
Weise  ist,  wogegen  keine  Primzahl  in-^d  diese 
Eigenschaft  besitzt,  ist  schon  von  Fermat  gefunden. 

II.  Nimmt  man  Z/s=s_2;  so  gibt  es  ebenfalls  nur  eine 
einzige  reduzirte  Form  x*^2y^,  und  demnach  erkennt  man 
AUS  %.  153,  V.y  dass  jede  Primzahl  von  der  Form  Sn-j-t 
und  Si94-3,  aber  keine  Primzahl  von  der  Form  dn-f-^ 
und  8»-4"7  durch  a?*-J-2y'  darstellbar  sei. 

III.  Auch  für  Z>  =  2  gibt  es  nur  eine  einzige  reduzirte 
Form  or'  — 2;'.  Ans  §.  153,  IV.  eitellt  daher,  dass  jede 
Primzahl  von  der  Form  6fi4^  1  ,and  dfi-f*7,  aber  keioi 
Primxahl  von  der  Form  Sn^3  und  8n-f^5  durclia?'--2jf' 
darstellbar  sei. 
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1¥.  Für  l>a=s  —  ^  giiit  es' zwei  redasirte  Pörmen,  nämlicb 
^*+3y*  ond  2:r*4-^^"T"2y'.  Darch  die  letzlere  Form  wer- 
den mir  paare  Zahlen  >  jdso  äberhanpt  keine  ^Priimälileu  ]>2 
dargestellt.  Alle  darcb  eme  quadratische  Form  von  der  De-^ 
terminante  —  3  darstellbaren  Primzahlen,  sind  daher  nur  durch 
die  erstere  Form  darstellbar. 

Hieraus  und  aus  §.  153,  IX«  folgte  dass  jede  Prim^cahl 
van  der  Form  3^4^  1  (oder,  da  hierin  n  Jedenfalls  paax 
»ein  wird^  von  der  Form  6n-\'\)f  aber  keine  Primzahl 
von  der  Form  dn-\-Z  (oder,  da  hierin  n  jedenfalls  unpaar 
sein  wird,  von  der  Form  6w-|-5)  durch  s^-^-Sy^  darstell- 
bar sei. 

Die  Primzahl  3  selbst  gebort  ebenfalls  der  Form  x^-^^y^  an. 

V.  Für  2?  =3:3  gibt  es  die  beiden  redozirtcn  Formen 
X*  —  3y*  und  3x^  —  y".  Darstellbar  durch  irgend  Eine  dieser 
beiden .  Formen  sind  nach  §.  153,  VilL  nur  die  Primzahlen, 
welche  gleichzeitig  den  linearen  Formen  3tr-{-l  und  4n-|-l, 
sowie  diejenigen,  welche  gleichzeitig  den  linearen  Formen  3w-^-2 
und  4ii  -f-  3  entsprechen^  also  nur  die  Primzahlen  von  der  Form 
12tr-f-l  oder  von  der  Form  12ti?-f-tl. 

Untersuchen  wir  nun  die  Reste  r  der  Form  a?'  —  3y'  nach 
§.  155,  lt.;  so  sind  dieselben  ^x^modS^  also  =0  und  1. 
Demnach  würden  durch  diese  quadratische  Form  nur  Prim- 
zahlen von  der  linearen  Form  3^7 --j-l  oder  von  den  Formen 
12t? -f-1,  4,  7,  10  darstellbar  sein.  Von  allen  diesen  stimmt 
nur  die  Form  12t7-|-l  mit  der  Einen  der  linearen  Formen 
überein,  welchen  alle  in  Rede  stehenden  Primzahlen  nach  dem 
Vorhergehenden  entsprechen  müssen. 

Was  die  zweite  Form  3x*  — y'  betrifft;  so  sind  deren  Reste 
r  nach  §.  155,  HI.  ^ — y*mod3  also  =0  oder  2.  Demnach 
würden  hier  die  Primzahlen  von  der  Form  3t?-|~2  oder  von 
den  Formen  i2t?-f-2,  5,  8,  11  in  Betracht  kommen.  Hiervon 
stimmt  nur  die  Form  12t?-f-ll  mit  der  früheren  überein,  wel- 
cher alle  darstellbaren  Primzahlen  entsprechen  müssen. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  alle  Primzahlen  12^4*1  aus- 
schliesslich der  Form  x^  —  3y'  und  alle  Primzahlen 
1227-|-11  ausschliesslich  der  Form  3x^-^y*  angehören, 
und  dass  Primzahlen  von  den  Formen  12p-f-5  und  12i?4-7 
^barhaupt  durch  keine  quadratische  Form  von  der  Determinante 
3  darstellbar  seien. 

Die  Primzahl  3  selbst  gehört  der  letzteren^  i^cfat  der 
ersteren  Form  aa. 
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§.  157.  JNe  MtnBmi^eki&m  Mmmmnmmmem  hSkerer  ^hrmäe  «•« 
der  form  x>>5 1.  —  ^rmäUve  Wuraeiu  4ie9er  MamgrueMZem, 

I.  Für  gewisse  höhore  Untersaduiogeii  in  der  Theorie  ixx 
Zahlen  haben  die  binomisehen  Kongruettzen  von  der  Fornt 

(!)  x^^imodp 

worin  der  Model /i  eine  Primzahl  sein  soll,  eine  besondere 
Wichtigkeit.  Diese  Kongruenz  nlen  Grades  kann  bekanntlich 
höchstens  n  verschiedene,  d.  h.  nach  dem  Model  p  nicht  kon- 
gruente Wurzeln  haben,  von  welchen  man  immer  voraussetzen 
kann,  dass  sie  positiv  und  kleiner  als  p  seien  (§.  146,  I.). 

Die  genaue  Anzahl  der  verschiedenen  Wurzeln  der  Kon- 
gruenz (1)  iBndet  man,  wenn  man  nach  §.  146,  VII.  das  grosste 
gemeinschaftliehe  Maass  zwischen  den  beiden  Funktionen 

(2)  :r°  ~  1         und        0?^"*  —  1 

sucht. 

Besitzen  nnn  allgemein  die  Exponenten  von  a;  in  zwei  Bi- 
nomen der  vorstehenden  Art  das  grössle  gemeinschaftliche  Maass 
r,  hätte  man  also  die  beiden  Binome 

;r"  —  1  =  (xy  —  1 
ir'*  —  1  =  Ix*)^  —  1 

so  erkennt  man  nicht  bloss  sofort^  dass  x^  ^-i  ein  gemein- 
schaftliches Maass  beider  Binome  ist^  sondern  das  bekannte 
algebraische  Divisionsverfahren  lehrt  auch  leicht,  dass  x'  —  ^ 
das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  jener  beiden  Binome  ist. 
Hieraus  folgt,  dass  wenn  der  Exponent  n  der  Kongruenz 
(1)  relativ  prim  zur  Zahl  p — 1  ist,  wenn  also  n  und  p  —  ^ 
nur  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  1  besitzen,  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  der  beiden  Binome  (2)  x  —  \  ist,  dass 
also  in  diesem  Falle  die  Kongruenz  (t)  nur  die  einzige  Wurzel 
x  =  \y  welche  positiv  und'<^p  ist,  oder  aligemein  die  Wurzel 
x^\  modp  enthält. 

So  würde  z.  B.  die  Kongruenz  x^^\  mod5  nur  die  Wur- 
zel 1   besitzen,  da  3  und  4  relativ  prim  sind. 

Was  nun  aber  eine  Kongruenz  von  der  Form  (1)  betrifftt 
deren  Exponent  n=^rs  mit  der  Zahl  p  —  1  =rf  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  r  besitzt;  so  hat  jene  Kongruenz  keine 
anderen  Wurzeln,  als  die  Kongruenz  a;'^l,  worin  r  ein  Fak- 
tor von  p  —  1  ist. 

So  hat  z.  B.  die  Kongruenz  x^^\modV6,  wofür  8  und 
12  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  4  be&ttzen,  keine  ande- 
ren Wurzeln,  als  die  Kongruenz  ^^^1. 

Demnach  können  die  Untersuchungen  über  die  Yfntteh 
der  Kongruenzen  von  der  Form  (1)  auf  die  Fälle  beschränkt 
werden,  wo  der  Exponent  n  ein  Faktor  von  p — 1  ist. 
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II.  Eine  soictia  Kongroeoz  hsU  offenbar  ebenso  viel  ver- 
schiedeiie  Wnrzrki,  al%  ihr  Exponent  n  Einheiten.  Sind  diese 
Wurzeln  a,  b,  c...;  so  ist  klar^  dass  jede  Potenz  irgend. Einer 
dieser  Wurzeln,  oder  der  kleinste  Rest  einer  jeden  Potenz  von 
einer  solchen  Wurzel  die  Kongruenz  (1)  erfüllt,  also  wiederum 
eine  Wurzel  der  Letzleren  ist.     Hätte  man  also 

a  ^Ri        b  ^Si        c  ^Ty 

fl'=Ä3  6' =  «3  C»=r3 

•  •  • 

•  •  • 

SO  wären  alle  mit  R,  S,  T...  bezeichneten  Zahlen  Wurzeln 
der  Kongruenz  (1).  Diese  Zahlen  können  natürlich  nicht  sämmt- 
lieh  versdbieden  sein^  da  ja  die  gegebene  Kongruenz  überhaupt 
nur   n    verschiedene   Wurzeln  'besitzt.     Vielmehr  bilden  sowol 

« 

die  Zahlen  R,  wie  difü  S,  7  etc.  Perioden,  deren  letztes  GUed 
immer  =^1  ist,  während  die  übrigc^n  Glieder  verschieden  von 
einander  und  vpn  1  sind  (§.  142). 

Keine  dieser  Perioden  kann  mehr  als  n  Glieder  enthaltön. 
W«l  aber  kann  eine  solche  Periode  weniger  als  n  und  auch 
genan  n  Glieder  besitzen» 

Besässe  eine  Periode,  z.  B.  die  der  R,  weniger  als  «,  etwa 
m  Glieder;  so  kann  nach  §.141  m  nur  ein  Faktor  von  n  sein, 
und  es  ist  klar,  dass  alsdann  die  Zahl  a  auch  die  Wurzel  einer 
Kongruenz  x'^^i  ist»  deren  Exponent  mK^ri  und  zwar  ein 
Faktor  von  »ist.  Dieser  Fall  kann  also,  wenn  der- Exponent 
n  der  Kongruenz  (1 )  eine  Primzahl  ist,  nur  für  die  .einzige 
Wurzel  a  eintreten,  welche  ==  l  ist,  und  für  welche  die  frag- 
liche Periode  iniiner  nur  aus  einem,  einzigen  Gliede  besteht. 
Für  jede  andere  der  übrigen  n  —  1  Wurzeln  &,  c...  miis}» 
dann  die  Periode  der  S,  der  T  u.  s.  w.  genau  »  verschiedene 
Glieder  besitzen. 

.  Die  letztere  Erscheinung,  wo  die  Periode  der  Grössen  R 
oder  S  oder  7\..  genau  n  Glieder  enthält,  kann  übrigens  auch 
für  diese  und  jene  der  Wurzeln  a,  b\  c, , .  selbst  dann  eintreten, 
wenn  der  Exponent  n  keine  Primzahl  ist.  Eine  Wurzel  der  letzte- 
ren Art  besitzt  alsdann  folgende  zwei  bemerkenswerthe  Eigenschaf- 
ten: Sie  gehört  keiner  Kongruenz  von  der  Form  (1) 
an,  deren  Exponent  kleiner  als  n  wäre,  und  die  Reste 
ihrer  sukzessiven  Potenzen  a,  a*,  ö'...  liefern  alle 
Wurzeln  «,  6,  c,  der  gegebenen  Kongruenz  (1).  Man 
erkennt  auch,  dass  die  Eine  dieser  beiden  Eigenschaften  die 
andere  bedingt.  Diejenigen  der  Wurzeln  ä,  b,  c . . . ,  welche 
die  vorstehenden  Eigenschaften  besitzen,  nennt  man  primitive 
Wurzeln  der  Kongruenz  (1).  Man  sagt  .arach,  ein«  Zahl 
a,  welche  nach  vorstehender  Erklärung  eine  pirimitive  Wurzel 
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der  Kongruenz  (1)  ist,  ¥0b  welcher  alMi  keine  niedrigere, 
als  die  nte  Potenz  kongruent  1  ist,  gelillPe  zom  Expo- 
nenten n. 

III.  Dass  die  Kongruenz  (!)  stets  primitive  Wurzeln  haben 
müsse,  erkennt  man  durch  folgende  Betrachtung. 

Für  den  Fall,  dass  der  Exponent  n  eine  Primzahl  ist, 
weiss  man  schon  ans  dem  Obigen,  dass  mit  Ausschluss  der 
Wurzel  1  alle  übrigen  n  — t    Wurzeln  primitfv  sind. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  n  sei  eine  Potenz  einer  Prim- 
zahl, also  =r".  Wäre  nun  unter  allen  n  Wurzeln  keine 
primitive  vorhanden,  gehörten  also  alle  diese  Wurzeln  Kon- 
gruenzen an,  deren  Exponenten  kleiner  als  n  und  '  Faktoren 
von  n  wären;  so  könnten  düe  Exponenten  dieser  niedrigeren 
Kongruenzen  nur  die  Werthe  r^r^,  r* . . .  r"-^  haben.  Die  Wur- 
zeln aller  Kongruenzen,  deren  Exponenten  r,  r*,  r* .  • .  r**  *  sind, 
kommen  aber  offenbar  in  der  letzten  Kongruenz  vor^  deren 
Exponent  r"-*  ist.  Diese  Kongruenz  besitzt  jedoch  nur  r*^*  Wur- 
zeln; es  müssen  also  unter  den  ft=r^  Wurzeln  der  gegebenen 
Kongmenz  noth wendig  prinutive  vorkemm^i.  Da  die  Anzahl 
der  nicht  primitiven  Wurzeln  in  diesem  Falle  sc r^^^  ist;  so 
ist  die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln  =*r^  —  r^-*  5=^(r  —  l)r"*^ 
^(r-l)n 

r 
Endlich  sei  der  Exponent  der  Kongruenz  (1)  eine  belie- 
bige zusammengesetzte  2ahl  von  der  Form  »s=r9^...) 
worin  r,  9y  t .. .  Potenzen  verschiedener  Primzahlen  seien.  Ist 
dann  resp.  a,  ß,  y . . .  eine  primitive  Wurzel  der  Kongruenz 
a^^i,  ü^^i,  ^^^1...;  so  kann  man  zeigen,  dass  das  Pro- 
dukt aßy.. .  oder  dessen  kleinster  Rest  eine  primitive  Wurzel 
der  gegebenen  Kongruenz  sei. 

Denn  zunächst  leuchtet  ein,  dass 

(aßv...)'*"=l 

dass  also  jenes  Produkt  aßy . . .  überhaupt  eine  Wurzel  der  ge- 
gebenen Kongruenz  ist.  Wäre  dasselbe  nun  keine  primitive 
Wurzel;  so  müsste  es  zugleich  die  Wurzel  einer  Kongruenz 
sein,  deren  Exponent  m  ein  Faktor  von  rst...  ist^  sodass  man 
allgemein  r  =  rr\  9  =  88',  t  =  ii' ,,,  und  m  =  r8f  ,..  setzen 
kann,  worin  mindestens  Einer  der  Faktoren  r ,  s,  t' . , .  kleiner 
als  der  korrespondirende  von  r,  *,  f..,  ist.  Wäre  z.  B.  r  <Cf\ 
so  beachte  man,  dass  wenn 

(aßy  ...)''■'''•  ^  1  ist,  auch 
(aßy . .  .ywt'i"    ^  (j^ßy      yai...  _  j  ^^j^  ^j^j 

Nun  hat  man  offenbar  ohne  Weiteres  auch  für  dasProdoU 
ßf. ..,  von  welchem  die  Zahl  a  ausgeschlossen  ist, 
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inilhin 

(aßv.../'^- =(ßy...)''''- 

und  wenn  man  diese  Kongruenz  durch  (ßy...)^'"^*   dividirt, 

Dieses  Resultat  widerspricht  der  Voraussetzung^  wonach  a 
eine  primitive  Wurzel  der  Kongfuenz  vom  Exponenten  r  sein 
soll.  Es  muss^also  aßy...  eine  primitive  Wurzel  dei*  gegebenen 
Kongruenz  sein. 

IV.  Die  Anzahl  der  primitiven  Wurzeln  derKon- 
gruenza?"^!  ist  ebenso  gross,  als  die  Anzahl  der 
Zahlen,  welche  <Cn  und  relativ  prira  zu  n  sind  (wobei 
die  Zahl  t  als  unier  die  zu  n  relativ  primen  mitgerechnet  wird). 

Denn  ist  a  eine  primitive  Wurzel;  so  können  die  n  ersten 
Potenzen  von  a,  also  a,  a^,  a^.,.a^  als  die  Vertreter  der  n 
Wurzeln  der  gegebenen  Kongruenz  angesehen  werden,  indem 
die  letzte  Potenz  n"  die  Wurzel  1  vertritt.  Jede  höhere  Potenz 
von  a  entspricht  einer  Wurzel,  welche  mit  irgend  Einer  der 
vorstehenden  identisch  ist^  und  zwar  hat  man  allgemein  a'^^'^a^ 
sodass  die  Wurzel  1  nur  durch  diejenigen  Potenzen  vertreten 
wird,  deren  Exponenten  Vielfache  von  n  sind. 

Ist  nun  s  irgend  Eine  zu  n  relativ  prime  Zahl  aus  der 
Reihe  t,  2,  3...n,  und  bildet  man  von  der  Wurzel  a'  die 
ersten  n  Potenzen  o*,  a*",  i»''.*.a''%  welche  offenbar  simmtlich 
Wurzeln  der  gegebenen  Kongruenz  darstellen;  so  kann  hier^ 
unter  nur  die  letzte^  und  keine  andere,  wie  etwa  a'*  die  Wnr- 
zd  1  vertneten.  Denn  sonst  roüsste  t$  ein  Vielfaches  von  it, 
also,  da  t  und  n  relativ  prim  sein  sollen,  t  ein  Vielfaches 
von  n  sein. 

Hiernach  ist  von  den  sukzessiven  Potenzen  von  a'  die  nte 
Potenz  a""  die  niedrigste,  weldie  ^1  ist.  Mithin  sind  die 
ftesie  alier  dieser  Potenzen  oder  die  dadurch  dargestellten 
Wurzeln  der  Kongruenz  (1)  sdmoitUGh  verschieden  <§.  142X 
d.  b.  a"  ist  ebenfalls  eine  primitive  Wurzel  dieser  Kongmenz. 

V.  Das  Vorstehende  lehrt  zugleich,  wie  sich  alle  übrigen 
primitiven  Wurzeln  der  Kongruenz  (1)  ergeben,  wenn  eine 
einzige  a  bekannt  ist.  Bezeichnen  nämlich  r,  «,  f . . .  die  Zahlen, 
welche  <[n  und  relativ  prim  zu  n  sind,  wobei  man  auch  den 
Werth  raisl  mitrechnet;  so  sind  die  gesuchten  primitiven  Wur'^ 
zeln  die  Reste  der  Potenzen 

So  ist  9«  B.  5  ein$  prioiäAV«  Wurzel  der  Kongmenz  w^i^i  mod  1 3. 
Deroniieb  sind,   da   es  nur  die  (neiden  Zahlen,  i    and  3  gM, 
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welche  ^  4  und  relativ  prim  za  4  sind,  alle  primitiven  Warzeln 
jener  Kongruenz  die  Reste  der  beiden  Potenzen  5^  und  5'  d.i. 
5  und  8. 

VI.  Wenn  der  Exponent  n  der  Kongruenz  (1)  den  Werth 
p  —  1  hat;  so  nennt  man  die  primitiven  Wurzeln  der  in  man- 
cher Beziehung  wichtigen  Kangruenz 

(3)  s^^  ^  1  modp 

kurzweg  die  primitiven  Wurzeln  von  p  oder  wie  wir  uns 
lieber  ausdrücken  würden,  die  primitiven  Wurzeln  nacbf. 

VII.  Aus  dem  Umstände,  dass  jede  Kongruenz  wie  die 
vorstehende  (3)  primitive  Wurzeln  hat,  lässt  sich  der  Wilson- 
sehe  Lehrsatz  (§.  144)  leicht  auf  folgende  Weise  ableiten. 
Ist  a  eine  solche  primitive  Wurzel;  so  kommen  unter  den  Resten 
der  ersten  p  —  1  Potenzen  von  a  alle  Zahlen  1,  2,  3...(;>— -1) 
vor.  .  Multiplizirt  man  also  alle  diese  Potenzen  miteinander;  so 

kommt 

p(p-n 

a   «    =1.2. 3...  (/>-!) 

und  da  nun  n=/?— 1,  m=\,  also   nach  §.  145,  III.,  «* 

p(p-i)      /*  EdL^** 
=  (— 1)"=— r,  folgHch  a   »    =Va«y  =(-l)P  =  -'lisl, 

1  .2.3...(/?  — I)  =  — 1 

VIII.  Dem  Ende  dieses  Werkes  haben  wir  eine  aus  dem 
9ten  Bande  von  Grelles  Journale  für  Mathematik  ent- 
lehnte Tafel  der  primitiven  Wurzeln  der  Kongruenz  (1)  für 
die  Primzahlenwerthe  des  Models  p  von  2  bis  67  and  für  alle 
Werthe  des  Exponenten  n,  welche  Faktoren  von  p  —  1  sind; 
angehängt. 

§.  15a    MHe  I»4ifte$  der  MnMfen. 

I.  Wenn  B  irgend  eine  prinntive  Wurzel  nach  der  Prtm- 
zahl  p,  also  eine  primitive  Wurzel  der  Kongruenz  a?^-*  ^  1  modp 
ist;  so  denke  man  sich  alle  durch  p  nicht  theilbare  Zahlen, 
wie  z.B.  die  Zahl  a,  auf  die  Zahl  B  als  Basis  eines  Potenzen- 
Systems  bezogen,  sodass,  die  Exponenten  e  ermittelt  sind,  für 
welche 

(1)  B^^amodp 

ist.  Der  Exponent  e  heisst  dann  nach  Gauss  der  Index  von 
a,  und  wir  schreiben 

(2)  inda^we 

li.  Jede  Zahl  a  besitzt  zwar  tfnendlich  viele  verschiedene 
loilizes;   dieselben  unterscheiden  sich  jedoch  nur  durch  Viel- 
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fache  der  ZaU  p  —  1  Tonetoander  oder  sind  säDfmtiidi  nach 
dem  Model  jp  —  i  kongrueat. 

Denn  wäre  nach  dem  Model  p  zugleich  B''  =  a  und  B^^^a 
und  /*]>«;  so  hätte  man 

B^  —  JB*  =  B«(JBf-*  —  1)  =  0 

folglich  auch,  da  B^^a  und  a  zum  Model  p  relativ  prim  isf^ 
jP-®  — 1^0  oder  .B^-*^l^  was,  da \ß  eine  primkive  Wurzel 
naeh  p  darstellt,  nur  möglich  ist,  wenn Y—^  ein  Vielfaches 
von  p  —  i  oder  f^emod{p  —  1)  ist. 

Demnach  gelten  die  nach  dem  Model  p  —  1  kongruenten 
Indizes  e  für  gleichbedeutend,  sowie  die  nach  dem  Model  p 
kongruenten  Zahlen  a  für  gleichbedeutend  angesehen  werden 
können. 

III.  Ffir  die  Indizes  gelten  einige  leicht  zu  erweisende 
Sätze,  welche  denen  der  Logarithmen  analog  s$tnd.  Es  i^l 
nämlich : 

der  Index   eines  Produkts   kongruent   der  ^nmme 
der  Indizes  der  Faktoren  nach  dem  Model  p — 1, 
also 

(3)  ind  abc  ^  ind  a  -\-  ind  h  -f-  ind  c        mod  {p  —  1 ) 

IV.  Ferner  ist  der. Index  der  Potenz  einer  Zahl 
kongruent  dem  Produkte  aus  dem  Index  dieser  Zahl 
und  dem  Exponenten  der  Potenz  nach  dem  Model 
p  —  1,  nämlich 

(4)  ind  a°  ^  n  ind  a        mod  (p  —  t ) 

V.  Aus  Vorstehendem  ist  klar,  dass  wenn  man  die  In- 
dizes aller  Primzahlen  kennt,  welche  kleiner  als  der  Model 
p  sind ,  man  daraus  leicht  den  Index  jeder  Zahl  a  bestimmen 
kann,  dieselbe  sei  grösser  oder  kleiner  als  p,  zusammengesetzt 
oder  Dicht. 

Denn  ist  a^p;  so  kann  zunächst  für  a  sein  kleinster  po- 
sitiver Rest  nach  dem  Model  p  genommen  werden. 

Ist  dieser  liest,  welcher  kleiner  als  p  ist,  =J™c"...,  worin 
by  c.  Primzahlen  <^p  sind;  so  ist 

(5)  inda^mindb-^-nindc-^- .,.        mod{p  —  1) 

VI.  Am  Ende  dieses  Werkes  haben  wir  die  den  Disq. 
arithm.  von  Gauss  entlehnte  Tafel  der  Indizes  eingeschaltet. 
Dieselbe  bildet  eigentlich  eine  Zusammenstellung  von  Tabellen^ 
indem  sich  jede  Horii^ontalreihe  auf  einen  besonderen  Model 
bezieht.  Man  findet  darifi  für  alle  Primzahlen  unter  100,  als 
Model,  die  Indizes  aller  Primzahlen^  welche  kleiner  sind,  als 
der  betreffende  Model.  Die  jeder  Horizontalreihe  zu  Chrunde 
liegende  Basis  ist  gl!ei«hfali8  angemerkt. 
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So  ist  z.  n.  fttr  den  Model  }»i»:19  (indem  als  Basifi  B  die 
primitive  Wurzel  tO  der  Kongraeni  sp^*S£\mod\9  angenooi-< 
men  ist). 

ind  7  =  12 

md22  =  ind'd  =  b 

ind  6  =  iW2.3siW2-f  tiu<Sst7-f  5s22«kH<ld  =  4 

VII.  Ans  einer  solchen  Tafel  kann  man  zwar  fnr  jed« 
gegebene  Zahl  den  zogehörigen  Index  bealiminen:  will  mao 
aber  für  einen  gegebenen  Index  die  zagehörige  Zahl  fiqden; 
so  kann  Dies  ohne  Weiteres  nur  dann  geschdkien,  wenn  der 
gegebene  Index  selbst  in  der  Tafel  vorkommt  So  ist  z.  B.  die 
fdr  den  Mo'del  19  und  die  Basis  10  dem  Index  6  angebörige 
Zahl  gleich  11. 

Kommt  aber  der  gegebene  Index  nicht  in  der  Tafel  vor; 
so  muss  man,  wenn  keine  tdr  diesen  Zweck  besonders  eingo- 
richtete  Tafel  vorliegt^  sich  damit  begnügen,  zu  versuchen,  wie 
sich  de»  gegebene  Index  aus  den  in  der  Tafel  vorkommenden 
Indizes  durch  Addition  oder  Vervielfaltigui^  oder  Beides  zugleich 
darstellen  lasse.  Sollte  z.B.  für  den  Model  19  und  die  Basis 
10  der  Index  einer  Zahl  gleich  11  sein;  so  findet  sich  nach 
einigen  Versuchen,  dass  1 7 -|- 12  =  29^  11  mo(f  18,  dass  also, 
wenn  s  die  gesuchte  Zahl  bezeichnet,  indxi^ind2-\-ind1 
^indiif  folglich  x^=^\4  ist. 

Das  letztere  Verfahren  ist  A*eilich  etwas  umständlich.  Es 
erleichtert  sich  aber^  besonders  wenn  man  für  Ein  und  den- 
selben Model  mehrfache  Beehnungen  auszufahren  hat,  dadnrch, 
dass  man  die  für  diesen  Model  güUige  Beibe  .der  Indizes  im 
Voraos  für  alle  unterhalb  jenes  Models  liegenden  Zahlen  er- 
weitert, was  nach  den  obigen  Sätzen  sehr  leicht  geschehen 
kann,  wenn  man  die  Zusammensetzung  der  fehlenden  Zabieo 
aus  ihren  Primfaktoren  berücksichtigt. 

Um  z,  B.  auf  diese  Weise  die  Reihe  für  den  Model  19  zu 
^vervollständigen,  erhäli  man 

Zahlen  1.    2.3.    4.5.6,   7,   8.   9.10,11.12.13.14,15.16.17.18 
IndizesO.  17.5. 16.2.4. 12. 15. 10.    1.    6.,3.ia.l1.    7.14.   8.9 

Aus  dieser  vervollständigten  Tabelle  würde  man  sofort  er- 
kannt haben,  dass  die  im  vorhergehenden  Beispiele  gesuchte 
Zahl,  deren  Index  =11  sein  sollte,  den  Werth  14  besitzt. 

§.  i5a    AmfiS9um§  der  bimomiBehm  Mmi§ruem0fM  ««If  0mf€ 

der  MndUfeßm 

'  1.  Mit  Hülfe  der  im  vorsteheitden  Paragraphen  beschrieb 
benen  und  für  den  gegebenen  Model  vervoUstkudiglen  Tafel 
der  Indizes  ist  es   leicht,  cUe   bmomischen  KongmcazeH  alltf 
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Grad6|  derea  Mod^  eine  Primzahl  ist»  zo  lösen,  wQnn  «ie  ftber- 
haupl  lösbar  »ind.  • 

Für  die  Kongruenz  ersten  Grades 

(1)  bx^amodp 

hat  man  indh-\-indx nitida     tnod{p  —  1)  also 

(2)  indüp  ^  ind  a  —  ind  b     mod  (p  —  1) 

Um  also  die  Wurzel  iv  der  Kongruenz  (1)  zu  erhalten, 
sabtrahirt  man  vom  Index  der  Zahl  a  den  Index  der  Zahl  b 
und  sucht  die  Zahl  ^,  welcher  diese  Differenz  als  Index  zu- 
kommt. 

Wäre,  z.B. 

477:r=  t95moJl^    oder  in  kleinsten  Zahlen 
2x'  ^  5  mod  19- 

zu  lösen;  so  hat  man 

indx  —  indb  --iHd2  =  2—  \7  =  —  \h^3modlS 

folglich  x^=^\2  und  allgemein  ^^  1!^ mo^f  19. 

II.  Für  die  binomische  Kongruenz  nten  Grades  von  der 
Form 

(3)  x^'^amodp 
hat  man 

(4)  n  indx^  inda     mod  (p  —  1 ) 

Die  letztere  Kongruenz  (4)  ist  in  Beziehung  zu  der  Grösse 
indiv  eine  Kongruenz  ersten  Grades  nach  dem  Model  p  —  1, 
welche  nach  bekannten  Regeln  für  die  Unbekannte  mia?  zu 
lösen  ist.  Alle  hierdurch  für  indx  sich  ergebenden  Werthe, 
welche  <Cp  —  ^  sind,  führen  zu  ebenso  viel  verschiedenen 
Werthen  Tür  x  selbst  oder  zu  Auflösungen  der  Kongruenz  (3),  und 
es  ist  klar,  dass  die  Kongruenz  (3)  dann  und  auch  nur  dann 
unmöglich  sein  wird,  wenn  die  Kongruenz  (4)  es  ist. 

Wäre  z.  B. 

x^'=iimodi9 
zu  lösen;  so  hat  man 

1 5  indx^ind  1 1  mod  IS        also 
\bin4x^^fnQdi8 

Diese  Kongruenz  liefert  für  indx  die  drei  Auflösungen  4,  \(),  iß, 
welche  kleiner  sind,  als  18.  Jenen  drei  Indizes  entsprechen 
aber  als  gesuchte  Auflösungen  der  gegebenen  Kongruenz  die 
drei  Werlhe  :r=6,  9,  4  oder  aligemeiner  ^^6,  9,  ^  mod  19. 

III.  Aus  der  Beschaffenheit  der  Kongruenz  (4)  lassen  sich 
leicht  einige  wichtige  Sätze  über  die  Anzahl  der  mdgliebeir 
Wurzeln  der  Kongruenz  (3)  ableiten. 

Scheflflers  uDbeslimmto  Analytik.  31 
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Wenn  der  Exponent  n  der  gegebenen  Kongruenz 
(3)  ein  Faktor  vonp— 1  ist,  wenn  man  aisop  — l=Mn^ 
hat;  so  ist  diese  Kongraenz  dann  aber  aaeb  nur  dann  möglich,^ 
wenn  n  auch  ein  Faktor  von  inda  ist,  wenn  man  also  inda=nc 
hat.  Ist  Letzteres  aber  der  Fall^  also  B^^^amodp;  so  ist 
auch,  indem  man  diese  Kongruenz  auf  den  Grad  m  erhebt  und 
dabei  beachtet,  dass  Ä""^=(5P-*y  und  B^^^lmodp  ist, 

(5)  a^^l  modp 

Umgekehrt  kann  man  behaupten,  dass  wenn  a  die  Kon- 
gruenz (5)  erfüllt,  auch  jederzeit  die  Kongruenz  (3)  lösbar  ist, 
wobei  jedoch  vorausgesetzt  wird,  dass  mn=^p — 1  sei.  Denn 
setzt  man  B^^amodp;  so  ist  wegen  (5)  auch  B*''^\modf, 
Da  aber  die  Basis  B  eine  primitive  Wurzel  der  Kongruenz 
x^-^^\modp  ist;  so  können  nur  diejenigen  Potenzen  von!/, 
deren  Exponenten  Vielfache  von  p— 1  sind^  ^1  sein.  Hier- 
nach ist  em  ein  Vielfaches  von  p  —  1  oder  von  mit ,  folglich  n 
ein  Faktor  von  e  oder  vom  Index  der  Zahl  a;  mithin  die  Kon- 
gruenz (4)  und  demnach  auch  die  Kongruenz  (3)  möglich. 

IV.  Nach  demselben  Prinzipe,  nach  welchem  in  §.  146^  VIU* 
die  quadratischen  Reste  benannt  wurden,  liennt  man ^ eine 
Grösse  a,  welche  einem  Kubus,  einem  Biquadrate  oder  all- 
gemein einer  nten  Potenz  irgend  einer  anderen  Grösse  x 
nach  dem  Model  p  kongruent  ist;  für  welche  also  die  Kon- 
gruenz a^^a,  ü^^^a  oder  allgemein  x'^^amodp  lösbar  ist^ 
resp.  einen  kubischen,  einen  biquadratischen  oder  allge- 
mein einen  Rest  ftten  Grades  nach  p. 

Das  sub  III.  gefundene  Resultat  lässt  sich  also  für  nien 
Fall,  dass  der  Model  p  eine  Primzahl  und  n  ein  Faktor  von 
p — 1  sei,  auch  so  ausdrucken.  Eine  Grösse  a  ist  dann  und 
auch  nur  dann  ein  Rest  nten  Grades  nach  p^  wenn 

<z  "  ^  1  modp 

ist.     Hiervon  ist  das  in  §.  147  aasgesprochene  Gesetz  der  qua- 
dratischen Reste  offenbar  nur  ein  spezieller  Fall. 

V.  Unter  den  sub  III.  und  IV.  gemachten  Voraussetzungen 
hat  aber  die  Kongruenz  (3)  nicht  bloss  Eine,  sondern  n 
verschiedene  Wurzeln.  Denn  die  Kongruenz  (4),  welche 
sich  jetzt  auf 

.    ,         inda  jV — 1 

tndx^ med- 

n  n 

p— 1  . 
fiBdmirti   liefert  einen  Werth  von  indw,    welcher  <^- —  ist, 

n 

also  n  Werlhe,  welche  <[p  —  1  sind. 
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Nachdem  Eine  Wurzel  b  der  Kongroenz  (3)  gefunden  ist, 
kann  man,  wenn  c  eine  primitive  Wurzel  der  Kongruenz 
0?"  bE  1  mo^p  bezeichnet,  alle  n  Wurzeln  der  Kongruenz  (3) 
durch  bf  bc,  6c*,  bc^ ...  bc^'^  darstellen. 

VI.  Wenn  der  Exponent  n  eine  in  p  —  1  nicht  enl- 
hallene  Primzahl  ist;  so  hat  die  Kongruenz  (4)  und  mit- 
hin die  Kongruenz  (3)  stets  eine  Auflösung^  aber  auch  nur 
eine  einzige. 

VII.  Wenn  der  Exponent  n  mit  der  Zahl  p —  1  das 
grösste  gemeinschaftliche  Maass  r  besitzt,  aiso  n=^r9 
und  p —  1  =srf  ist;  so  verlangt  die  Möglichkeit  der  Kongruenz 
(4),  dass  r  ein  Faktor  von  inda  sei.  Ist  Dies  der  Fall;  so  ist 
die  Kongruenz  (4)  und  folglich  aaeh  die  Kongruenz  (3)  lösbar, 
sonst  nicht;  und  dieselbe  besitzt  im  ersteren  Falle  r  verschie- 
dene Wurzeln. 

Die  Bedingung,   dass  r  ein   Faktor  des   Index   von   a  sei^ 
'führt,    wenn    man    demzufolge    B^^aniodp    also    auch    B^^ 
^a^modp  setzt,  und  beachtet,  dass  £^^  =  £p*^^1  ist;  zu  der 
gleichbedeutenden  Bedingung,  dass 

(6)  a^^imodp 

sei. 

Der  letztere  ist  der  allgemeinere  Fall  und  lehrt,  dass 
wenn  r  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  n  und 
d — 1,  ferner  rt=p  —  1  ist,  a  nur  dann  ein  Rest  nlen 
Grades  nach  p  ist,  wenn  man  a^^l  hat. 

Ist  von  der  Kongruenz  (3)  Eine  Wurzel  b  bekannt,  und 
bezeichnet  c  eine  primitive  Wurzel  der  Kongruenz  x^^\  modp'^ 
so  sind  sämmlliche  r  verschiedene  Wurzeln  der  Kongruenz  (3) 
dargestellt  durch  i,  bc,  bc^,  bc^ ...  bc^-^ 

VIII.  Was  endlich  die  allgemeinere  Form 

(7)  bx'^^amodp 

der  binomischen  Kongruenz  betrifTt;  so  reduzirt  sich  die  Lösung 
der  Letzteren  erst  auf  die  Lösung  der  Kongruenz  ersten  Grades 

(8)  by^a  modp 

qnd  alsdann  auf  die  Lösung  der  Kongruenz 

(9)  x^^^ymodp 

Will  man  die  Indizes  zu  Hülfe  nehmen;  so  hat  man  sofort 
indb-\-nindx^indamod(p  —  t),  also 

(10)  nindx^inda  —  indb     mod(p — 1) 

welche  Kongruenz  ersten  Grades  für  indx  zu  lösen  ist. 

Wäre  z.  B. 

3j?5  =  7morf19 

3t* 
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za  lösen;  so  hat  man 

5tW:r  =  tW7-t>i({3  =  12  — 5  =  7fiiO({ld 
also  tWa7=5  und  demnach  07=3  oder  allgemeiner  2r^3mo({19. 

IX.  Wenn  der  Model  p  in  der  Kongruenz  (7)  keine  Prim- 
zahl, sondern  allgemein  von  der  Form  p^^,..  ist,  worin 
p,  9 . . .  verschiedene  Primzahlen  darstellen ;  so  muss  die  ge- 
gehene  Kongruenz  offenbar  für  jeden  Primfaktor  p,  ^...des 
Models,  als  Model  genommen,  lösbar  sein.  Ebenso  muss  sie 
für  jede  der  Zahlen  p",  jß...^  als  Model  genommen,  lösbar 
sein,  und  wenn  sie  Dies  ist,  ist  sie  auch  für  den  Modd  p"^... 
lösbar.  .Lös't  man  dieselbe  für  jeden  der  Model  p",  q^...  auf 
(was  mit  Hülfe  einer  Indizes -Tafel  geschehen  kann^  in  welcher 
auch  die  Potenzen  der  Primzahlen  zu  Modeln  angenommeD 
sind)  und  sind  x,  y...  die  speziellen  Auflösungen  für  jene 
Modell  also  x-^vp^^  y  +  tt??^...  die  allgemeinen  Auflösängeo 
für  jene  Model;  so  liefern  diejenigen  Werthe  von  X,  fdr 
welche  man 

(11)  X=X'\'Vp'^s=y^wq^=^... 

hat,    die   Auflösungen    der    gegebenen   Kongruenz    nach  dem 
Model  p^^ . . . 


Siebenter  Abschnitt. 

A  u  f  1  ö  m  u  n  g^ 

der  homogenen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade 
mit   drei  Unbekannten  sowol  in   ganzen,   wie  in 

rationalen  Zahlen 

and 

der  allgemeinen  Gleichungen  vom  zweiten  Grade 
mit  zwei  Unbekannten  in  rationalen  Zahlen. 


Homogeoe  GleicbungeQ  mit   drei   Unbekannten 

in   ganzen  Zahlen. 

.  $.  160.    AufiÖ9ung  der  einfachsteu  €ihstchwmgen  dieser  Art. 

Unter  eiaer  homogenen  Gleichnng  mit  mehreren  Unbe- 
kannten  von  irgend  einem  Grade  n  versteht  man  eine  solche, 
in  wekfaer  jedes  Glied  n  Dimensionen  in  Bemhnng  «u  den 
Unbekannten  enthalt. 

Demnach  würde  die  allgemeinste  Form  einer  homogenen 
Gleichnng  vom  zweiten  Grade  mit  S.Unbekannte»  a^>  j^  ^  fol- 
gende sein:  ax^'^hy^-\-cz,^'\'dxy-\'eicZ'\'fyt^^Q^ 

Bei  der  Lösung  dieser  Gleichungen  steigen  wir  von  den 
einfacheren  Fällen  zu  den  zusammengesetzteren  auf. 

I.    Zuerst  sei  die  Gleichnng 

(t)  ^«-y*==jt« 

gegeben,  welche  in  der  Form 

die  Aufgabe  enthält,  zwei  ganze  Zahlen  tj  und  js  zu  finden, 
deren  Quadratsumme  wiederum  ein  Quadrat  ist.  Die  Gl.  (1) 
lässt  sich  auch  so  schreiben: 

(2)'  X^+yX^ -»)=«' 

Die  Faktoren  der  rechten  Seile  z^.  dieser  Gleichung  müssen  sich 
also  .über   die  beiden  Faktoren  x-\'y  ui)d  ac-^-y  der  liqkQ^ 
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Seite  dieser  Gleichung  in  irgend  einer  Weise  vertheilen.  Da 
die  rechte  Seite  ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  also  alle  Fak- 
toren derselben  zasammengenommen  ein  Quadrat  bilden  müssen; 
so  kann  die  eben  bezeichnete  Verthcilung  in  grösster  Allge- 
meinheit so  gedacht  werden,  dass  £in  Theil  der  quadrati- 
schen Faktoren  von  z^  auf  x-^-y,  ferner  ein  anderer  Theil 
jener  quadratischen  Faktoren  auf  x—y  kommt,  dass  aber 
von  dem  dritten  Theile  aller  jener  quadratischen  Faktoren  die 
Eine  Wurzel  auf  x-\-y  und  die  andere  Wurzel  auf  a?— y 
kommt. 

Demnach  kann  man  z  als  das  Produkt  dreier  ganzer  Zah- 
len Uy  Vf  w,  also  als 

(3)  Z=^UViD 

darstellen,  und  indem  man  z*ttst^ß^w*ss=:(uv*){uw^)  schreibt, 

(4)  x-\-y=^uv^ 

(5)  X  —  y  =  uw* 

setzen.  Hieraus  ergibt  sich  die  Auflösung  der  gegebenen  Glei- 
chung (I)  in  der  Form 

(6)  x  =  -^^ ,      y  =  -^^ -^      z  =  uvu) 

Damit  diese  Ausdrücke  nicht  bloss  für  x,  sondern  aock 
für  X  und  y  ganze  Zahlen  liefern^  können  u,  v,  w  nicht  völ- 
lig willkürlich  bleiben.  Es  sind  jedoch  leicht  die  Bedingungen 
zu  übersehen^  welchen  diese  Grössen  unterworfen  werden 
müssen.  Es  mnss  nämlich  entweder  o*-f-tr*  und  v^  —  u?*  oder 
u  eine  paare  Zahl  sein.  Man  kann  also  entweder  v  md  w 
paar  und  u  beliebig  oder  v  und  tc  unpaar  nnd  u  beifebig  oder 
V  und  w  beliebig  und  u  paar  annehmen,  um  ganze  Auflösungen 
zu  ei^faftUen. 

Wollte  man  Ein  für  alle  Mal  statt  u  eine  paare  Zahl  2» 
einfuhren;  so  würden  die  Formeln 

zwar  für  alle  willkürliche  Werthe  von  w',  Vj  w  ganze  Zahlen 
ergeben.  Allein  dessenungeachtet  steilen  diese  Ausdrücke  die 
Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  (1)  nicht  in  grösster  Allge- 
meinheit dar,  was  man  schon  daraus  erkennt,  dajss  hiernach  ^ 
stets  paar  sein  würde,  was  gar  nicht  nothwendig  ist. 

Man  hat  also  als  allgemßine  Auflösung  die  Ausdrücke  (6) 
beizubehalten  und  darin  für  2?,  w  oder  u  in  der  angegebenen 
Weise  zulässige  Werthe  zu  substituiren. 

Die  Natur  der  Gl.  (l)  lehrt,  dass  man  jeden  Werth  von 
irgend  Einer  der  drei  Grössen  auch  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  nehmen  kann.  Dasselbe  lehrt  die  Auflösung  {^\ 
Denn  ninimt  man   darin  für  u  den  entgegengesetzten  -  Wertb; 
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so  kehren  sich  die  Zeichen  voa  x,  y^  z  zugleich  um.  Nimmt 
man  v  oder  w  mit  entgegengesetzten  Zeichen;  so  kehrt  sich  das 
Zeichen  von  z  allein  um.  Verwechselt  man  die  Werthe  von  v 
und  w  miteinander;  so  kehrt  sich  das  Zeichen  von  y  allein  um. 
Hiernach  kann  man  leicht  bewirken,  dass  von  den  Grössen  x^ 
y^  z  entweder  Eine  oder  zwei  oder  alle  drei  entgegei^esetzte 
Zeichen  erhalten. 

II.     Jetzt  sei  gegeben 

(7)  07*  — y*==cj5* 
oder  auch   . 

worin  c  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  dar- 
stelle. Zerlegt  man  c  auf  irgend  eine  Weise  in  zwei  Faktoren 
p,  qy  sodass  man 

(8)  pq  =  c 

hat,  und  schreibt  auch  hier  wieder  z  =  uvw'j  so  hat  man 

(x  -f-  y)(x  —  y)  =  cz^  =  pquVw^  =  (puv^)(quw^) 

und  es  muss  der  Eine  Theil  puv^  der  Faktoren  der  rechten 
Seite  auf  a?-|-y  und  der  andere  Theil  quw^  auf  a?  —  y  kommen. 
Demnach  hat  man 

(9)  X'\-y=puv^ 

(10)  X  —  y^==quw^ 

und  hieraus  folgt  als  Auflösung  der  gegebenen  Gl.  (7) 

(U)       ^  =  ?f(K±i^,      j,_«f(£E!±S^.      ,  =  uvw 

Es  ist  slets  leicht*  dafür  zu  sorgen  ^  dass  ausser  z  auch  x 
und  y  ganze  Zahlen  werden.  Nachdem  man  nämiicb  für  p,>q 
irgend  zwei  Faktoren,  in  welche  sich  c  zerlegen  Jässt,  und  fiju* 
Vf  w  zwei  ganz  willkürliche  Zahlen  substituirt  hat,  brauqbt 
man,  wenn  pv^-^-qw^  oder  pv^  —  qw^  nicht  durch  2  tbeiU^ar 
sind,  nur  für  u  irgend  eine  paare  Zahl  zu  nahmen, 

Beispiel,     a?«  — y*  =  12Ä*       oder       a?*  —  y* '+ t  2ä* 

Die  Zahl  c=12  kann  auf  irgend  Eine  der  folgenden  Arten  in 
zwei  Faktoren  p,  q  zerlegt  werden. 

p=    1     2     3     4     6     12        -1     —2     -3 
9=12     6     4     3     2       1      —12     -6     —4 

Nimmt  man  einmal  p  =  3,  q=^i;  so  kommt 

w.(3ü«  4-  4tt?«)  w(3i>*  —  4t«?n 

^= Y '     y= 2 ' 

Hierin  kann  man  entweder  für  v  paare  und  für  u  belfebrge 
oder  für  v  unpaare  und  für  u  paare  Werthe  setzen. 


-4     -6 

12 

3         2 

1 

z  —  uvw. 
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So  hat  mao  z.B.  tdr  oasf,  tr«»!,  ti=»2 

ir  =  7,  y  =  — I,  j5  =  2 

IIL    Es  sei  nun  eine  Gleicbong  von  der  Form 

(12)  a'a?»  —  ßy  *=  cä" 
oder  auch 

gegeben,  worin  die  Koeffizienlen  a'  und  ß'  vollkoihinene  Qua- 
drate sind^  c  aber  beliebig  positiv  oder  negativ  sein  kano. 
Setzt  man  hier,  wie  früher  c^^pq^  z  =  umD;  so  hat  man 

(cur  +  ßy)(aar  —  ßy)  =  {puv^)(quw*) 
also 

(13)  cur  +  ßy=pttt7» 
(1 4) .  ax  —  ßy  ==  quw* 
Hieraus  folgt  die  Auflösung 

(15)  :r=-^^^— ,      y=     ^   ^p  ^    %      ^-t/tne^ 

Um  nicht  bloss  für  z,  sondern  auch  für  x  und  y  gaaie 
Zahlen  zu  erhallen,  kann  man  v  und  w  beliebig  annehmen, 
und  wenn  alsdann  2a  nicht  in  pv^-^-qw^  oder  2ß  nicht  in 
pv^  —  qw*  aufgeht^   für  u  irgend   einen  Generalnenner  der  auf 

die    kleinste    Benennung    gebrachten    Brüche    - — ^^    oni 

2 —  ^      wählen. 

Unter  allen  Umständen  werden  s^  y,  z  ganze  Zahlen,  wenn 
mm  ii  =  2a^tf'  also 

(16)  jp=ss^u{pv*^qw*),    y^^au'ipif  ^qw*),     zi=^2fxßnvw 

setzt.  Obgleich  hierin  u,  v,  w  völlig  willkürlich  bleiben;  so 
Int  doeh  nicht  hterdarch,  sondern  durch  (15)  die  allgemeio« 
Aoflösung  der  Gl.  (12)  dargestellt. 

Nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  (12)  leacb(e( 
ein,  dass  jede  der  beiden  Grössen  a  und  ß  sowol  positiv,  wie 
auch  negativ  gedacht  werden  kann.  Auf  diese  Zweideutigkeit 
braucht  man  dann  kein  Gewicht  zu  legen,  wenn  man  sich  vor- 
behält, jeden  Wertb  von  a:,  y,  z  sowol  positiv  wie  negativ  zu 
nehmen. 

Es  ist  klar,  dass  die  sub  I.  und  II.  behandelten  Gleichun- 
gen nur  spezielle  Fälle  der  gegenwärtigen  sind,  und  dass  alle 
Gleichungen  von  dieser  Form  stets  in  ganzen  Zahlen  auflös- 
bar sind. 

Beispiel.^  4a?*  —  9y' =  —  7z*   -     oder 


Hier  hat  man  wegen  c=  — 7,  JP*^  ^  i.  Nimmt  man 
einmal  p=l,  y=  — 7;  so  kommt 

x= j^ ^,      y=         g ^,      z  =  uvw 

Setzt  man  v=\,  tr=l;  so  ergibt  sich 

ar=-y.      jr  =  -3-,       a  =  « 

und  es  ist  klar^  dass  jetzt  för  ti  irgend  ein  Generalnenner  der 

3  4 

Brüche    —  und  — ,  also  irgend   ein  Vielfaches  von   6  gesetzt 

werden  muss.     Für  w  =  6  würde  man  haben 

§:  161.    AmfiS^Hn§  der  Weiehmng: 

(I)  a?*  —  6y*  =  cÄ'         oder        x*  =  hy^-^cz^ 

1.  Wenn  in  dieser  Gleichung  b  oder  c  ein  vollkommenes 
Quadrat  (mithin  auch  entschieden  positiv)  wäre;  so  würde  die- 
selbe nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen^  Satz  III.,  sofort 
aufzulösen  sein.  Ist  Dies  jedoch  nicht  der  Fall,  und  sind  die 
Koeffizienten  b  und  c  entweder  beide  positiv  oder  der  Eiae 
po'sitiv  und  der  andere  negativ  (indem  der  Fall«  wo  beide  ne- 
gativ wären,  also  nur  a;  =  ü,  y  =  ö,  z=0  sein  könnte,  aus- 
geschlossen bleibt);  so  schicken  wir  der  weiteren  Behandlung 
dieser  Gleichung  folgende  Betrachtung  voran. 

Die  aus  der  Entwickelung  des  Ausdruckes 

in  einen  Kettenbruch  sich  ergebenden  Grössen  liefern  naci^ 
§.  68,  Gl.  4,  folgende  bekannte  Beziehungen 

Hierin  sind  die  Grössen  Jtfm+n,  Nn^n  Zahler  und  Nenner 
des  Kettenbruches 

(4)  Üfm+B  =  -JvT"-^  =  [öO)   öl ,   fll  .  .  .  «m,   fl«4l  •  •  •  ö«+n] 

Die  durch  M,  N  bezeichneten  Grössen  von  den  Zeigern  m, 
m — t,  m  —  2  erhält  man,  indem  man  den  vorstehenden  Ket- 
tenbrucb  resp.  mit  dem  Quotienten  am«  Om-i,   am-s  schliesst. 

Setzt  man,  wie  in  §.  124,  den  reduzirten  Kettenbruch 

(5)  KnS=-Tr— =  [(rnt,   am-j.i..,«in+n] 
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so  erhält  man,  iadein  man  die  Gl.  (5)  in  §.  124  mit  Q»  mol- 
tiplizirt  und  dann  QmQm-i''^D  —  P.'  substitairt,  folgende  der 
vorstehenden  Gl.  (3)  ähnliche  Formel. 

(6)   (p„iH.  -  pjx^y  ^  z>n„« = (-i)«"p„(- 1)«+«+«  (?„^.+, 

Zwischen  den  Grössen  Mn^^,  iVm+n  und*  iHn,  tln  bestehen  nach 
§.  124,  Gl.  (9)  bis  (12)  folgende  Beziehungen 


^^>  I  Hn  =  (  - 1  nM^-i  iV„+o  -  iV„.|Jtf„+„) 

Denken  wir  uns,  in  den  vorstehenden  Formeln  sei 
( — 1  )■+"■»■* ßn-i-B+i  ein  vollkommenes  Quadrat  (also  aach 
positiv),  wogegen  D  und  ^o  beliebige  positive  oder  negative 
Werthe  haben  mögen;  so  ist  die  Gl.  (3)  der  Vertreter  der  ge- 
gebenen Gleichung  (1).  Hierin  sei  y  die  mit  dem  numerisch 
kleineren  Koeffizienten  behaftete  der  beiden  Unbekannten  y,  z, 
also  der  numerische  Werlh  von  b^a.  Assimiliren  wir  nun 
die  gegebene  Gleichung  in  der  Form 

(9)  x^—by^=^cz' 

der  Gl.  (3);  so  haben  wir 

(tO)  ^  D  =  b,  Qo  =  c       

(11)    J?=ao*„+o-niV„+n,   y  =  JV„+o,    Ä=1^(-l)«+»+*ß„+„+. 

Zu  den  in  Gl.  (10)  angegebenen  Werthen  von  D  und  Q^ 
ermitteln  wir  nun  nach  bekannten  Hegeln  die  Werlhe  von  j'o« 
welche  den  verschiedenen  Reihen  der  durch  Qo  =  c  Iheilbaren 
Zahlen  von  der  Form  D  —  Po*  =  ä  —  Po*  entsprechen.  Für 
jeden  dieser  Werthe  von  Po  entwickeln  wir  den  Ausdruck 

in  einen  Keltenbrnch. 

(iibt  es  überhaupt  keinen  solchen  Werth  von  Po,  also  keine 
durch  e  theilbare  Zahl  von  der  Form  6  — Po*;  so  gibt  es  offen- 
bar aoch  keioe  durch  c  theilbare  Zahl  von  der  Form  x*  —  if 
mit  relativ  primen  Werthen  für  x  und  ^.,  was  unroil- 
telbar  aus  dem  fünften  Abschnitte  erhellet,  also  keine  Aaflö- 
sungen  der  gegebenen  Gleichung  mit  relativ  primen  Wer- 
then für  ;r  und  y.  Was  jedoch  die  Auflöisungen  betrifft^  in 
welchen  x  und  y  ein  gemeinschaftliches  Maass  besilzen; 
so  setzen  offenbar  diejenigen^  welche  irgend  ein  Maass  u  aoch 

mit  js  gemein  haben,    das  Vorhandensein  der  Auflösungen—^ 

y      z 

—  f  —    voraus,    in   welchen   nicht  alle  drei  Unbekannten  ein 
M        u 
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gem«ioscfaafUicbes  Maass  habeo«  Sal^  es  aber  Weribe  von  s^ 
y  geben,  welcbe  unter  einander ,  nicbt  aber  mit  z  ein  gemein- 
scbaftlicbes  Maass  besitzen;  so  muss  noibwendig  der  Koeffizient 
c  einen  qnadratiscben  Faktor  besitzen.  Hat  also  c  keinen 
quadratiscben  Faktor;  so  sind  aueb  Auflösungen  dear  letzteren 
Art  nicbt  inöglicb.  Ist  aber  in  c  ein  Quadrat  als  Faktor. ent- 
halten; so  bat  man  dasselbe  nach  der  später  sub  VII.  mitzo* 
tbeilenden  Vorschrift  zn  berücksicbtrgea. 

Nachdem  man  nun  die  Grösse  üf  aus  (12)  in  einen  Ketten- 
brucb  mit  grössten  Snbquotienten  entwickelt  hat,  welcher;  da 
nach  der  Voraussetzung  D  =  b  kein  Quadrat  ist,  jedenfalls 
periodisch  sein  wird;  so  kann  man  für  jeden  beliebigen 
Zeiger  m  die  Gl.  (6)  bilden,  welche  durch  Transposition  in 
folgende  Form  übergeht, 

(13)  {Qu.mu-PnMuy -  (-i)"(?n.(-i)-°+"+^(?«i+a+i=/>n„' 

Bei  einem  Übergange  von  der  Gl.  (3)  zu  der  GL  (13), 
welcher  im  Laufe  der  späteren  Rechnung  noch  mehnnals  vor- 
kommen kann,  werden  wir  die  neu  auftretenden  Grössen  immer 
mit  denselben  Buchstaben  wie  in  Gl.  (9),  jedoch  mit  Einem 
Akzente  mehr  belegen,  selbst  wenn  diese  oder  jede  öfter  ak- 
zentuirte  Grösse  genau  den  Werth  ^iner  schon  früher  vorge- 
kommenen Grösse  besässe.     Demnach    schreiben   wir  statt  Gl. 

(13)  ais  erste  transformirte  Gleichung  kurz 

(14)  x'--'b'y^  =  cz' 

Bierin  ist  unter  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (10),  (11) 

(15)  i>' =6' =(-!)"(?„,  go=c=J=t=6 

(16)  a7'=(?.iiu-p„n„,  y=ri/"(^i)»+»+*(?„;n+i=Ä,  Ä=n. 

II.  Gibt  es  nun  in  der  Entwickelung  von  K  unter 
den  Grössen  ( — O^^m  ein  vollkommenes  Quadrat;  so 
nehme  man  dasselbe  für  b\  Die  Gl.  (14)  kann  alsdann  genau 
nach  §.  160p  III.  fiir  x,  y,  z  aufgelöst  werden.  Die  hierfür 
gefundenen  allgemeinen  Ausdrücke  führen  dann  vermöge  der 
vorstehenden  Beziehungen  durch  rückwärts  gerichtete  Substi- 
tutionen zu  allgemeinen  Werlhen  für  o?,  y,  z,  welche  die  Auf- 
lösung der  gegebenen  Gl.  (1)  bilden.  Man  hat  nämlich  zu 
beachten,  dass  nach  der  dritten  der  Gleichungen  (16)  durch 
den  Werth  von  z  der  Werlh  von  !!„,  und  demnach  vermöge 
der  ersten  jener  Gleichungen  durch  x    und  z    auch  der  Werth 

(17)  in„=?l±M 

bestimmt  ist.  Da  ferner  Pn,  Qmy  -Wm-o  JVm-i,  -Mm-s,  Nn^t  die 
aus  der  Entwickelung  von  K  resp.  für  die  Zeiger  m,  m — 1, 
m  —  2  zu  entnehmenden  Grössen  sind;   so  führt  Dies  vemöge 
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der  Formeln  (7)  so  Ausdrücken  fii#  Mm-^-ty  JV^+n.  SobsUinirt 
man  die  letzteren  in  die  ersten  beiden  der  Gleicbangen  (tl); 
so  erhält  man  die  allgemdoen  Ausdrücke  fiir  üp  und  y.  Was 
den  Werth  von  z  aus  der  dritten  der  Gleicbangen  (li)  aoUngt; 
so  ist  •  es  nicbt  nötbig,  wegen  der  Beziebung  dieser  Unbekannleii 
zu  der  Grösse  ^m+n+i  nocb  weitere  Untersuchongen  anzastelles, 
da  man  nach  der  zweiten  der  Gleichungen  (16)  einfach  z=j/  hat. 

Man  hat  also  den  durch  folgende  Gruppe  Yon  Gleicbangeo 
dargestetiten  einfachen  Rücklauf  von  Substitutionen: 

^^)     ji»f«+o  =  i»fm.tiH.  +  J»f.-,n„,    JV„+„  =  iV^tifl.  +  iV„.A 

In  dieser  Gruppe  von  Gleichungen  haben  die  Grössen  x\ 

y ,  z   die  ans  der  Auflösung  der  tränsformirleD  Gleichung  (4) 

hervorg^enden  Wertbe. 

• 
III.    Gibt  es  aber  in  der  obigen  Entwickelung  voo 

K  unter  den  Grössen  ( — l)"Qm  kein  Quadrat;  so  werdeo 
doch  in  der  Periode  dieser  Grössen  (wenn  D  positiv  ist,  nach 
$.  65,  und  wenn  D  negativ  ist,  nach  §•  95)  Wertbe  vorkom* 
men,  welche,  numerisch  genommen,  kleiner  als  die  Deter- 
minante J9=(^  aber^O  sind,  gleichviel,  ob  dieselben , das 
positive  oder  negative  Zeichen  haben,  insofern  nicht  etwa  die 
Determinante  D= — 1  sein  sollte^  in  welchem  Falle  man  bei 
Ausschluss  des  quadratischen  Werlhes  (~*l)"*^m  =  l  den  Werth 
(— 1)«jP^= — 1  2u  gewärtigen  hat. 

Von  den  letzteren  Werthen  wähle  man  irgend  Einen  für 
( — 1)^^111  =  &'•  Behuf  tbonlichster  Abkürzung  der  Kechnang 
wird  man  ohne  Frage  entweder  das  positive  oder  das  negative 
Minimum  der  in  der  Periode  von  ( — l)"Pni  erscheinenden 
Grössen  nehmen.  Ist  das  positive  Minimum  numerisch  kleiner, 
als  das  negative;  so  verdient  das  erstere  vor  dem  letzteren 
entschieden  den  Vorzug,  ja  oftmals  auch  selbst  dann,  wenn  es 
grösser  sein  sollte,  als  das  letzlere. 

Jetzt  behandelt  man  die  Gl.  (14)  behuf  deren  Auflösung 
genau  ebenso,  wie  es  vorstehend  mit  der  Gl.  (9)  geschehen 
ist,  indem  man  alle  jetzt  auftretenden  Grössen  mit  denselben 
Buchstaben,  wie  früher,  jedoch  mit. einem  Akzente  bezeichnet. 
Demnach  treten  jetzt  an  die  Stelle  der  Grössen  m,  P,  Q,  M^  iV, 
ifl,  tl  etc.  die  Grössen  ni,  F,  Q,  M\  N',  ilV,  IV  etc.,  welche 
eine  ähnliche  Bedeutung  wie  die  früheren  haben  und  dem- 
nach auch  in  einem  durch  die  früheren  Formeln  angegebenen 
Zusammenhange  sieben. 
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Zuvörderst  entwickelt  man  also  die  Grösse 

i/o  c 

in  einen  Kellenbrnch  mit  grösslen  SabquotienleU;  indem,  man 
znr  Bestimmung  von  Po  die  Reihen  der  durch  c  theilbaren 
Zahlen  von  der  Form  b' — Fo*  aufsucht/  und  nach  und  nach 
far\Po  jeden  der  dafür  sich  ergebenden  verschiedenen  VVerthe 
in  den  Ausdruck  von  K'  treten  lässt. 

Für  jeden  beliebigen  Zeiger  m  aus  dieser  Entwickelung 
kann  man  nach  Analogie  der  Gl.  (13)  die  neue  Gleichung 

oder  die  zweite  transformirte  Gleichung 

(20)  a;"«-iV»  =  cV'« 

bilden,  indem  man  nach  Analogie  der  Gleichungen  (15),  (16) 

(22)  rr"=^„.ill',.-/>'„.Il'„s    y"=l^(~l)»'+»'+«(?^„.+„,+,«=Ä', 

setzt,  woraus  ähnlich  wie  in  Gl.  (17)  auch 

(23)  Jll'„,  =  £d^^J!!£ 

folgt. 

IV.  Jetzt  sieht  man  nach,  ob  unter  den  Grössen 
( — l)"'^m'  =  i"  ein  vollkommenes  (also  auch  positives) 
Quadrat  vorkommt.  Ist  Dies  der  Fall;  so  kann  Gl.  (20) 
nach  §.  160,nIII.  aufgelöst  werden,  und  eine  rückgängige  Sub^ 
stitution  der  hierdurch  für  x\  y\  z'  gefundenen  Ausdrücke, 
welche  durch  eine  der  obigen  Gruppe  (G)  ganz  gleiche  Gruppe 
(G')  zu  bewirken  ist,  liefert  zunächst  Ausdrücke  für  x ^  y ,  z, 
und  hierdurch  gelangt  man  durch  die  Gruppe  (G')  weiter  zu 
den  gesuchten  Ausdrücken  für  or,  y,  js,  welche  die  Anfldsung 
der' gegebenen  Gl.  (1)  bilden. 

V.  Findetsichaberunterden  Grössen  (-1)«''P'„.=6" 
kein  vollkommenes  Quadrat;  so  nimmt  man  wieder  aus 
der  Periode  derselben  das  positive  oder  negative  Minimum, 
welches  jedenfalls  kleiner,  als  die  Determinante 
ß :=ll  sein  wird,  und  verfährt  mit  der  Gl.  (20),  wie  es  für 
die  Gl.  (9)  und  (14)  vorgeschrieben  war.  Dies  wird  die  dritte 
transformirte  Gleichung  von  der  Form 

(24)  X   ^-—h  y   •  =  o  Ä   * 
erzeugen,  u.  s.  f. 

Da  bei  diesen  Verwandlungen  die  erste  Determinante  />s=6 
numerisch  <C^c  ist  und  alle  Determinanten  D,  D,  If' ..,  oder 
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6,  b\  b"  ..,  oder  6,  (— 1)"^«,  (— l)"'P^m' . . .  eine  abnehmende 
Reihe  bilden;  so  muss  man  darch  dieses  Verfahren  unter  den 
eben  genannten  Grössen,  wennicht  früher  aof  ein  Quadrat  >>  1, 
endlich  entweder  auf  das  Quadrat  1  oder^  aber  auf  den  schon 
vorhin  angemerkten  Fall  stossen,  wo  die  Determinante  den 
Werth  — l  und  auch  die  nächste  folgende  Grösse  den  Werlh 
—  l  hat. 

Im  letzteren  Falle  gelangt  man  zu  einer  Gleichung  von 
der  Form  A*+P  =  — 2*  oder  X*+P  +  Z'  =  0,  welche 
offenbar  alle  anderen  Auflösungen,  ausser  a:  =  0^y  =  0^  z  =  0 
als  unmögliche  erscheinen  lässt.  Dieser  Fall  wird  sich  ereignen, 
wenn  in  der  gegebenen  Gl.  (I)  die  beiden  Koeffizienten  b  und 
c  negativ  sind. 

In  jedem  anderen  Falle  wird  man  die  Auflösung  der  Schluss- 
gleichung nach  §.  160,  III.  bewirken  und  durch  rückgängige 
Substitutionen  zu  der  Auflösung  x,  y,  z  der  gegebenen  Gleichung 
gelangen  können. 

Bei  der  Auflösung  der  Schlussgleichung  muss  darauf  ge- 
achtet werden,  dass  dieselbe  in  aller  Vollständigkeit  nach 
§.  160,  III.  erfolgt.  Es  ist  also  die  Vielfachbeit  der  Werthe 
der  Faktoren  p,  q  sowie  die  Willkürlichkeit  der  Zeichen  der 
Grössen  'ti,  v,  w  oder  auch  der  in  der  Schlussgleichung  vor- 
kommenden Unbekannten  gehörig  zu  berücksichtigen. 

*  VL  Es  würde  nicht  schwer  sein,  die  allgemeinen  Formeln 
hier  niederzuschreiben  ^  welche  die  Werthe  von  x,  y^  z,  aus- 
gedrückt durch  die  Auflösung  der  Schlussgleichung,  darstellen. 
Es  ist  jedoch  viel  einfacher,  in  jedem  speziellen  Falle  die  be- 
treffenden Substitutionen  auszuführen.  Zu  diesem  Ende  ist  es 
sogar  zwecjcmässig,  wenn  z.  B.  (24)  die  Schlussgleichung  wäre, 
nicht  sofort  die  nach  §.  160,  III.  für  x"\  y'\  z  sich  ergeben- 
den allgemeinen  Ausdrücke  iu  u,  v,  w,  p,  q  zu  bilden  und  durch 
alle  Substitutionsformeln  bis  zu  den  Werthen  von  x^  y,  z  hin- 
aufzuführen, sondern  in  diese  Formeln  zuvörderst  die  einfachen 
Zeichen  \a;'",  y",  z"  zu  subslituiren,  also  zuvörderst  rr,  y,  z 
durch  x"\  y",  z"  auszudrücken,  und  dann  erst  für  x'\  y", 
z"'  ihre  allgemeinen  Ausdrücke  in  u,  v,  tr,  p,  q  an  die  Stelle 
zu  setzen. 

W^as  die  allgemeine  Form  der  Ausdrücke  anlangt,  in  wel- 
cher sich  schliesslich  die  Werthe  von  x,  y^  z  darstellen  werden; 
so  ist  aus  dem  Wesen  der  vorzunehmenden  Substitutionen  und 
aus  der  Form  der  Auflösung  der  Schlussgleichung  nach  §.  160,  III. 
leicht  zu  erkennen,  dass  man  erhalten  wird 
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_  ti Mg»  +  Bip' 4-  Cvw) 
^~  E 

(25)  (  y  = j^^ 

Es  kann  also  jederzeit  leicht  dafür  gesorgt  werden,  dass  x, 
y,  z  ganze  Zahlen  wei'den.  Man  braucht  zu  diesem  Ende 
nur  für  v  und  w  beliebige  ganze  Zahlen  2u  setzen^  und  dann 
für  u  irgend  einen  Generalnenner  der  auf  die  kürzeste  Benen- 
nung gebrachten  Brüche,  in  welche  u  muitiplizirt  ist,  zu  sub- 
.stituiren. 

Jedenfalls  erzeugen  sich  also  ganze  Zahlen,  wenn  man  für 
u  irgend  ein  Vielfaches  von  EEiEi  nimmt. 

Man  erkennt  ferner,  dass  in  die  Nenner  E,  £i,  Et  keine 
anderen  Zahlen,  als  2,  Q^f  Qn',  (/'m"...  eintreten,  sodiass 
jeder  Werth  von  u,  welcher  ein  Vielfaches  von  2Qm(/m'Q'm"  »^ 
ist^  in  allen  Fällen  für  w,  y,  z  ganze  Zahlen  ergibt. 

VII.  Jetzt  bleibt  noch  aus  dem  schon  früher  angeführten 
Grunde  zu  untersuchen,  ob  nicht  etwa  die  Grössen  Oo  =  C; 
Q'o=c\  (/'o=c"  quadratisch^e  Faktoren  enthalten,  überall, 
wo  dieser  Umstand  bei  irgend  Einer  der  gegebenen  oder  transfor- 
mirten  Gleichungen  (9)^  (14),  (20)...,  welche  nicht  die  Schluss- 
gleichung ist,  eintritt,  sind  nacheinander  alle  einzelnen  ver- 
schiedenen quadratischen  Faktoren  von  einer  solchen  Grösse 
abzusondern,  und  für  jeden  solchen  quadratischen  Faktor  nach 
folgender  Regel  zu  verfahren. 

Angenommen,  es  sei  ia  der  Gl.  (9)  Qo  =  c=iy*Ci,  Als- 
dann ist  diese  Gleichung  ausser  in  der  obigen  Weise, 
welche  den  Zweck  hat,  die  relaiiv  primen  Werthe  von  a: 
und  y  herauszustellen,  noch  auf  die  etwaigen  Auflösungen  zu 
prüfen,  in  welchen  selbst  die  kleinsten  Werthe  von  s  und  y 
das  gemeinschaftliche  Maass  y  besitzen.  Zu  diesem  Ende 
stösst  man  im  Sinne  der  ähnlichen  Rechnung  im  fünften  Ab- 
schnitte den  quadratischen  Faktor  y'  aus  der  rechten  Seite  der 
Gl.  (9)  heraus,  und  lös't  die  Gleichung 

(26)  Xi^  —  hy^^  —  CiÄi» 

nach  der  obigen  Methode  auf.    Nachdem  Dies  geschehen,  hat 
man  als  Auflösungen  der  g^ebenen  Gleichung 

(27)  a7  =  ya?i,  y  =  yyi,  ä  =  äi 

Diese  Berücksichtigung  der  quadratischen  Fak- 
toren ist  weder  eine  Sache  des  Beliebens,  welche 
auch  unterlassen  werden  dürfte^  noch  ein  Ersatz  für 
die  Ausführung  der  früher  beschriebenen  Rechnung. 
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Die  Natur  der  mit  usd  ohne  Berilcksichligung  jener  quadra- 
tischen Faktoren  sich  ergebenden  Auflösungen  ist  in  Hinsicht 
auf  gemeinschaftliche  Theilbarkeit  verschieden,  und  wie  bei  den 
Gleichungen  mit  2  Unbekannten  im  fünften  Abschnitte;  so  kann 
es  sich  auch  hier  ereignen,  dass  von  den  beieichneten  beiden 
Arten  von  Auflösungen  bald  beide,  bald  keine ^  bald  aber  nur 
die  Eine  oder  die  andere  möglich  sind. 

Es  scheint,  als  ob  man  die  Rolle,  weiche  die  quadratisofaen 
Faktoren  der  Koeffizienten  in  den.  onbeslimmten  Gleichungen 
vom  zweiten  Grade  spielen,  bisweilen  verkannt  nnd  die 
Vollständigkeit  der  Auflösungen  durch  das  unbedingte  Hinaus- 
werfen jener  Faktoren  beeinträchtigt  habe. 

Die  vorstehende  Auflösungsmethode  hat  eine  gewisse  Ver- 
wandtschaft mit  der  von  Lagrange  in  seinen  Zusätzen  zu 
Eulers  Algebra,  Kap.  V^  vorgetragenen  und  später  von 
Legend re  in  der  Theorie  des  twmbres,  ji\  III,,  reproduzirten 
Methode^  jedoch  nur  in  dem  Grandgedanken  der  Transformation 
mit  imqier  kleiner  werdenden  Koeffizienten,  nicht  in  der  Aas- 
führung dieses  Prinzips.  Namentlich  gewährt  unsere  Methode, 
da  sie  die  Anzahl  der  Transformationen  und  der  hiermit  ver- 
bundenen umständlichen  Nebenrechnungen  auf  ein  Minimum 
beschränkt,  den  Vortheil  der  grösseren  Kürze  in  einem  sehr 
erheblichen  Grade,  wie  wir  in  §.  166  an  einem  ancb  von  La- 
gr.ange  berechneten  Beispiele  zeigen  wollen. 

VIIL  Es  ist  noch  von  Interesse,  zu  bemerken,  dass  die 
obige    Rechnung    ein    Mittel    an    die    Hand    gibt,  <  eine     der 

Kcltenbruchsentwickelung     K=  ™ angehörige   Grösse 

(--l)"+"+*ßB»+n+i  ZU  bestimmen,  welche  ein  vollkomme- 
nes Quadrat  ist;  wenn  es  überhaupt  deren  gibt.  ZudiesemEnde 
bildet  man  die  Gleichung  a?*  —  Dy^=QtiZ*y  welche  die  SCelle 
von  Gl.  (3)  vertritt  und  auflösbar  sein  muss.  Schliesslich  hat 
man  wegen  Gl.  (11) 

iVm+«  —  y,      -Wni+i»= 7j also         -jn- — tt-— 

Verwandelt  man  also  irgend  Einen  der  durch  üp  nndy  bedingten 

Werthe  des  Bruches -jrp^  in  einen  Kettenbruch  [öo,  ai.,.an+n];  so 

liefert  die  Einführang  der  Quotienten  dieses  Katteehraches  in  die 
Entwickelung  von  K  bei  dem  Zeiger  m-f-it-{-i  eine  Grösse 
( — 1  )"+»+*  (Pm+n+i>  welche  ein  vollständiges  Quadrat  ist.  Wenn  sich 
für  Jlgi-f-n  und  iV„+n  relativ  prime  Werihe  ergeben,  ist  offenbar 

(^l)m+n+i  p„_j.„^j  =  z^.   Haben  aber  Jf^+n  und  N^^n  das  grös^te 

gemeinschaftliche  Maass  )li;  so  wird  (- 1 )"'*'■+* ^m+n+i  =&  T  -  j  sein. 
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§.   WL     Ampfohi  der  niMeh  v&rigem  M^armgrmfhen  mu^üuf&h' 

remden  WhrajMfmrmoHanemp 

I.  £ä  ist  von  Interesse,  von  vorn  herein  übersehen  zu 
können,  wie  gross  llöehiltCIlS  die  Anzahl  der  vorzu- 
nehmenden Transformationen  sein  kann^  welche  man 
nach  dem  vorstehenden  Paragraphen  ausJFühren  muss,  am  zu 
einer  transformirten  Gleichung  zu  gelangen/  deren  zweiter 
Koeffizient  auf  der  linken  Seite  ein  Quadrat  ist.  Unterscheiden 
wir  hierbei  zwei  Fälle. 

Der  günstigste  Fall  ist  im  Allgemeinen  der,  wo  alle  De« 
terminanien  D,  ffy  Ü\..  positiv  ausfallen.  Alsdann  ist  jede 
folgende  Determinante^  wie  Z^ss(_t)n^j„,  welche  das  Minimum 
der  periodischen  Grössen  Q  aus  der  der  vorhergehenden  De- 
terminante  D  angefaörigen  Entwfckelnng  darstellt,  nach  §.  65 

kleiner  als  VD,  Wenn  sich  also  nicht  schon  ft*öher  eitt 
Quadrat  ]>  1  einstellt,  wenn  also  die  schlimmste  Nothwen- 
digkeit  eintritt,  soweit  fortzurechnen,  bis  sich  das  Quadrat  1 
herausstellt;  so  hat  man  folgende  Reihe  von  Beziehungen.  ' 

0<^VD  oder  VI,        D  <V^  oder  VI, 

Df"  <  VW  oder  Vh,    D'  <  VW  oder  VI    u.  s.  w. 

Die  erste  Determinante^  welche  der  Entwickelung  von  K 
zu  Grunde  liegt,  ist  D^s=:b.  £rwägt  man  nun,  dass  wenn  die 
Rechnung  nicht  schon  froher  ihr  Ende  erreicht,  es  darauf  an- 
kommt, dass  die  letzte  Determinante  =1,  also  <[2  werde; 
so  ergibt  sich  Folgendes. 

Man  braucht    nur  diese  einzige  erste  Entwickelung  zu 

machen,  wenn  Vb<^2,  also  6<]4  ist. 

Die  zweite  Determinante,  welche  der  Entwickelung  von  IC 

zu  Grunde  liegt,  ist  1^  <C  Vh.     Man  braucht  also  höchstens 

zwei  Entwickelungen  zu  machen,  wenn  r -D'<;2  oder  VT<[2 
oder  J<[!6  ist. 

Ueberhaupt  beträgt  die  Anzahl  der  Entwickelungen 

wenn  VT<i%  oder  6<4  ist,  höchstens  t 


}> 


Vb<^2      »      i<l6  »  »  2 


»     K6<2      »      6<256        »         .  » 

16 

.»     VT<2'    »      6 <  65536    »  >> 

allgemein 


u 

t 


D 


Vk<%     »     fi<2«  »  »  n 
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II,  Der  aofüo^ligtte  Fall  ni  der,  wo  unter  den  Deter- 
minanten auch  negative  Werthe  vorkommen.  Man  erkennt 
jedoch»  dass  niemals  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
Determinanten,  z.B.  nicht  D  und  D ^ssz{ — \yQmy  zugleich 
negtitiv  sein  können,  weil  Dies  sofort  zu  der  Gl.  (14)  führen 
würde,  in  welcher  die  linke  Seite  entschieden  positiv  und  die 
rechte  entschieden  negativ  wäre.  Eine  solche  Gleichong  ent* 
steht^  wenn  in  der  gegebenen  Gl.  (1)  die  beiden  Koeffisienten 
(  und  c  negativ  sind,  ein  Fall,  welcher  nur  die  Auflösung 
>r=sO,  y  =  0,  js  =  0  zulässt^  und  von  vorn  herein  ausge- 
schlossen sein  soll.  Es  müssen  also  im  gegenwärtigen  Falle 
wenigstens  positive  Determinanten  mit  negativen  abwechseln. 
Die  Verkleinerung  der  nächstfolgenden  Determinante  iX,  wenn 
die  vorhergehende  D  positiv  ist/  haben  wir  schon  angezeigt; 

es  würde  nämlich  numerisch  U  <^  YD  sein,  wobei  1/  negativ 
sein  kann.  Wenn  jedoch  die  vorhergehende  Determinante  D 
negativ  ist,  hat  man  nach  §«  95  für  das  periodische  Minimum 
der  Grössen  ( — i)'^Qm  (welche  sämmtlich  einerlei  und  zwar  hier 
das  positive  Zeichen  besitzen  werden)  indem  man  mit  D 
den    numerischen    Werth    dieser   Determinante    bezeichnet, 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  wenn  b  positiv  ist,  man  höch- 
stens 1,  2,  3,  4,  5 ...  Entwickelungen  zu  machen  hat,  jenachdem 

rcsp.rj,  \i\+n),  yi<i  4-  VI),  |(i+f^|(i+vT)), 

1/  — f  1  +  r  "5^*  "I"  ^^)  )  •  •  •  <[  2    ^^ßf   jenachdem    b    resp. 

<4,  9,  49,  289,  9409...  ist.  Wäre  dagegen  der  fragliche 
Koeffizient  negativ  =  —  b;  so   hätte  man  höchstens  1,    2,   3, 

4,  5,  6...  Entwickelungen  zu  machen,  jenachdem  resp.  -^l-|-i)> 


|/tC^+1/tC^+'^T^^  +0)  '"^^  oder  jenachdem 
*  rasp.  <3,  7,  17,  97,  577,  18817  ist. 

Entwickelte  man   die  Kettenbrüche  mit  negativer   Deter- 
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minanle    nach   §.  98;    so   wird    das   Minimum   von   (— !)"'(/" 

^=If  '^f  --^y  und  derSchluss  der  Rechnung  wird  noch  rascher 

erreicht.     Man   hat   alsdann,   wenn   h   positiv   ist^   höchstens 
1,  2,  3,  4,  5...   Entwickelungcn   zu  machen^  jenachdem   resp. 


4 


oder  jenachdem  h  resp.  <4,  9,  144,  3691,  30233088...  ist. 
Wäre  dagegen  der  fragliche  Koeffizient  negativ  £=  —  h\  so 
hätte  man  höchstens  1^  2,  3,  4...  Entwickelnngen  zu  machen, 

jeDachdemresp.|/i-6,  |/-|-6,  y  ±\^^h,  |/i-l/±6...<2 

oder  jenachdem  6  resp.  <;3,  12,  61,  15552...  ist. 

III.  Hieraus  ersieht  man^  dass  man  sich  durch  das  ohige 
Verfahren  seihst  hei  grossen  Zahlen  sehr  rasch  dem  Ende  der 
llechnung  nähert.  Zu  diesem  Zwecke  muss  auch  noch  darauf 
aufmerksam  gemacht  werden,  dass  es  wegen  der  bei  positiven 
Determinanten  in  der  Regel  rascheren  Verminderung  der  Zahlen 
oftmals  vorzuziehen  ist,  aus  der  Periode  der  Grössen  (— l)"*^m 
nicht  das  ahsolute  Minimum  zu  nehmen,  wenn  dasselbe  ne- 
gativ  ist,  sondern  das  positive  Minimum,  welches  nach  §.  6$ 

doch  immer  <^2r  I>  sein  wird. 

In  dieser  Rücksicht  kann  man  auch  gleich  von  vorn  herein^ 
wenn  in  der  gegebenen  Gleichung  der  Koeffizient  b  negativ 
sein  sollte,  weil  alsdann  jedenfalls  der  andere  Koeffizient  c 
positiv  sein  muss,.  das  Glied  cz^  transponircn ,  also  statt  der 
Gl.  x'^  —  6y*  =  CÄ*  die  Gleichung 

x^  —  cz,^  =  by^ 

der  obigen  Behandlung  unterwerfen. 

§.    163.     Wiennxeiehen  der  MsäsbarkeH  der  Gleichung 

I.  Nach  der  Natur  der  Gleichung  von  der  Form  ax^^sby^-^cz* 
kann  man  jede  Auflösung  ^,  y,  z  derselben  mit  jeder  beliebigen 
ganzen  oder  gebrochenen  Zahl  multipliziren.  Demnach  sind 
Auflösungen  in  ganzen  und  in  rationalen  Zahlen  gleich- 
zeitig entweder  beide  möglich  oder  beide  unmöglich. 

Ferner  ist  klar,  dass  wenn  die  Koeffizienten  a,  i,  c  theii- 
weise  oder  sfimmtlich  quadratische  Faktoren  enthielten,   wenn 

also    ata*a^*  =  6tßV-f''^*y'**   gegeben    wfire,    diese  Glerchung 

32* 
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und  die  darch  Absonderung  der  quadratischen  Faktoren  ent- 
stehende Gleichung  aiX'  =  6iP-f-CiZ'  gleichzeitig  entweder 
beide  möglich  oder  beide  unmöglich  sind. 

Wenn  es  also  bloss  auf  die  Prüfung  der  Lösbarkeit  oder 
Unlösbarkeit  einer  Gleichung  dieser  Art  ankommt,  kann  mao 
sich  auf  die  Betrachtung  derjenigen  Gleichung  beschränken, 
welche  entsteht,  wenn  die  Koeffizienten  von  ihren  etwaigen 
quadratischen  Faktoren  befreiet  werden.  Wir  setzen  also  vor- 
aus, dass  in  der  jetzt  zu  untersuchenden  Gleichung  ar'=^'-|-^' 
weder  6,  noch  c  einen  quadratischen  Faktor  enthalte. 

Auch  nehmen  wir  an,  dass  nicht  gleichzeitig  b  und  c  ne- 
gativ seien;  da  sonst  nur  die  Auflösung  a7s=0y  y  =  0,  j&=0 
möglich  wäre. 

Schon  im  vorstehenden  Paragraphen  ist  bemerkt,  dass  man 
die  nach  §,  161  auszuführende  Entwickelung  sowol  mit  der 
Gleichung  x^ — fcy*=CÄ',  als  auch  mit  der  Gleichung  a?*— CÄ*=Jjf* 
beginnen  kann.  Damit  sich  dieser  Entwickelung  nicht  gleich 
von  vorn  herein  eine  Unmöglichkeit  entgegenstelle^  muss  es 
nach  §.  161,  I.  sowol  Zahlen  von  der  Form  ft  — p',  welche 
durch  c  theilbar  sind,  als  auch  Zuhlen  von  der  Form  c  — p', 
welche  durch  b  theilbar  sind,  geben. 

Es  muss  ajso  b  ein  quadratischer  Rest  nach  c  und 
auch  c  ein  quadratischer  Rest  nach  i,  d.h.  in  karzer 
Formelnsprache ;  es  muss  bRc  und  cRb  sein. 

Fände  das  Eine  oder  das  Andere  nicht  statt;  so  wäre  die 
gegebene  Gleichung  unmöglich.  Ist  aber  Beides  erfüllt;  so 
ist  man  zu  dem  Schlüsse,  dass  ausser  ^=Ky  =  z»sO  noch 
andere  Auflösungen  vorhanden  seien,  nur  dann  berechtigt,  wenn 
die  beiden  Koeffizienten  b  und  c  relativ  prim  sind.  Wären 
dieselben  nicht  relativ  prim,  besässen  sie  vielmehr  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  n;  so  bedarf  es  noch  der  Erfkllnng 
einer  dritten  Bedingung.  Diese,  drei  Bedingungen  lassen  sich» 
wenn  man  die  gegebene  Gleichung  statt  in  Einer  der  obigen 
Formen  in  Einer  der  nachstehenden  Formen 

(1)  '  x^  =^  aby^ -{- acz^ 

(2)  ar*  —  fliy*  =  acÄ«  (3)        a?« -^  ocä*  =  a6y* 

aufstellt,   nach  Legendres   Theorie  des   nombres   dahin  aus- 
sprechen, dass  es  Zahlen  von  der  Form  ah  —  x\  ac  —  '^y 
bc-\'X^  geben  müsse,  welche  resp.  durch  c,  b,  a  theil- 
bar seien,  dass  also  gleichzeitig 
(4)  abJRc^  acRb,  — bcRa 

sein  müsse. 

Die  ersten  beiden  dieser  drei  Bedingungen  sind  mit  den 
vorhin  erwähnten  beiden  Bedingungen,  weld^  nach  der  jetxl 
l^e^ähHen  Form  der  gegebenen  Gleichung 
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(5)  abRaCy  acRab 

sein  würden,  als  gleichbedeutend  anzusehen ^  indem  diese 
zu  jenen  und  jene  zu  diesen  führen.  Denn  da  nach  der  Vor- 
aussetzung die  beiden  Koeffizienten  ab  und  ac  keinen  quadra- 
tischen Faktor  besitzen;  so  sind  je  zwei  der  Zahlen  a,  b,  c 
relativ  priro,  und  demnach  sind  auch  ab  und  c,  sowie  ac 
und  b  relativ  prim.  Bestehen  aber  unter  solchen  Umständen 
die  ersten  beiden  der  Formein  (4);  ^o  bestehen  auch,  da  stets 
abRa  und  acRa  ist,  nach  §.  150,  X.  die  beiden  Formeln  (5). 
Dass  umgekehrt,  wenn  die  beiden  Formeln  (5)  bestehen^  auch 
die  ersten  beiden  der  Formel»  (4)  erfüllt  sind,  ist  für  sich  klar. 

Was  die  dritte  der  Bedingungen  (4)  betrifft,  welche  immer 
dann  realisirt  sein  wird,  wenn  die  beiden  Koeffizienten  der 
gegebenen  Gleichung  relativ  prim  sind,  also  a*=\  ist,  und 
deren  Nothwendigkeit  sich  sofort  ergibt,  wenn  man  einmal 
die  Gl.  (1)  mit  ßb  mulliplizirt  und  die  dabei  entstehenden  qua- 
dratischen Faktoren  ausstösst;  so  wollen  wir,  ehe  wir  zum 
Beweise  der  daran  sich  knüpfenden  Thatsache  schreiten^  jene 
Bedingung  so  modifiziren^  dass  sie  in  eine  bcmerkenswerthe 
Beziehung  zu  den  Grössen  tritt,  welche  bei  der  Keltenbruchs- 
entwickelung  des  schon  in  §.161  betrachteten  Ausdruckes  K 
zur  Erscheinung  kommen. 

II.  Setzt  man  behuf  der  in  §.  161  bezeichneten  Kelten- 
bruchsentwickelung  nach  Maassgabe  der  Gl.  (2)  jetzt  D^s=zab^ 
QQ  =  aCj    schreibt   auch   zur  Abkürzung   für   die   in    der   Ent- 

Wickelung  von  K= r^ auftretenden    Grössen    ( — O^ßm 

das  einfachere  Symbol  qn,  so  kann  man  zwischen  der  gegebenen 
Gleichung  (9)  in  §.  161,  welche  in  dieser  Kellen  bruchsent- 
wickelung dem  Zeiger  0  entspricht,  und  der  ersten  fransfor- 
mirten  Gleichung  (14)  in  §.  161,  welche  dem  Zeiger  m  ent- 
spricht, folgende^  den  Zeigern  0,  1^  2...m  entsprechende  ähn- 
lieh gebildete  Gleichungen  schreiben^  wovon  eine  jede  in  dop- 
peller Gestalt^  wie  die  vorstehenden  beiden  Gleichungen  (2), 
(3)  notirt  werden  soll. '  Dies  gibt  zwei  Gruppen  (A)  und  (B), 
in  deren  einzelnen  Gliedern  der  kürzeren  Schreibweise  wegen 
die  Unbekannten  immer  mit  demselben  Zeichen  belegt  sind. 

(A)  (B) 

(6)  x'-  —  Dy'  =  qoz'  (7)  x'  —  qoz'=^Dy' 
(8)  x''-Dy^  =  q,z'  (9)  x^-q^z^^Dy' 
(10)        x*  —  Dy'  =  qiZ'               (II)        x'- -- qtz' =^  Dy' 
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Die  erste  transformirte  Gleichung  (14)  in  §.  161  erscheint 
hier  als  Gl.  (13). 

Die  beiden  Bedingungen  (5),  welche  auch  die  ersten  beiden 

der   Bedingungen    (4)    vertreten,    sind   jetzt  DRqo    und    qoRD. 

Berücksichtigt  man  jetzt  die  Grösse  Q  vom  Zeiger  — 1,  welche 

j) p  i 

bekanntlich    ß-i  =  — yz ist;    so   kann    man    für   die    drille 

i/o 

der  Gleichungen  (4),  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  auch 
die  Bedingung  q-tRD  an  die  Stelle  setzen.  Dass  ausserdem 
DRq^i  sein  wird^  sobald  nach  der  ersten  Bedingung  DRqo  ist, 
leuchtet  von  selbst  ein,  weil  man  D  —  Po*=0oß-i==  —  Jo^-i 
hat.  Es  geschieht  also  nur  der  Symmetrie  der  Formeln  wegen, 
dass  wir  den  obigen  drei  Bedingungen,  die  Bedingung  ßRq^i 
als  vierte  hinzufügen  und  demgemöss  die  Lösbarkeit  der  ge- 
gebenen Gleichung  (1)  von  der  Existenz  der  Formeln 

(14)  DRq.i  (15)  q.iRD 

(16)  DRqo  (17)  qoRD 

abhängig  machen. 

Ehe  wir  den  Beweis  antreten,  dass  diese  Formeln  wirklich 
die  Kennzeichen  der  Lösbarkeit  der  gegebenen  Gleichung  dar- 
stellen, wollen  wir  zeigen^  dass  die  Bedingung  (15)  die  dritte 
der  Bedingungen  (4)  vollständig  vertritt  und  umgekehrt. 

Zu     diesem    Ende    hat    man     q_i  =  —  ^.t  = j^ — ^ 

Qo 

z^ 2_^  d^  i^  da  hierin  Po  offenbar  durch  die  mit  keinem 

ac 

p 

quadratischen    Faktor    behaftete  Zahl   a   theilbar,    also  ~=» 

a       ^ 

eine  ganze  Zahl  sein  muss,   q^i  = "^^-,  und  hieraus  folgt 

c^q^i  =  —  Äc  -j-  acp. 

Nimmt  man  nun  die  Formel  (15)  als  gegeben  an;  so  hat 
man  auch  c^q^iRD  d.  i. 

(18)  (— bc -^  acp^)Rab        folglich  gleichzeitig 

.  (19)         (— bc -\- acp^)Ra     und     {— bc -^  acp^)Rb     oder 

(20)  --bcRa         und         acp^Rb 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  stimmt  mit'  der  dritten 
der  Formeln  (4)  überein,  und  die  zweite  ist  durch  die  zweite 
der  Formeln  (4)  realisirt. 

Nimmt   man   dagegen    umgekehrt  die  Formeln  (4)  als  ge- 
geben an;  so  sind  zunächst  die  Formeln  (20)  erfüllt,  demnach 
.auch   die  Fcrmel   (19)  und   alsdann,    da  a  und  b  relativ  prim 
sind,  die  Formel  (18)  oder  cq.iRD,     Hieraus  aber  folgt,    weil 
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c  lind  D  =  ad  relativ  prim  sind,  dass  auch  q^iRD,  also  die 
Formel  i(15)  erfällt  sein  mUsse  (§.  150,  XII.). 

III.  Was   nun   den  Beweis  betrifft,   dass  die  Bedingungen 

(14)  bis  (17),  oder  eigentlich  die  drei  letzten  derselben,  zur 
Lösbarkeit  der  GK  (1)  noth wendig'  und  hinreichend  sind; 
so  erheilet  deren  Noth  wendigkeit  schon  aus  ihrer  Ableitung. 
Um  aber  zu  zeigen^  dass  sie  zu  dem  fraglichen  Zwecke  auch 
hinreichend  sind,  beweisen  wir  zunächst^  dass  wenn  sie  he* 
stehen,  auch  für  jeden  späteren  Zeiger  m  die  analogen  Formeln 
(21)  DRq„  (22)  q„,RD 
bestehen  werden. 

Die  Formel  (21)  erhellet  aus  der  Gleichung  (7)  des  §.61, 

woaach  />  — Pm*  =  (?ai-töm===  —  ?m-i?m»  «Iso  ORq^  ist. 

Um  die  Formel  (22)  nachzuweisen;  so  hat  man  nach  Gl. 
(4)  oder  (15)  in  §.  68  sofort  qoqmRD,  also  wegen  (17)  auch 
qo^qtaRD  d.  i.  {acyqmRabf  mitbin  auch-  {acj'^qn.Rby  und  da  a€ 
und  b  relativ  prim  sind,  nach  §.  150,  XII.  q^Rb, 

Nach  Gl.  (16)  in  §.  68  hat  man  ferner  q^iqmRD,  also  wegen 

(15)  9Vkch.  q^i^qmRJD 9   mithin,   da  D^^ab  ist^  q^i^q^Ra.    Es  ist 

aber  die  Grösse  j_i  = ■ — ^    offenbar   zu   a   relativ   prim, 

weil  6  zu  a  relativ  prim  ist.  Demnach  hat  man  nach  §.  150,  XII. 
auch  qmR(^> 

Wenn  aber  nach  Vorstehendem  OmRa  und  a^Rb;  so  ist 
auch^  da  a  und  b  relativ  prim  sind,  q^Rob  d.  i.  qmRD,  wodurch 
die  Formel  (22)  nachgewiesen  ist. 

IV.  Besässe  die  Grösse  q^  einen  quadratischen  Faktor; 
so  kann  derselbe  abgesondert  und  in  den  Gleichungen  (12)  und 
(13)  mit  dem  Quadrate  z*  der  Unbekannten  vereinigt  werden, 
wie  es  schon  vorhin  für  den  Fall  vorgeschrieben  war,  dass  B 
oder  qo  einen  quadratischen  Faktor  besässe.  Wir  behaupten, 
dass  nach  Absonderung  dieses  quadratischen  Faktors 
nicht  bloss  die  Formeln  (21)  und  (22)  für  den  Zeiger  m,  son- 
dern auch  die  um  Einen  Zeiger  zurückstehenden  Formeln  (also 

.  die  für  den  Zeiger  m  —  1 ,  worin  natürlich  auch  qn^i  seinen 
Werth  ändern  wird)  Gültigkeit  behalten  werden. 

Um  Dies  nachzuweisen,  wollen  wir  zeigen,  dass  wenn  die 
vier  Formeln  (14)  bis  (17)  für  den  Fall  bestehen,  dass  qo  einen 
quadratischen  Faktor  besitzt,  sie  auch  bestehen  werden,  wenn 
dieser  Faktor  von  qo  getrennt  wird  (wodurch  auch  y_i  seinen 
Werth  ändert),  wobei  jedoch  die  frühere  Voraussetzung  be- 
stehen bleibt,   dass  D  keinen  quadratischen  Faktor  enthalte. 

Denn  ist  qo  =  a^ko;  so  folgt  aus  (16)  oder  aus  DRa% 
auch  sofort  DRko. 
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Da  a  nothwendig  relativ  prini  zu  D  sein  moss,  weil  sonst 
die  Formel  (16)  nach  §.  150,  XI.  eine  Unmögiicfakeit  enthielte; 
so  bedingt  die  Formel  (17)  oder  a%RD  nach  §.  150^  XII.  auch 
die  Beziehung  hRD. 

Die  jetzt  an  die  Stelle  von  q^i  tretende  Grösse. iL^  ist 
=Äa'y-i,  indem  man  dafür  JD  —  Po*  =  ^yoj.i= — kji^i  hat. 
Aus  der  letzteren  Formel  ergibt  sich  ohne  Weiteres  DRk^i. 

Endlich  erkennt  man,  dass  aus  (15)  auch  a^q^iRD^  d.i. 
k^iRD  folgt, 

y.     Nach  dem  Vorstehenden  kann  man  also  in  die  Formeln 

(16)  und   (17)   für  qo  nach  und  nach  alle  Werthe  q^i,  qo,  qi, 
qt,. .  substituiren. 

Sobald  man  auf  diese  Weise  bis  zur  ersten  transfor- 
mirten  Gleichung  (3)  gelangt  ist,  welche  sich  durch  Trans- 
position aus  der  Gleichung  (12)  der  Gruppe  (A)  ergibt,  ändert 
sich  für  die  fernere  Entwickelung  nach  §.161  der  Werth  der 
Determinante  D,  indem  man  jetzt  I)f  =  q^  and  qQ^t=D  hat, 
und  auch  durch  Absonderung  des  etwa  m  q^  enthaltenen  qua- 
dratischen Faktors  dafür  sorgen  kann,  dass  weder  J/,  noch  q^ 
einen  quadratischen  Faktor  besitze.  Wie  sich  nun  früher  aus 
der  Gleichung  (6)  die  Gleichungen  der  Gruppen  (A)  u6d  (B) 
erzeugten,  so  mnss  es  jetzt,  wenn  die  gegebene  Gleichung  lös- 
bar sein  soll,  möglich  sein^  aus  der  Gleichung  (13)  zwei  Grup- 
pen (A)  und  {B' )  zu  erzeugen,  welche  ebenso  wie  die  früheren 
Gleichungen  geschrieben  werden  können,  wenn  mdn  alle  darin 
vorkommenden  Buchstaben  akzentuirt.  Eine  solche  Entwickelong 
würde  offenbar  dann  möglich  sein,  wenn  die  Formeln  (14)  bis 

(17)  auch  für  die  akzentnirten  Grössen  beständen,  indem  es 
dann  zunächst  Werthe   für  Po   gäbe,   wodurch  D'  ^^Pq^  durch 

VlT'4'Po 

Qo    tbeilbar  würde  undA"= TV        in  einen  K^ttenbruch 

entwickelt  werden  könnte.  Bedingten  ausserdem  die  Formeln 
(14)  bis  (17)  auch  für  die  neuen  Gleichungen  analoge  Be- 
ziehungen; so  würden  diese  Beziehungen  nicht  bloss  für  die 
zunächst  entstehenden  Gruppen  (A'),  (B')  bis  zur  zweiten 
transformirten  Gleichung,  sondern  auch  für  alle  ferneren  Grup- 
pen Bestand  behalten,  also  nothwendig  zu  einer  Auf- 
lösung der  gegebenen  Gleichung  führen. 

Um  zu  zeigen,  dass  Dem  wirklich  so  ist,  wollen  Wir  dar- 
thun,  dass  die  Formeln  (14)  bis  (17)  auch  dann  noch  bestehen, 
wenn  man  in  der  gegebenen  Gleichung  (6)  die  beiden  Koeffi- 
zienten D  und  qo  mit  einander  vertauscht,  also  die  durch 
Transposition  daraus  gebildete  Gleichung  (7)  dafür  an  die 
Stelle  setzt,  während  Gl.  (6)  an  die  Stelle'  von  (7)  tritt.  Nimmt 
man  also  ff  =qo  und  q^  =D'^  so  ist  zu  zeigen,  dass  auch  sei 


S.  i63.    Kemzeieben  der  Loibarkeü.  äOd 

(23)  ffüq^t  (24)  q^iRiy 

(25)  lyRq,'  (26)  q.'RD' 

Setzt  man  für  1/  uhd  qo'  fhre  Werthe;  so  zeigen  sich  die 
beiden  Formein  (25)  und  (26)  als  identisch  resp.  mit  (17) 
und  (16). 

Aas  (25)  folgt  dann  von  selbst  auch  (23),  indem  es  danach 
einen  Werlh  Po  geben  mnss,  wofür  IX — Po*  durch  ^o'  theil- 
bar,  also  2>' — Pq^=QqQ_^  =  —  q^q^x    wird. 

Was  endlich  die  Formel  (24)  betrifft,  worin  ff  =qQ  =  ac 
ist;  so  wird  dieselbe,  da  a  und  c  relativ  prim  sind,  dann  und 
auch  nur  dann  besteben,  wenn  gleichzeitig  q^i'Ra  und  q^i'Rc 
oder  auch,  da  b  relativ  prim  zu  a  und  zu  c  ist,  wenn  gleichzeitig 

b^q^i'Ra  und  b^q^i'Rc  ist.    Nun  bat  man  aber  q^i  == T 

oder  da  ff  =qo=:aCy  qo=Dj=iabf  also  nothwendig  Po   durch 

a  theilbar,  milbin  =ap  ist,  q~i= — ^["  ^   und  6^-1=""  bc-\-acp*. 

Nach  diesem  Werthe  von  b^q^i  leuchtet  sofort  ein,  dass  da 
nacb.  der  dritten  der  Formeln  (4)  oder  nach  (15)  — bcRa  ist, 
auch  b^q^iRa  sein  wird,  und  dass  ferner,  da  nach  der  ersten 
der  Formeln  (4)  oder  nach  (16)  abRc  ist,  auch  b^q^Rc  sein 
wird.  Demgemäss  ist  also  auch  der  Bestand  der  Formel  (24) 
konstatirt. 

Hiernach  bleibt  kein  Zweifel  mehr  übrig,  dass  die  drei 
Formeln  (4)  oder  (15),  (16),  (17)  die  notb wendigen  und 
hinreichenden  Bedingungen  für  die  Lösbarkeit  der  Glei- 
chung (1)  darstellen. 

VI.  Wenn  die  beiden  Koeffizienten  auf  der  rechten  Seite 
der  gegebenen  Gleichung  (1)  Primzahlen  sind;  so  ist  immer 
a  =  1 ,  also  die  dritte  der  Bedingungen  (4)  von  selbst  erfüllt. 
Für  diesen  Fall  erfordert  also  die  Lösbarkeit  der  Gleichung   ^ 

(27)  a?*  =  6y«4-CÄ* 
nnr  die  beiden  Bedingungen 

(28)  bRc  cRb 

Nach  der  besonderen  Form  der  beiden  Primzahlen  b  und 
c  gewähren  aber  die  Sätze  in  §.  149,  V.  bis  VlII.  vom  Bestände 
der  Einen  dieser  beiden  Bedingungen  sofort  einen  Schluss  auf 
den  Bestand  der  anderen.  £s  genügt  daher  in  diesen  Fällen 
die  Verwirklichung  der  Einen  Bedingung^  wennicht  nach  der 
besonderen  Form  von  b  und  c  die  Gl.  (27)  allgemein  unlösbar 
ist.  Im  Folgenden  haben  wir  die  hieraus  sich  ergebenden  Ke- 
-^ullatc  zusammengestellt,  indem  wir  b  stets  als  positiv^  dagegen 
c  bald  als  positiv^  bald  als  negativ  ansehen  und  für  die  absplulcn 
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Werthe  dieser  Koeffizienten  die  verschiedeneo  Kombinationen 
der  Primzahlen  von  der  Form  4r~[-l  und  4r-|'3  anter  ein- 
ander; sowie  auch  die  Kombinationen  der  Primzableo  von  der 
Form  8r-{-l,  3,  5,  7  mit  der  Primzahl  2  bilden. 


wenn 


so  ist  die  Gleichung  (27) 


4r 
Ar 
4r 
Ar 
Ar 
Ar 
Ar 
Ar 


1 
1 
3 
3 
1 
l 
3 
3 


4»--3 
AS'-X 

4*-|-3 
(4*+t) 
(4« +3) 
(4*-l) 
(4* +  3) 


-  l 

—  1 


2 
2 
2 
2 

—  2 

—  2 

—  2 

—  2 


lösbar;  wenn 

0  » 


0 


(Ar 
{Ar- 
(4r- 


t)Ä(4*-^l) 
l)Ä(4*+3)^ 

3)Ä(4«4-0 


unlösbar 

lösbar,  wenn  {Ar-\-\)R\^As-\-\) 

unlösbar 

lösbar,  wenn  (4r4-3)Ä(4«+3) 

lösbar 
unlösbar 

lösbar 

unlösbar 

» 
lösbar 

» 
unlösKar 


lA/WWNA/VWWWV/NAA/WVW» 


Man  erkennt  leicbt,  dass  durch  diese  und  ähnliche  Be- 
trachtungen Verallgemeinerungen  der  Sätze  des  §.  156  gewonnen 
werden;   indem    z.  B.    nach    dem    Vorstehenden    die   Gleichung 

j;«  =  (4r-|-l)y'  — Ä*  oder  ir*-}-Ä'  =  (4r-f- Oy'  lösbar,  da- 
gegen die  Gleichung  ^'  -}-  z*  =  {Ar  -j-  3)y*  unlösbar  ist  (vor- 
ausgesetzt, dass  4r-f-l  und  4r-|--3  Primzahlen  seien).  Dem- 
nach lässt  sich  jede  Zahl  von  der  Form  (4r-}~  l)y^,  aber  keine 
Zahl  von  der  Form  (4r-j-3)y*  in  zwei  Quadrate  zerlegeoi 
worin  eine  Verallgemeinerung  des  Ferraalschen  Satzes  §.  156,  1. 
besteht. 

Allgemein  ist  die  Gleichung  ^•=Äy' — z*  oder  x^-\-z*=by^ 
dann  lösbar;  wenn  — \Rb  ist,  gleichviel  ob  b  eine  Primzahl 
sei  oder  nicht.  Dagegen  ist  jene  Gleichung  unlösbar;  wenn 
man  —  IJV6  hat.  Der  erstere  Fall  der  Lösbarkeit  tritt  ein; 
wenn  b  aus  lauter  Primfaktoren  von  der  Form  4r-|-l  zusam- 
mengesetzt ist,  wozu  sich  auch  noch  die  Primzahl  2,  jedoch 
nur  auf  erster  Potenz  gesellen   darf   (s.  §.150;  IV.,  V.,  Vi.). 
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Besitzt  dagegen  b  einen  Primfäklor  von  der  Form  4r-f-3  oder 
eine  höhere  Potenz  von  2,  als  die  erste;  so  ist  jene  Gleichung 
unmöglich.  Demnach  kann  z.B.  weder  die  Zahl  21  =  3.7 
noch  eine  Zahl  von  der  Form  21^^  in  zwei  Quadrate  zerlegt 
werden. 

§.  164.    Jieti^piel: 
a?«  =  37y«  +  44Ä* 

Diese  Gleichung  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
lösbar.  Denn  der  Koeffizient  37  von  y'  und  der  von  seinem 
quadratischen  Faktor  4  befreiete  Koeffizient  1 1  von  z^y  welche 
relativ  prim  sind;  erfüllen  die  beiden  Bedingungen,  dass  es 
Zahlen  von  der  Form  37  — p*  und  11  —p'  gebe,  welche  resp. 
durch  11  und  27  theiibar  sind,  indem  unter  Anderem  die 
erste  Bedingung  durch  p  =  2  und  die  zweite  durch  p==14 
verwirklicht  ist. 

Behuf  der  Auflösung  nach  §.161  lassen  wir  vorläufig  den 
Umstand,  dass  der  Koeffizient  von  z^  einen  quadratischen  Faktor 
enthält;  ausser  Acht  und  schreiben 

a:«_37y»  =  44Ä' 
Hierin  ist  1>  =  6  =  37,  ßo  =  c  =  44,  also  ir=        ,7"^'.   Jetzt 

44 
sind  die  Beihen  der  durch  44  theilbaren  Zahlen  von  der  Form 
37  —  Po*  zu  suchen.     Man  findet  deren   vier,   für  welche  resp. 
Po  =  it^^  +13  ist.   , Nimmt  man  einmal  Po  =13;  so  Jiat  man 


44         '  " 

iiiu     uric 

9     ^lUL     UIC/      MSAtl 

ItVTl^^BCI 

""6 

tn             Pol 

C- 

(-1)-^» 

um 

Jfm 

iV. 

—2 

0 

l 

-    1 

-3 

3 

1 

0 

0          13 

44 

12 

0 

0     • 

1 

1      -13 

-3 

3 

2 

l 

2 

welche  bei  dem  Zeiger  m  =  2  abgebrochen  werden  kann^  da 
hierfür  (— l)™ßo,==(— t)*^s  =  4  ein  vollkommenes  Quadrat 
ist.  Für  diesen  Werlh  von  ni  hat  man  ferner  P«»  =«7,  ßm  =  4, 
J|f„_,s=1,  JV„_i  =  2,  Jlf„.j  =  0,  JV„_s  =  l.  Die  transformirle 
Gleichung,  welche  an  die  Stelle  der  Gl.  (14)  in  ;§.  161  tritt,  ist 

Dieselbe  kann  nach  §.J60,  III.  aufgelös't  werden,  und  gibt, 
wenn  p,  q  irgend  zwei  Faktoren  bezeichnen,  in  welchen  sich 
die  Zahl  37  zerlegen  lässt,  sodass  man  also 
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p=s   1     37       —1     —37 
^  =  37       1     —37      — l 
hat» 

a?'=  y  (pv^  +  qw^) ,        y  =—  (/)»» +  qwl) ,         z  =  uvw 

Wie  schon  früher  bemerkt,  ist  es  bequemer,  nicht  sofort  diese 
Werthe  von  x,  y ,  z  in  die  Formeln  des  §.  161  einznführeD, 
sondern  die  Auflösung  s,  y,  Z  der  gegebenen  Gleichung  erst 
mittelst  der  einfachen  Zeichen  Xy  y\  z  darzustellen.  Zu  diesem 
Ende  hat  man  nach  der  Gruppe  (G)  von  Gleichungen  in  §,  161 

ittn  = 7j = ^ ,  lln  =  Ä 

y  =  iVio+n  =  — ^ ,        z=y 

Jetzt  hat  man  also  die  Werthe  von  x,  y,  z^  ausgedrückt  durch 
X  ^  y ,  z^  gefanden.  Sobsiituirt  man  für  die  letzteren  Grössen 
ihre  aus  der  transformirien  Gleichung  sich  ergebenden  Werthe; 
so  erhält  man 

a?  =  —  [9(pp'  +  qw^)  -f-  l^vw] 
y=^'-7-  (p^  -\-  q^^  +  1  Svw) 

Hierin  bleiben  t?,  w  ganz  willkürlich^  und  uisi  so  zu  nehmen, 
dass  Xj  y,  z  ganze  Zahlen  werden,  was.  offenbar  für  jedes 
Vielfache  von  4  geschehen  würde. 

Nähme  man  einmal  p=l,  ^=37,  t?=l,  to=sO,  ti=4; 
so  ergäben  sich  die  Werlhe  ir  =  9,  y=l,  z=\. 

Jetzt  wurde  die  Aeflösung  der  gegebenen  Gleichung  noch 
für  die  drei  anderen  Werthe  von  Po  =  — 13,  9,  —  9  zu  be- 
wirken sein^  ^s  wir  hier  übergehen. 

Ausserdem  ist  wegen  des  quadratischen  Faktors  4,  welchen 
die  Grösse  Po=44  =  2Ml  besitzt,  nach  §.161,  VII.  die 
Gleichung 


§.   164.     Beispiel 
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za  bebandeln,  für  welche  />  =  37,  ^o^ll,  also  JCs=s«- 


K37  +  F0 


11 


ist.     Für  die  Reihen   der   durch    11  theilbaren  Zahlen  von  d^r 
Form  37  —  Po*  hat  man  Po=i2.   Nimmt  man  einmal  Po=t— 2; 

,    .  ...     ,,       /37  — 2 


at    iijc 

111     IUI      J 

11.  *^  — 

U 

■ 

m 
2 

p« 

Cm 

(- 

-^rOu. 

(Xm 

0 

1 

1 

3 

—3 

1 

0 

0 

—2 

11 

11 

0 

0 

1 

1 

2 

3 

3 

2 

1 

2 

2 

4 

7 

•  7 

1 

1 

3 

3 

3 

4 

4 

2 

3 

8 

4 

5 

3 

3 

3 

10 

27 

.5 

4 

7 

-7 

1 

13 

•    35 

6 

3 

■  4 

4 

• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

• 
• 
• 

Hier  kann  man  bei  m  =  6  schliessen,  indem  man  ( — l)*^e  =  4 
hat.  Es  ist  dann  Pm  =  3,  Cm  =  4,  Jlf„_i==13,  iV;a_i  =  35, 
ilf„_j  =  tO^  iVm.2  =  27;  und  als  reduzirte  Gleichung  hat  man 

a?'«~4y*  =  37js'» 
Diese  reduzirte  Gleichung  ist  ebenso  gebildet^  wie  die  frühere. 
Sie  hat  also   auch  die   oben   angegebenen  Auflösungen  für  cc\ 
y ,  z.  -  Die  Gruppe  (G)  in  §.  161  liefert  dann 

/»•    32j 

iHn= ^ ,  nn  =  a/ 

,,    13j7'  +  79.z        .     ^,    35j?'+213ä       213a:' +  1^95z' 
xt=\\. (-2). = 


yi 


_35^^  +  213ä' 


zi=y 


Substituirt  man  hierin  für  x,  y ,  ä'  ihre  Werthe  aus  der 
transformirten  Gleichung,  und  beachtet^  dass  jetzt  a;  =  2xu 
yz=2yi,  z  =  Zi  ist;  so  kommt      ^ 


a?  =  2a?i  =  — [21 3(pt?«  +  yu?*)+ 2590t?«?] 
y  =  2yi  =  -^  [35(yt?*  +  qw')  +  426t?M?] 


u 


Z  =  Zi  =  —  (pt^^  —  qw^) 
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Unter  Aoderem  ergeben  p=l,  9  =  37,  t?=l,  tr  =  0,  w  =  4 
die  VVerthe  a7s=213,  y  =  dh,  jc=].  Hierin  besitzen  z^rar  die 
beiden  Grössen  x  und  y  nicht,  wie  es  nach  §.161,  VII.  zu^ 
erwarten  wäre,  das  gemeinschaftliche  Maass  2;  Dies  hat  jedoch 
darin  seinen  Grnnd^  dass  man  nicht  dafür  gesorgt  hat,  dass 
die  Auflösungen  xi,  t/i,  Zi  ganze  Zahlen  sind.  Unter  solchen 
Umständen  repräsentiren  die  vorstehenden  Formeln  für  x,  y,  z 
eine  grössere  Anzahl  von  Auflösungen^  welche  zum  Tbeil  der 
Kategorie  derjenigen  angehören,  bei  welchen  man  ^en  qua- 
dratischen Faktor  von  44  nicht  ausscheidet. 


§.  165.    Reiwf^i: 

a?«=528y«  — 618ä* 

In  dieser  Gleichung  hat  528  ==16.  33  den  quadratischen  Faktor 
16.  Nach  Ausscheidung  desselben  besitzen  33^3.11  and 
618  =  3.206  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  3  and  die 
Gleichung  wird  lösbar  sein,  wenn  es  nach  §.  163  Zahlen  von 
der  Form  33 —;?*,  —  618— p«,  2266  — p*  gibt,  welche  resp. 
durch  206,  II,  3  theilbar  sind. 

Da  diese  Bedingungen  resp.  für  p  =  41,  3^  1   erfüllt  sind; 
so  ist  die  gegebene  Gleichung  lösbar.     Schreiben  wir  dieselbe 


X' 


-52%*  =  — 618**     ^ 
so  istZ)  =  528,   Oo— —  618,   /r=J-^^ii^..       Unter 


den 


—  618 

Werthen   von   Po,   für    welche    528  — Po*    durch    618    Iheilbar 
wird,  findet  man   auch  fo  =  -j-42.     Nimmt  man  Po  =  42;    so 

,    ,            f..     ir       ^528  +  42 
hat  man  für  K  = ^.'^r — 

—  OlO 


m 

^2 
—  1 
0 
1 
2 
3 
4 

0 

7 


m 


42 

576 

-40 

24 

0 

22 

22 

22 


2 

—618 

536 

—2 

24 

22 

2 

22 

2 


(-l)"'&m         a 


m 


-2 

-618 

-536 

—  2 

—24 

22 

-2 

22 

—2 


—  1 
1 
8 
1 
1 
22 
2 


0 

1 

—  1 

0 

— l 
— 1 

—2 
—  45 
-92 


1 

0 
1 
1 
9 
10 

19 

428 
875 


In  dieser  Entwickelung  kommt  unter  den  Grössen  (—tyQm 
kein  Quadrat  vor.  Der  kleinste  positive  Werlh  darunter  ist 
22;   wir   wollen   jedoch   den   kleinsten    negativen    Werlh    -—2 


§,  £65.    BeigpieL  *  509 

auswählen^  da  derselbe  bedeutend  kleiner  ist,  als  jener.  Da 
dieser  Werlb  — 2  nickt  bloss  in  der  Periode »  sondern  anch 
schon  früher  vorkomint;-  so  wollen  wir  denselben  bei  dem 
Zeiger  m  =  2  nehmen.  Dies  giebt  (— l)«ip„  =  — 2,  ß„==  — 2, 
Pm  =  — 40,  J»f„_i  =  0,  iV„_,  =  l,  J»f„.,  =  -^1,  JV„.,  =  1  und 
man  hat  die  transformirte  Gleichung 

ar'^— (-2)y«  =  528Ä* 


Hierin  ist  !>'==  — 2,  Qo  ==^h2S,  also 


r=i^^i+^'. 


528 


Es 


sind  jetzt  die  durch  528  theilbaren  Zahlen  von  der  Form 
—  2 — Po*  zn  suchen.  Da  528  =  3.Jl.t6  ist  und  es  keine 
durch  16  theilbare  Zahl  von  der  Form  — 2  — Po''  gibt;  so 
kann  es  auch  keine  durch  528  theilbare  Zahl  von  dieser  Form 
geben. 

Wir  können  also  bei  dem  angenommenen  Werthe  von 
jPo  =  42  nur  noch  untersuchen,  ob  diese  transformirte  Gleichung 
auflösbar  ist^  nachdem  rechts  der  quadratische  Faktor  16  =  4' 
abgesondert  ist,  also  wenn  man  nach  §.  161,  VII. 

a?/'-(~l)y/'  =  33z/'  

schreibt.    Hierin  hat  man  IX  =  —  2,  ^o  ==33,  lif'  = 7^  ^, 

und  es  kann  Po'  ==  i  8,  +14  genommen  werden.     Nimmt  man 


Po'  =  8 ;  so  kommt  für 


,..     ^,       K-2  +  3 
""'^^ 33 


tn 

tm' 

y»' 

—2 

1 

\ 

2 

0 

8 

33 

l 

—8 

—2 

2 

0 

1 

m' 


2 

33 

2 

1 


Hier  kann  man  schliessen  bei  m'  =  2,  (— l)"''P'in'=l»  P'in'  =  0, 
ff^.=  \,  JlfVi  =  l,  W>'-i  =  4,  Jir„'.,  =  0,  JV'.'.,=  t.  Die 
zweite  transformirte  Gleichung  ist  nun 

a?"«_l.y"«  =  ^2Ä"' 
Dieselbe  kann   nach  §.  160,  HI.   aufgelös't  werden,   und  indem 
pq  =  —  2  ist,  hat  man 


m' 

0 

1 

1 

0 

0 

0 

1 

• 

4 

1 

4 

u 


iF"  =  y(F' +  ?«>*), 


u 


y  =y(f*  — 5^')» 


// 


Z    sssUVW 


Die  rückwärto  gehenden  Sabsütuüonen  liefern  nun  nach 
der  in  §.161  bezeichneten  Gruppe  (G'),  welche  mit  der  Gruppe 
(G)  bis  auf  die  Anzahl  der  Akzente  genau  übereinstimmt, 
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Mu'= ~ =  iF   ,  Üb' 


•  ^^  »  -^^      MM  ^» 


Hiernach  ist 

X  =ixi  =ix"  —  32ä",    y  =4yi'  =  16j?"-|-4z',    z  =Zi  =y" 
ferner  nach  der  Gruppe  (G) 

if«+«-0.(^2ir"  +  20y'  +  l6zO  +  (-1).y'  =  -y" 
iV„+a  =  l  .(-2ar"+20y"+.16Ä")+*  .y"=-2^"+21y"+t6js" 
ar  =  — 618.(~y')  — 42.(— 2ar"  +  21y'4-l60 
—  I2(7a?"— 22y"  — 56ä") 

y=-2a?"  +  21y'  +  16Ä',     "    ä  =  16j?"  +  4ä" 

Substit^irl  man  hierin  die  obigen  Wertbe  von  x't  y\  z\ 
so  kommt 

'  a?  =  6M(—  15jw'  +  29jtr»  —  \\2vw) 

y  =  y  (1 9/>t?»  —  23yu?*  +  32w) 

j&  3=  4ii  (2pi?*  4"  ^V^  +  ^'^) 
Nimmt  man   einmal  p=l,  5^  =  —  2,  f?=l,  tt?  =  0,  «=2;    so 
ergeben  sich  die  Werlhe  a?= — 180,  y^ssld.,  t;ts3c|6. 

Um    für    das   vorstehende   Beispiel   die   Schlussbemerkong 
Vin.   ans  §.161    in  Anwendung   zu  bringen,   also  eine  Grosse 

(— ir+"+*ßn.+n+i  aus  der  Entwickelung   von   K=     ^^^"^7  ^^ 

darzustellen,  welche  ein  vollkommenes  Quadrat  ist;  so  hat  man 
für  die  letzteren  speziellen  Werlhe  0?=—  180,  y=3:19,  z==16, 

Jtfm+,_a7  +  foy      -180  +  42. 19_    1     _ 

^a.+«       C^ty    "^     ^618.19     — -.19— L^' ~*^J 

Entwickelt  man  nun  K  nach  den  beiden  Quotienten  0,  — 19; 
so  kommt  in  der  That 

m  jPm         Q^  (~l)m^».        ö«        Jtfm         iV 

—2             .  Ol 

-1                         2  10 

0  42     —618  —618  0         0               1 

1  —42  2  ~2  —19         1         —19 

2  4         256  256 

und  es  ist  wirklich  (— 1)*^ft=r256=3l6*  ein  vollkommenes  Quadrat. 


§.  i€6,     Beispiel, 
§.  166.    MBeUpiel: 
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X*  =  1 3y«  — ,  1  39ä* 

An  diesem  Beispiele,  welches  sich  in  den  Zusätzen  von 
Lagrange  zu  £ulers  Algebra,  §.  56,  vorfindet,  wollen 
wir  zeigen,  in  welchem  Grade  sich  unsere  Methode  gegen  die 
von  Lagrange  durch  Kürze  empfiehlt.  Dabei  machen  wir 
darauf  aufmerksam,  dass  die  Schwierigkeiten  der  Einen  und  der 
anderen  Methode  nicht  in  den  dabei  vorkommenden  Substitutionen, 
sondern  vorzugsweise  in  den  Nebenrechnungen  bestehen,  welche 
jeder  Übergang  von  £iner  transformirten  Gleichung  zu  der 
nächstfolgenden  erfordert,  namentlich  in  der  Aufsuchung  der 
durch  Q  theilbaren  Zahlen  von  der  Form  D  ^  P*,  Diese  Ope- 
rationen werden  aber  durch  unsere  Methode  dadurch  auf  das 
Äusserste  beschränkt,  dass  man  den  Koeffizienten  Tur  die  nächste 
traoftformtrte  Gleichung  aas  mehreren  anderen  auswählen  kann, 
worunter  sich  oftmals  schon  ein  Quadrat  und  in  jedem  Falle 
eine  bedeutend  kleinere  Zahl  vorfindet.  Nach  dem  Ver- 
fahren von  Lagrange  muss  man  sich  jedoch  mit  dem  einzigen 
Koeffizienten  begnügen,  weicher  sich  durch  die  a.  a.  O.  nach- 
zusehende Rechnung '  darbietet.  Dies  kann  unter  Umständen 
schon  bei  massigen  Koeffizienten  eine  sehr  grosse  An  zähl  von 
Transformationen  nach  sich  ziehen^  während  unsere  Methode 
nach  §.  162  selbst  bei  grossen  Koeffizienten  doch  nur  wenige 
Transformationen  erheischt. 

Um  die  obige  Gleichung  nach  unserer  Methode  aufzulösen, 
schreiben  wir  dieselbe 

.«  -  1 3y«  =  —  1 39*^ 


X' 


Sucht   man    die 


Es  ist  Z>=13,  ^o=-139,  Jir==i-iii^. 

durch  139  theilbaren  Zahlen  von  der  Form  13  — Po*;  so  findet 

yi3  4-4i 

man  unter  Anderem  ^0^5=41.     Eierfär  wird  K= -^ — 


m 

—2 
— 1 
0 
1 
2 
3 
4 


m 


i-^rQn.'         Om 


41 

98 

-29 

5 

3 


12 

—  139 

69 

—12 

1 

4 


—  12 

-139 

-69 

>-^12 

—  1 

4 


1 
1 
2 

8 


Jlf« 
0 
1 

— 1 
0 

— l 

w8 


-139 

l 
0 
l 
1 
3 
25 


Man  kann  hier  nehmen  m  =  4,  ( 
transformirte  Gleichung 

Scheiner's  UBbestimmte  Analytik. 


—  1 ,    Nu-t  =  3.     Die   erste 
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ist  auch   die  Sciussgleichuog,   uod  man  hat,  wenn  pq=^\3  ist, 
nach  §.  160 

Die  Gruppe  (G)  aus  §.  161  liefert 
^       j;4-3z  ^ 

4 

Jtf,+.  =  _  8 .  ^±^  -  1 . «' =  -  20.' -  7a' 


,=  -139.(_2.'-7.')-41.?^-Ii=HfL± 

4  4 


325x' 


y  —  — ^ ^        ^«=y 

und  wenn  man  hierin  für  or',  y,  z  ihre  obigen  Werihe  ewiführt, 

a?= -^  [87  (pt?»+ ^•)  +  65Ö!?ir] 

0 

z=Yip^'-V^) 

So  hat  man  z.  B.  fürp=l,  ^=13,  v=\,  tr  =  0,  ti  =  8  die  ^ 
Werthe  i?=w8T,  y  =  25,  ä  =  2. 

Vergleieht  man  diese  Reotmung  mit  der  von  Lagraage 
eingeschlagenen;  so  findet  man,  dass  derselbe  zun&chst  za  dem 
Koeffizienten  — 12  uad  demnach  zu  der  ersten  transfermirteR 
Gleichung  x^-^lZy^^^l^z*  gelangt.  Diese  muss  wieder  wie 
die  gegebene  behandeU  werden^  wobei  Lagrange  den  quadra- 
tischen Faktor  des  Koeffizienten  12  beseitigt  und  x*-\-3yi*=\3z^ 
schreibt.  Aber  die  Methode  Ton  Lagrange  verslattet  noch 
nicht  einmal,  dass  die  Rechnung  in  der  jetzt  folgenden  Ent- 
wickelungsstufe,  bei  welcher  die  durch  13  theilbaren  Zahleo 
von  der  Form  — 3 — JPo'*  zu  suchen  sind,  schliesse,  vielmehr 
führt  die  neue  Rechnung  erst  zu  einer  zweiten  transformirten 
Gleichung  x"*  —  3y'*  =  — 3z"*.  Mit  dieser  Gleichung  ist  nun 
nochmals  wie  mit  der  gegebenen  zu  verfahren,  und  Dies  erst 
fuhrt  «u  der  Schlussgleidbung.  Die  Methode  von  Lagraage 
erfordert  also  hier  drei  Tra^ormationen,  während  es  b«i  der 
unserigen  mit  einer  einzigen  abgethan  ist. 


§.  167.     YeraUgemeinerm^  der  MtAade,  5t3 

§.  1&7.   VeraUgetneinerumm  der  Au/Ummgmmeikode  de»  §.  J64« 
9oda9$  darunter  auch  die  Behandlung  der  €rleichungen  des 

$.  tßO  begriffen  ist. 

Die  Methode  des  §.161  gewinat,  wennauch  nicht  an  Kürze, 
doch  an  Eleganz  und  wissenscbaftlicber  Vollkommenheit,  wenn 
die  in  §.  160  vorgetragene  eigenlhümlicbe  Auflösung  der  in  der 
Form  x^  —  ßy=rCÄ*  erscheinenden  Schlussgleichung,  wobei 
man  wegen  der  Zerlegung  des  Koeffizienten  c  in  Faktoren  sogar 
noch  ein  anderes  Problem  der  unbestimmten  Analytik  in  An-^ 
Spruch  nehmen  muss,  durch  eine,  ganz  im  Geiste  der  Trans» 
formatiopeo  liegende  Oparation ,  ersetzt  wjrd.  Dies,  kann  fol- 
gdndermaassen  geschehen. 

:   Behandeln,  wir  die  Gleichung 

(1):  •     a7*~ßy=*4?*^ 

genau  so,  wie  es  in  §.161  behuf  der  dortigen  Transformation 

c 
Es  sind  also  auch  hier  die  Reihen  der  durch  c  (beiibaren.  Zahlen 
TOn  der  Perm  2?  — /o*=3=ß*-^Po*  aufzusuchen.  Da  aber  ^elzt 
die  Deterpii«Aiite  i}=stß^  ein  Quadrat  ist;  so  weiss  man  ans 
§.  87  fir.v  dass  .man  unter  den  Grössen  ^ti  den  WerLb  0  erzeu>ge^ 
baakw  .  Dicvien  Wertb  nehiften  wir  ftlr  jP^.?  6s  :sei  also  j^u  ===  0 
mild  PtttB^ibß*^  V^  C§^  ^'^)-  Alsdann  köiHiea  wiv  aber^nichli 
die  Gl.  (6)  in  §.  161,  welche  aus  der  GL. (5)  m  §.  124-  nach 
vorgängiger  Multiplikation  mit  |^m  entstanden  ist,  in  Anwendung 
bringen,  da  dieselbe  die  identische  Beziehuh^  0  =  0  ergeben 
würde;  vielmehr  ist  die  Gl.  (5)  in  §.  124  in  ihrer  ürspr&ng- 
liehen  Form^  aber  mit  den  Bezifeichnungen  des  §.161  zu  ver- 
wendet.    Hiernach  hat  man 

(2)  -  2i>^iIl„lIo  -  (?m-in„*  =  (-ir(-l)»+"-^*ßmt»+i 

Nach  der  in  §.161  gemachten  Voraussetzung  soll  nun 
( — t )*"+"+* ß„j^„^i=j5«  ein  vollkommenes  Quadrat  sei».  Seärei&t 
man  als0  dafür  den  Werth  wVu?';  so  kann  man  Gl'.  (2)  in 
die  Form         ■ 

(3)  -  n„(2P„,iia„  -  ^m-ittn)  =  (- 1  YUH^W^  =  UV^  .  (- 1 YUW^ 

bringen,  und  hieraus  folgt 

(4)  Iln  =  ttt?>,     und     -(2P«iÄn  +  öm-in„)  =  (-l)«»wt£?«,     also 

(5)  iH„f= _2P«         - 

Die  Grössen  %  f>,  w  HeiAen  wrfifrürlich;  sie  Siitd  j^dtft^ 
so  zu  wählen,  d^^s  Mn  eine*  gartze  Zaäl  whd,  a«ich  das«  die 
beiden  Grössen  Mn  und  Hn,  welche  den  ZShler  utid  Neii*W# 
eines  reduzirten  Kettenbruchs  darstellen,  relativ  prim  werden. 
Man  findet  übriirens  leicht,  dass  nach  der  Natur  der  gegebenen 
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Gleichung  von  der  Strenge  dieser  Bedingungen  abgesehen  wer- 
den kann.  Es  ist  nämlich  auch  statthaft,  dass  iHn  und  11.  ein 
gemeinschaftliches  Maass  besitzen ,  *  und  es  genügt ,  ti,  9,  ir  so 
zu  bestimmen,  dass  die  Auflösungen  x,  y,  z  der  ursprünglich 
gegebenen  Gleichung,  wovon  die  obige  Gleichung  (1)  irgend 
eine  transforrairte  ist,  ganze  Zabiwerthe  annehmen. 

Von  den  Werthen   (4)   und   (5)   für  ill.'  und  11.  und  dem 
Werthe 

(6)  z=s^ump 

steigt  man  nun  durch  die  Gruppe  (G)  des  §.  161  auf  zu  den  rück- 
wärts liegenden  Gleichungen.  Die  nächste  Gleichung,  deren  Auf- 
lösung man  auf  diese  Weise  erhält,  ist  die  vorstehende  Gl.  (1);  aod 
zwar  hat  man  hierfür,  nachdem  ilfm+D  und  iVm+a  be&timmt  sind, 

Man  erkennt,  dass  man  durch  das  vorstehende  Verfahreo 
auch  der  Prüfung  überhoben  wird,  ob  sich  unter  den  Grössen 
Q  der  Entwickelungen  von  K,  K' ,  IC\..  Quadrate  vorfinden. 
Wenn  man  immer  das  kleinste  Q  zur  nächsten  Determinaofe 
wählt,  wird  man  bei  irgend  einer  Entwickeiung  immer  auf  den 
Werth  ^  =  0  stossen  müssen,  welcher  anzeigt,  dass  die  dieser 
-£ntwickelung  zu  Grunde  liegende  Determinante  ein  Quadrat 
Ist^  und  dass  man  sich  also  in  einem  Falle  der  soeben  be- 
^hriebenen  Art  befindet. 

Beispiel.  In  dem  Beispiele  des  §.  166  stiessen  wir  aof 
die  transformirte  Gleichung 

a?«-.4y«?=13Ä» 

Behandeln  wir  dieselbe  in  vorstehender  Weise;  so  ist  D^^ 

^0  =  13,  ir=2-ii^.  Es  gibt  hier  zwei  Reihen  der  durch 
13    theilbaren    Zahlen    von    der    Form    i  —  Po*,    wofür   mair 

Nimmt  man  Po  =  2;  so  kommt  K= — t~- 

Qm        (— irp«        a»        M^        JV„ 

0  1 

0  0  10 

13  13  0  0  1 

0  0  3  13 

Hier  kann  man  sofort  ifis=l,  ^«  =  0,  /\n  =  — 2,  jP^-iJ^lf 
ifm-i  =  0,  JVbi.i  =  1,  iMBi-f  =  l,  JVin.ji  =  0  nehmen.    Dies 
nach  Gl.  (5)  und  (4) 

-   ja^  =  ^(13ü*  — «?•),        n.  =  w!?« 


p. 

=  +  2 

hat. 

m 

P« 

—2 

1 

0 

2 

1 

—2 

i 


S.  i68,    AufL  der  Gl.  ax«  =  by*  +  cz».  515 

und  dann  nach  der  Gruppe  (G)  in  §.  16t 

J|f„+„  =  0  .  y  (t3ü*  —  t(?«)4- 1  .  Mt?*  =  !/Ü* 


JV„+„  ====  1  .  ~  ( 1 3«?* -- IT«)  +  0  .  tii?«  == -^  (1 3i?« -- wO 
a?=t3.w!?«-2.4-(13f?»-tr«)  =  -^(13r*  +  M>*) 
y«-|-(13t.«-ir») 

Z  ss=  UVW 


§.  168.    Auflösung  der  €iMchun§s 

(1)  ax^  —  iy*=s=c;5«       oder      oa?*  =  6y* -|- cä* 

worin^  wenn  b  und  c  gleiche  Zeichen  haben  sollten,  a  dasselbe 
Zeichen  besitze,  indem  im  entgegengesetzten  Falle  nur  die 
Auflösang  if  =  0,  y  =  0,  J5=0  möglich  sein  würde. 

I.  Ist  a  ein  Quadrat  =  a';  so  schreibt  man  diese 
Gleichung 

(2)  (üta?)*==X*==:6y«  +  CÄ* 

lös't   dieselbe   für  Xj  y,  z  nach  §.  161    auf,    und    indem    man 
^schliesslich 

(3)  x^^ 

a 

setzt,  bestimmt  man  die  Willkürliche  u  so^  dass  Xj  y,  z  ganze 
Zahlen  werden. 

II.  Ist  a  kein  Quadrat  (und  überhaupt  keiner  der 
Koeffizienten  a,  b,  c  der  positive  oder  negative  Werth  eines 
Quadrates);  so  geht  die  Gl.  (1)  durch  Multiplikation  mit  a  in 
die  Form 

(4)  (axy  =  X'  =  aby^  +  acz* 

über.  Diese  Gleichung  ist  wie  (2)  nach  §.161  aufzulösen, 
indem  man  schliesslich 

$etzt. 

III.  Wenn  a  eiaen  quadratischen  Faktor  enthält, 
wenn  also  die  gegebene  Gleichung  die  Form 

(6)  aa'a?*  =3  6y*  +  cä* 

hat;   so  gereicht  es  der  Rechnung  zur  Abkürzung^  wenn  man 
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nicht  mit  dem  ganzen  Koeffizienten   von  or',  sondern  nur  ok 

dem  nicht  quadratischen  Faktor  a  desselben  malliplizirt.    Dies 

gibt 

(7)  (aas)*  =  X'  =  aby*  -|-  acz* 

acL 

IV.  Um  von  vorn  herein  die  Lösbarkeit  der  ge- 
gebenen Gleichung  (1)  zu  prüfen,  kann  man,  wie  schon 
in  §.  163  bemerkt  ist^  die  etwaigen  quadratischen  Faktoren  der 
Koeffizienten  a,  6,  c  ausser  Acht  lassen. 

Hotten  alle  drei  Koeffizienten  ein  gemeinschaftliches 
Maass;  so  werde  dasselbe^  da  es  auf  die  Werthe  von  x,  y,  z 
gar  keinen  £influss  ausübt,  und  nur  die  Rechnung  durch  od- 
nöthig  grosse  Zahlen  beschwert^  durch  Division  beseitigt. 

Hätten  aber  irgend  zwei  jener  .Koeffizienten  ein  gemein* 
gcbaftliches  Maass;  so  könnte  man  die  ganze  Gleichung  damil 
multipliziren.  Hierdurch  entständen  in  den  betreffenden  beiden 
Gliedern  quadratische  Faktoren,  welche  bei  der  gegenwärtigen 
Untersuchung  ausgeschieden  werden  können. 

Demnach  kann  man  bewirken,  dass  von  den  Koeffizienten 
a,  b,  c  keiner  einen  quadratischen  Faktor  enthalte,  and  keiie 
zwei  ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen. 

Mulliplizirt  •  man  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gl.  (t) 
mit  a;  so  erhält  man  die  Form  (4),  und  für  die  Lösbarkeit  dec. 
Letzteren  hat  man  nach  §.  163  (4)  die  drei  Bedingungen 

(9)  abRc,  acRb,  ^bcRa 

Wäre  die  zu  untersuchende  Gleichung  in  der  Form 

(10)  ai?«  +  6y*  +  CÄ*  =  0 

gegeben;  so  wurden  diese  Bedingungen,  wie  leicht  zu  erachüeo, 
in  folgende  Form  übergeben 

(11)  —ahRcy  -^acRh,  -^bcRa 


§.  1B9.    BeUpUli 

7ar»  — 15y«  +  23Ä«  =  0 
Dieses  Beispiel  bat  Gauss  nach  seiner  eigenen  Methode,  welche 
von  der  des  Lagrange  ganz  verschieden  ist,  in  den  /Kif 
arithm.  art.  294  behandelt.  Um  dasselbe  nach  unserer  Methode 
aufzulösen,  multipliziren  wir  mit  7  und  schreiben,  indem  wir 
lip  =  X  setzen, 

Hierin  ist  />=105,  (?o=-  161,  if=  ^^^\'f/\       Um    die 

— 161 
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durch  161  ÜieHbaren  Zahlen  ron  d«r  Form  105— Po'  aufzu- 
suchen, beachte  man,  dass  161=7.23  hl,  und  suche  einzeln 
die  durch  7  und  die  durch  23  theilbaren  Zahlen.  Man  findet 
die  beiden  Werthe  Po  =  +  63.    Nimmt  man  Fo  =  63;  so  kommt 

^_  Vm  +  63 


— 

161 

/ 

• 

tn 
2 

Pu, 

^- 

(-ir^m 

Um 

0 

1 

—  1 

24 

24 

1 

0 

0 

63 

16t 

—161 

1 

1 

1 

1 

98 

59 

59 

1 

0 

1 

2 

39 

-24 

•  ** 

^24 

1 

—1 

2 

3 

15 

5 

-5 

5 

5 

11 

4 

• 
• 
• 

10 

* 
• 
• 

1 

• 
• 
• 

1 

• 
• 
• 

Hier  kann  man  nehmen  m  =  4,  (— l)«>ßa,=  l,  P^^IO,  ^„=1, 
Jtfn-i  =  — 5,  j!V„_i  =  ll,  Jlfo,_2  =  ~l,  iVn,_j  =  2.  Die  Irans- 
formirte  Gleichung  ist 

0?'«— y*=105z* 

Dieselbe  kann  nach  §.  160  aufgelös't  werden  und  gibt,  wenn 
j9^==105  ist. 


u 


a7'=y(|w?*  +  5fw?*), 


u 


y  =y(jw'--?m^')» 


z 


wm 


Nach  der  Gruppe  (G)  aus  §.  161  hat  man  nun 

Ül„  =  a?'-|-10Ä',   ^    nn  =  z 
JPf.H-n=-5.(^'  +  10;5')4-(-l).Ä=-5a?'-5U' 
iV„,+„  =  l.(a;'  +  10Ä')  +  2.;5'  =  IIa?' +  112z 

X=-161.(-5ar'— 51ä)- 63.(1  la?'+tl2z)=7(16a?'+165Ä) 
y=llir'  +  112j5',         z=y 
Substituirt   man   hierin   die   obigen   Werthe   von  4?',  y,  j?;';   so 
kommt 

ar  :;=  _  s=r  u  [8(  pv^  +.5'«?*)  -j"  1 65t?M?] 


y 


^[ll(p«?«  +  yt£?*)  +  224!?M?] 


u 


So   erhält   man  z.B.   fürp=l,   jf=105,  v=i,  a?  =  0,  w  =  2 
die  Werthe  ir=16,  y=ll,  äs=1. 
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§.  170.    AupMmimg  der  CFMetaMf  •• 

(1)  ax^  —  2bxy  —  cy^  =  hz^ 

Es  wird  vorausgesetzt ^  dass  der  Koeffizient  des  Gliedes  xy  zn 
einer  paaren  Zahl  gemacht  sei.  Mulliplizirt  man  mit  a  und 
addirt  aaf  der  linken  Seite  die  Glieder  i'y'  —  6'^';  so  lässt  sich 
die  vorstehende  Gleichung  in  die  Form 

{ax  —  byY  —  (6'  -[~  ^^)y^  =  ^^^^ 
oder  wenn  man 

(2)  oa?  — 6y  =  X 
setzte  in  die  Form 

(3)  X«  —  (*«  -f-  ac)y»  =  ahz\ 

bringen,  welche  die  reduzirte  Gleichung  darstellt.  Lös' t  man 
diese  Gleichung  nach  §.161  für  X,  y,  z  auf;  so  hat  man 
schliesslich  wegen  der  Beziehung  (2) 

(4)  X  = '  — ^ 

zn  nehmen,  und  der  Vollständigkeit  wegen  ist  zn  beachten, 
dass  hierin  die  aus  der  Gl.  (3)  sich  ergebenden  Grössen  X  and 
y  unabhängig  von  einander  sowol  positiv  wie  negativ  genororoen 
werden  können. 

Beispiel:  2ar' -f- 6ay  —  5y*  =  3ä' 

Die  reduzirte  Gleichung  wird  hier,  wo  6*-}-<ic=3*-|-2 .  5=19  ist, 

X-«  3i/ 
indem  man   nach  Gl.  (4)  0?= — - — -  hat.     Um  dieselbe  auf- 

zulösen,  schreiben  wir  sie  in  der  Form 

X»-6P=19Z« 

worin  wir  nur  wegen  der  Übereinstimmung  mit  der  früheren 
Buchstabenfolge  Y  und  Z  resp.  an  die  Stelle  von  z  und  )f 
gesetzt  haben. 

Jetzt  ist  Z>  =  6,   Po  =19,  «r= --y^^.  ManhatPo=±5. 

19 


,ich  K^  i5±^ 


Für  den  Werth  Po  =  5  ergibt  sich  .. 

—2 

—1  -t  l 

Ov         5  19  19  0 

1—5—1  1 


Mm 

iV, 

0 

1 

1    ••• 

0 

0 

1 
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Man  kann  hier  nehmen  i»  =  1 ,  ( —  1)"^«  ==  1 ,  i*«  =  —  5, 
Pni  =  — 1,  itf,„_,  =  0,  Ar„.i=:l,  Jrf„_s=l,  JV„.s  =  0.  Die 
transformirte  Gleichung  ist 

x^  —  y*  =  6z^ 
nnd  dieselbe  gibt  nach  §!  160,  indem  pq^=6  ist, 

Ferner  ist  nach  der  Gruppe  (G)  in  §.  160 

itln  = —1 =  —  X  -f-  5Z  ,  .  ttn=^ 

Jfm+n  =iO  .  (  -   0?'  +  5ä')  +  1  .  z'  =  ä 

iV„+n  =  1  (—  a?'  +  5^')  +  0  .  ;2;'  =  —  0?'  +  5z 
X=  19  .  ;s' —  5(- ;r' +  5z  )  =  5ar' —  6^' 
Foderj5=  —  a7'-|-5;s',         Z  oder  y=y 
und  hiernach  hat  man 

^X—  3y ^  5ar^  —  3y  —  6z^ 

"^  2       "^  2 

Substituirt  man  in  diese  Ausdrücke  von  x,  y,  z  die  obigen 
Werlhe  von  x,  y\  z;  so  ergibt  sich 

2/ 

x  =  —  (/?©*  -f-  4yM?*  —  6!)tt?) 

So  erhält  man  z.B.  Tür  p  =  3,  y  =  2,  2^=1,  tt?==i,  «  =  2  die 
Werlhe  ir=5,  y=l,  z==5. 

§.  171.   %»eirtelle  JPifille  iler  «or«f e&eitd  6eftan<lel#ett  Cfleteftuttjr« 

J.  Wenn  in  der  Gleichung  des  vorhergehenden  Paragraphen 
das  mit  dem  Quadrate  der  Einen  Unbekannlen  y  behaftete  Glied 
fehlt,  also  c=0  ist;  so  braucht  nicht  noth wendig  der  Koeffizient 
des  in  xy  multiptiztrten  Gliedes  paar  zu  sein.  Wäre  also 
gegeben 

(1)  <3W7*  +  iiry  ==  ÄÄ* 

so  kann  man  pq  =  k,  z  =  uvw  und 

x(ßx  +  by)  =  upv* .  ttqw^ 
setzen^  woraus  sofort  die  Auflösung 

u 

(2)  x  =  upv^,        y  =  —  (qw^  —  apv^),        z  =  uvw 

folgt*     Die  gegebene  Gleichung  ist  also  immer  lösbar. 
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Beispiel:  3a?*  +  10d?y=7Ä* 

Hier  ist  pq^=.l  und 

So   ergeben    sich    für/>=l,    q=7,   o=1,    w  =  3,    ti  =  l    die 
Werlhe  x=i,  y  =  6,  z  =  3. 

II.     Fehlte  aach  das  Quadrat  von  x,  wäre  also  auch  a=0  und 
(3)  bay  =  kz^ 

so  ergibt  sich  für  pq  =  k  die  Auflösung 

(4)  a?  =  tipi?',  ys=3-A— ^  Z=sUÜW 

Beispiel:  5xy::^Gz^ 

Hier  ist  pj  =  6  und 

d 

Nimmt  man  einmal  p  =  2,  9  =  3,  r=:l,  10=  5,  t(=l;  so  er- 
hält man  die  Werthe  rr  =  2,  y=15,  z  =  5. 

§.  172.     AuflSmmg  der  aOgemeinHen  Wwm  der  homtm§eme» 

€tt€Mtumg  mit  drei  Unbekanmtem. 

Dieselbe  sei  in  der  Gestalt 

(1)  ax*'{-by*  +  cz'  +  2ihy'\-2exz  +  2fyz=0 

gegeben,   worin   die  Koeffizienten   der   in   Produkte   von   zwei 
Unbekannten  multipluinteo  Glieder  paare  Zahlen  seien. 

Multiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  a;   so  lässt  sich  die- 
selbe in  die  Form 

(2)  {ax-{-dy-^zy-'(d^--ab)jf^—2{de'-af)yz-(^--at)z*^0 

oder  wenn  man  zur  Abkürzung 

(3)  D  =  (3P-'ab,        E  =  de  —  af,        F=e*-^ac 
selzt,  in  die  Form 

(4)  (ax-^-dy  +  ezy  —Dy^  —  iEz  —  Fz^zz^iO 

Jbriogen.    Multiplizirt   man  jetzt  mit  — D;  so  entsteht  leiebt 
die  Form 

(5)  —D(ax-{'dy  +  ezy'\'(Dy  +  Ezy  —  (E*  —  DF)z'=:0 

oder  wenn  man 

(6)  X^Dy-^Ez,         r==ÄP  +  <^  +  eÄ,         Z=rz 
setzt, 

(7)  X«  —  JPP  —  (£•  --  DF)Z*  =  0 

Diese  reduzirte  Gleichung  ist   nadi  §.161  für  X,  F,  2 
aufzulösen.     Schliesslich  hat  man  nach  den  Bezfebungen  (^) 
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-dX4-DYA-(dE^eD)Z  X-EZ  „ 

(8)    ^  = Z^-^ ,     y=— ö— ,     z  =  Z 

als  Auflösang  der  gegebenen  Gleichang. 

Beispiel:     3ar*  —  Ty*  —  2z«  +  2a:y  —  4arz  +  8yÄ  =  0 

Hier  hat  man  i?  =  l»— 3(— 7)=22,  £=l(— 2)  — 3.4  =  — 14, 
f=(-2)»  — 3(— 2)  =  10,  Ä*-/>F=(— 14)«-22.10=— 24. 
Die  reduzirte  Gleichung  ist  also 

JC«  — 22P  =  — 24Z* 


Cm   diese  Gleichang   nach   §.161    anfzolösen,    hat   man 


22 

K  = 7rr--^9  und   es  sind  die  durch  24  theilbaren  Zahlen 

—  24 

von  der  Form  22 — p*  zu  suchen.     Man  findet,  dass  es  deren 

nicht  gibt.     Nun  hat  aber  24  den  quadratischen  Faktor  4  =  2«. 

Sondert  man  denselben  ab;  so  bleibt  die  Gleichung 

Xi»  — 22^1»=  — 6Zi* 

zu   behandeln.     Hierfür   hat   man   Po  =  dt^   ^^^   wenn   man 

22  4-2 


ai    '  0 ' 

■*—  Ä/      u 

■  UJIIJI)     Mi 

-6 

m 

Pm 

On. 

(-t)-^« 

dm 

Mn 

JVm 

-2 

0 

1 

— l 

—3 

3 

1 

0 

0 

2 

—6 

—  ß 

1 

l 

1 

1 

4 

— l 

\ 

In  dieser  Entwickelung  kann  man  bei  m^s  1  schliessen.  Dies 
gibt  «1=1,  (^1)»^„  =  1,  P„  =  4,  ö«  =  — 1,  Jf„-i  =  -l, 
iVB..t  =  l,  Jl!fm-i=t,  iVn-i  =  0  und  die  transforroirle  Gtel- 
ehmg  ist 

j.'«—y'«  =  22z* 
und  daraus  folgt  nach  §.  160,  wenn  pjf  =  22  ist. 

Nun  hat  man  ferner  nach  der  Gruppe  (G)  in  §.161 

-M'mrf*==='—  1( — «?'  —  4*)+!  ,Ä  =ip'-f^5;5' 
JV„+n  =  \{—al  -^  4ä)H-  0 .«'  =  -^«  — 4ä 

X|  =  — 6(a?'  +  5Ä)  — 2(— i»'-^4j6')  =  — 4^  — 22ä 

Fl  =  —  X  —  4z',        Zi  =5=y 
Hieraus  folgt 
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Nach  den  obigen  Formeln  (8)  ist,  da  man  dE  —  eD 
=  1(^14)  — (-^2)22  =  30  hat, 

___— X+22r+30Z_  — 6y  +  5y  —  22z 
^~  66  ~  11 

_X-]-\iZ_—4x^7y  —22t' 
*~       22       ~  11 

z  =  Z=y 
Substituirt  man  hierin  für  x,  y ,  z    die   aas  der  transformirten 
(«leichaog  gefuodeneii  W^the;  so  kommt 

xss  —  —  {pv'  '•\-'  iiqw^  -{-  4Af)w) 
yz=  —  ^  (—  3/>»'+ 1 1  qw^-\-iivw) 

Nimmt  man  z.  B.p=  11,  5f=2,  d  =  0,  m?  =  1,  u  =  — 1;  so  er- 
geben sich  die  Werlhe  37=1,  y=l,  ä==1.. 

§.  173.  flipMtelle  F«llci  4«r  Mf^MbeiMi  »clMiiMl«MeM  «leictaiif. 

I.  Fehlte  in  der  allgemeinen  Gleichung  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  das  Qaadrat  von  x,  wäre 
also  0  =  0;  so  würde  offenbar  eine  Multiplikation  der  gege- 
benen Gleichung  mit  a  unzulässig  sein^  weil  Dies  die  identische 
Gleichung  0  =  0  erzeugte.  In  diesem  Falle  verwechselt  man 
X  mit  Einer  der  beiden  anderen  Unbekannten  y  oder  z,  dereo 
Quadrat  vorhanden  ist. 

Fehlten  aber  die  Quadrate  aller  drei  Unbekann- 
ten, wäre  also  a  =  0^  6  =  0,  c  =  0;  so  ist  es  nicht  nothwendig, 
dass  die  Koeffizienten  der  übrigen  Glieder  paar  sind.  Man 
habe  also 

(1)  dicy-f-«j?Ä-f-/yz  =  0 

Mulliplizirt  man  mit  Einem  der  Koeffizienten  dy  e,  f,  wel- 
cher nicht  =0  ist,  z.B.  mit  ^  und  addirt  dann  links  und 
rechts  die  Grösse  e/z*;  so  kommt 

(2)  {dx-^fz){dy  +  ez)  =  efz' 

oder  wenn  man  ef:=s:pq,  z=tww  also  efz^^^apv^.upw*  setol, 

rfa?  -j-/i =!ipt?',        dy-^-ez^^  uqw^ 
Hieraus  ergibt  sich  die  Auflösung 

(3)  a?  =  -j-(pt? — fw),    ,     yz=z—(qw  —  ev),        zz:=iuvw 
Ware  in  Gl.  (I)  e  oder  f=s(^;  so  ^ürde  von  den  beiden  Fak- 
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toren  p  und  q,  welche  dann  das  Produkt  pq  =  0  bilden  müssen^ 
der  Eine  =0  und  der  andere  willkürlich  angenommen  werden 
können. 

Beispiel:  oay  —  7a;z-\-3yzz=i0 

Hier  ist  pq  =  ef=s — 7.3  =  — 21,  und 

x=i  —  {pv  —  öW),         yz=  —  {qw-\-7v),         Z::i=UVW 

So  ergeben  sich  z.B.  für  p  =  3,  qz=s — 7,  t?  =  2,  u?=l,  ws=5 
die  Werthe  a?=6,  y  =  7,  z=z\0. 

II.  Wäre  27  =  0;  so  würde  in  §.  172  die  Multiplikation 
mit  B  unstatthaft  sein,  da  Dies  zu  der  identischen  Gleichung 
Or=0  führte.     Man  muss  dann  y  mit  z  verwechseln. 

Wäre  aber  gleichzeitig  I>  =  0  und  auch  F:=0, 
sodass  also  auch  eine  Multiplikation  mit  F  unthunlich  wäre; 
so  reduzirt  sich  die  Gl.  (4)  in  §.  172  auf 

{aX'\-dy-\'ez)^z=i2Eyz 

Hätte  nlin  E  den  Werth  null;  so  reduzirte  sich  die 
vorstehende  Gleichung  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel 
auf  eine  diphantische  Gleichung 

(5)  <iX'\'dy-\-ez^=iQ 

iK>m  ersten  Grade,  welche  nach,  dem  zweiten  Abschnitte  auf- 
gelöst werden  kann. 

Hätte  aber  £  einen  von  null  verschiedenen  Werth; 
so  kann  man  setzen 

(6)  as-^dy-\-ez  =  uvw 
Hierdurch  wird  Gl.  (4) 

wü* .  uw*  =  2Eyz 
und  man  kann  nehmen 

2£y  =  wü'     also    w=:;r^,     und    z=^uw* 

Hieraus  und  aus  Gl.  (6)  folgt  die  Auflösung 

(7)  x=-^{dv^'\-2eEw'—2Evw\    !f  —  ^.    z  =  wfr» 

Dass  hierin  a  nicht  =::0  sein  kann,  leuchtet  ein,  well  sonM 
die  gegebene  Gl.  (4)  nur  die  beiden  Unbekannten  y,  z  ent- 
hielte, also  nach  dem  fünften  Abschnitte  zu  behandeln  wäre.. 

Beispiel:    a?*-}'^y'~h^**  —  4ajy4"^^^"f"^  ■^y  ^  =  ^ 

Hier  ist  Z>=(— 2)«— 1  .4=0,  F=3*— 1 .9=0,  £=—2.3—1,6 

=  —12,  also 
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UV*  , 

So  erhält  man  z.B.  Rir  t?=12,  w=1,  «=ts!  dft  Wertb« 
a?  =  — 3,  tf  =  — 6,  Ä=1. 


§.  174.  AesOTultere  AmfUfernng  ehker  hmmüpem^m  fUitJuwi,  te 
wHekerJSine  WlmbekamaUe  nmr  mmf  ereter  WmUnm  wm^kmmwix 

I.  Eine  homogene  Gleichung  mit  zwei  oder  mehr  (Jnbe- 
kannten^  welche  irgend  Eine  Unbekannte  nur  auf  erster  Poteoz 
enthält,  kann  auch  folgendermaassen  aufgelös't  werden.  Die  ge- 
sehene Gleichung  besitze  drei  Unbekannte  x,  y,  z,  und  die 
Grösse  z  sei  niiir  auf  erster  Potenz  vorbanden«    Man  habe  also 

( 1 )  öa?*  -f-  Jy  *  -j-  ^  "h  ^^*  4"  /5^^  =*^ 

Setzt  man  hierin 

und  lös't  für  z  auf;  so  kommt 

...  u{av* -{-tw^  4- dvw) 

(3)  *= ^qi/w 

Hierin  kann  man  für  v  und  te?  willkürliche  ganze  Zahlen  setzen 
und  dann  tt  stets  90  bestfoHMn,  4asfi  aaek  z  eine  gaose 
Zahl  wird. 

Beispiel:  2a?*-j-5:uy  —  7a?«4"3y«as=0 

Hier  hat  man 

uv(2v4-^w) 
'         y      ua/,  *  Tu  — 3a? 

Nimmt  man  einmal  0=2,  w  =  ^;  so  kommt 

o  o  38m 

ö 
also  für  u  =  5 

a?=sfO,        y=^15,        z=ä38 

U.  Man  kaoo  die  Aoftösung  der  obigen  Gleichung  (1) 
aach  in  einer  solchen  Form  darstellen^  dass  kein  Nenner  mehr 
ab  Eide  Veritoderlkifte  enthält.    Zu  dem  Epde  schreibe  man 

«H*  4^  4y  * -f- dby -f- (fljr -)- ^y  )ji  =  0 
Setzt  man  nun 

(4)  ips=tm    nnd    em'^fy9:^uw,    also 

,-.  u(w^v) 

(5)  y  =  -^ — ■' 
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80  er^bl  eine  Auflösung  für  z 


\  * 


Hpmosene  Crleichungeo   in   rationalen   Zahlen. 

§.  175.    AufU^amngwerfahreHm 

.  Eine  homogene  Gleichung. mil  beliebig  vielen  ünbekanni«ii 
ist  8teU  dann,  aber  auch  nur  dann  in  ralioftalen  Zahlen 
lösbar^  wenn  sie  es  in  ganzen  Zahlen  ist,  und  amgekelMrt. 
Denn  denkt  man  sich  alle  möglichen  rationalen  (also  anek 
ganzen)  Werthe  der  Unbekannten  X,  Y,  Z...,  welche  eine 
Gleichung  von  der  Form 

(1)  flX*  +  6P  +  cXr+rfXZ  +  etc.  =  0 

erfüllen,   auf  einerlei  Benennung  t  gebracht,   sodass   X== — , 

V 

y=-y-,  Z  =  —  etc*   ist,    und   mnitiplizirt  die   gegebene  qua- 

dratiscbe  Gleichung  mit  ^;  so  entsteht  die  ganz  gleich  gebildete 
Gleichung 

(2)  Äi?*  -j-  ^*  'jr  ^^  "h  ^^  "I"  ß^c-  =  ^ 

welche  nun  in  ganzen  Zahlen  x^  y,  z...  lösbar  sein  muss. 

Die  allgemeinen  Ausdrücke  der  möglichen  rationalen 
Auflösungen  der  Gl.  (1)  erhält  man  also,  wenn  man  die  allge- 
meinen Ausdrücke  der  möglichen  ganzen  Auflösungen  durch 
Ein  und  dieselbe  willkürliche  ganze  Zahl  t  dividirt. 


Allgemeine  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten 

in  rationalen  Zahlen. 

§.  176.    Amfytmmgmferfäkren. 

Wenn  man  eine  homogene  Gleichung  mit  drei  Unbe- 
kannten in  ganzen  Zahlen  lösen  kann;  so  ist  es  leicht,  eine 
nicht  homogene  oder  aligemeine  Gleichung  mit  zwei  Unbe- 
kannten in  rationalen  Zahlen  generell  zu  lösen.  Denn  ver- 
langt man  für  die  beiden  Unbekannten  X,  Y  der  Gleichung 

(l)  aX»-fiP-}-2rfXF+2^X-|-2/T=Ä 

nur  rationale  Werthe;  so  kann  man  sich  dieselben  auf  einerlei 
Benennung  z  gebracht  denken,  also 

(2)  X  =— ,     r=-^ 

z  z 
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setzen.     Hierdurch   geht   die  gegebene   Gleichung,    wenn    mao 
dieselbe  mit  z^  mulliplizirt,  über  in 

(3)  ax*  -f-  6y*  +  2dsy  +  2exz  +  2fyz  =  kz^ 
oder  wenn  man  — k  =  c  setzt,  in 

(4)  aa;^-\-by^'{'Cz'-^Zda;y'\-2exz-\-2fyz  =  0 

Dies  ist  eine  homogene  Gtoichnng  mit-  drei  UnbekannteR 
X,  y,  z,  welche  nach  §.  172  in  ganzen  Zahlen  aufzulösen   isl. 

Berücksichtigt  man  nach  §.  161,  VI.  die  allgemeine  Form 
der  Ausdrücke,  in  welchen  sich  die  Werthe  von  s^  y,  z  dar- 
stellen werden;  so  folgt  für  die  rationalen  Werthe  der  Unbe- 
kannten X,  Y  aus  der  gegebenen  Gleichung  (1)  die  allgemeine 
Form 

^^^  z~  E'  A^v^  4-  B,w^  +  Ctvw 

^^  z       Ei  •  Atv^  +  Btw^  +  Ctvw 

Aus  diesen  Ausdrücken  ist  die  Grösse  u  verschwunden  und 
V,  V)  bleiben  ganz  willkürlich. 

Beispiel:        3X*  — 7P  +  2JCF- 4X4-81^=2 

X  1i 

Setzt  man  hierin  X= — ,  K=iL.  g^  kommt 

3a?*  —  7y*  —  2ä*  +  2xy  —  kxZ'\-%yz=^ 
Für  diese  Gleichung  siqd  in  §,  174  die  Auflösungen 

iT  =  —  —  (pt?* -j- 1 1  jTM?« -[- 44l?MJ). 

y  =  — ^(— 3pü«4-llyi£?*+44i;ir) 

st 

gefunden,  worin  pq  =  22  ist.     Hiernach  hat  man 

Z  11( — />t?" -f- jfM?*) 

So  hat  man  z.B.  für  p  =  11,  q==2,  t?=l,  «(?=«=  4 

Y_7  15 


Achter  Abschnitt. 

Allgemeine  €irlelehuiigr<^n  Tom 
z^reUen  Grade,  mit  drei  und  mehr 

Unbekannten« 


Homogene  Gleichungen  mit    vier    Unbekannten 

in   ganzen  Zahlen. 

§.  177.    AufiÖmng  der  Gieichung: 

(t)  aV  — ßy  =  <?Ä»  +  A* 

in   welcher  zwei  Glieder  die  Differenz   zweier  Qua- 
drate bilden. 

Setzt  man  in  dieser  tiUicbuof 

(2)  J&3SUt?,  f=s=Wfl? 

und  schreibt  dieselbe  in  der  Form 

{ax  -j-  ßy)(cu?  —  ßy)  ~  u\cv^  +  rftc») 

so  kann  man  offenbar,  wenn  p  irgend  einen  Fakitor  der  Grö$&e 
cv^-^dto*  darstellt,  allgemein 

(3)  CUP  +  ßy  =5=  ttji 

(4)  .     aa;  — ßy=   -  -^ 

setzen.    Hieraus  folgt 

Ww(»*  —  et?*  —  dw*)  u  {^       cy*  -|-  rftc^'N 

'  2ßp  2ßv        p     y 

Es  leuchtet  ein,  d96i  nan  in  den  Ausdrücken  ((),  (6),  (2)» 
welche  die  Auflösung  der  gegebeoea  Gleicbusg  daratellen,  für 
%  IT»  f  beliebige  ganze  Zahlen  setzen  und  darsuif  «  so  hestimr- 
man  kann,  dass  cp^  y,  Zf  t  ganze  Zahlen  werden.  *  Man  braucht 
«äialioh  für  u  nur  einen  Generalnenner  der  Bräche  ans  (5) 
ttttd  (€)  anzonehmen.    Im  ÜbrtgeA  erhält  man  meislnis  kleinere 

Schefiler*s  nDbeatianmte  Analytik.  •    .  34 
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Zahlen  für  die  Unbekannlen  x,  y,  wenn  man  6rst  v  und  w 
beliebig  wählt,  dann  für  p  einen  Faktor  Jer  Grösse  cv^-\-dw^ 
annimmt  und  hierauf  u  so  bestimmt,  dass  x  und  y  ganze 
Zahlen  werden.  Auf  diese  Bemerkung  kann  man  auch  in  den 
späteren  ähnlichen  Fällen  Rücksicht  nehmen. 

Beispiel:  9ar"  —  4y*  =  2«*  +  7f« 

Hier  hat  man 

_  ti(p«  -f  2o«  -f-  7to')  u(p*  —  2t?«  —  7ir*) 

^-        6p    '     '    y ;i^ — — 

Setzt  man  z.  B.  r=l,  «7=^1^  ^==^"^9  so  kommt 

25ti  7ti 

^  =  -24"'      y  =  T6'      ^  =  ">      ^  =  " 

also  für  ti  =  4d 

a?  =  50,         y  =  21,         ;5=48,         f  =  48 
Setzt  man  t?=1,  tt?=t    und   nimmt  für  p  einen  Faktor 
von  2t>«  +  "^w^*  =  9;  etwa  den  Werlh  p  =  3 ;  so  kann  man  u  =  1 
setzen  und  erhält 

x=\,        y  =  0,        Ä=1,        ^  =  1 


S-  178.    Behandiung  der  QieU^htmgt 

^* + *y  * + ^^' + **  ==  0 

1.  Wenn  alle  Koeffizienten  dieser  Gleichung  einerlei  Zeichen 
hätten;  so  würde  offenbar  ausser  der  Auflösung  07=^=^=^=0 
keine  andere  möglich  sein. 

Schliessen  wir  also  diesen  Fall  aus;  so  müssen  irgend  zwei 
Koeffizienten  entgegengesetzte  Zeichen  'haben.  Angenommen, 
Dies  seien  die  beiden  a  und  b.  Wir  wollen  nun  die  fragliche 
Gleichung  als  in  der  Form 

(l)  Är«~%«  =  cz»  +  A* 

gegeben  ansehen,   worin  a  und   b  positiv  sind,  <?  und  d  aber 
beliebige  Zeichen  haben  können. 

Jetzt  kommt  es  uns  darauf  an,  zu  bewirken,  dass  das 
erste  Glied  4)nf  der  linken  JSeite  ein  vollkommenes  Quadrat 
werde,  und  zugleich,  dass  das  erste  Glied  auf  der  rechten 
Seite  entweder  ebenfalls  ein  vollkommenes  Quadrat  werde,  oder 
doch  neben  einem  quadrattsohen  Faktor  nur  nodi  einen  solchen 
nioht  quadratischen  Faktor  boMtze^  welcher  auch  dem  zw^ten 
Gliede  auf  der  rechten  Seite  gemein  ist.  Wäre  dieser  Zustand 
nicht  schon  in  der  .gegebenen  Gleichung  erfüllt;  so  erreichen 
wir  d^ns^ben,   indem  wir  dfeselbe   mit  ao*  multipliziren  und 
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alsdann  durch  Absonderang  des  ge'meinscbafilichen  Faktors  ac 
auf  der  recbten  Seite 

(2)  (acxy  -  abcy  ==  ac[{czy  +  crf«*] 
schreiben. 

UiQ  möglichst  kleine  Zahlen  zu  erhalten,  braucht  man, 
wenn  a  oder  c  quadratische  Faktoren  enthalten ,  wenn  also 
a  =  aV  und  c=^y^c  ist,  nicht  mit  ac^^  sondern  nur  mit  dc^ 
za  multipliziren«  Ferner  braucht  man^  wenn  die  nicht  quadra- 
tischen Faktoren  d  und  c  von  a  und  c  ein  gemeinschaftliches 
Maass  ^  besitzen  sollten,  wenn  also  d  =  A]}i  und  c  =  C\i  sein 
sollte,  auch  nicht  mit  de*,  sondern  nur  mit  AC\i  zu  multipli- 
etren.    In  dem  letzteren  allgemeineren  Falle  ^  wo  also 

ist,  erhält  man  durch  Multiplikation  mit  AC*\i 

(20  {aACii^y  —  4C*%«  =  AC[{yCyizy  -f  C^t'] 

Hierin  kann  nun  der  Faktor  AC  auf  der  rechten  Seile^  da  A 
and  C  weder  quadratische  Faktoren,  noch  ein  gemeinschaft- 
liebes  Maass  besitzen,  keinen  quadratischen  Faktor  ent- 
halten. Der  dnfacheren  Schreibweise  wegen  wollen  wir  jedoch 
bei  der  Form  der  Gl.  (2)  stehen  bleiben.  Es  wird  leicht,  sein, 
in  jedem  speziellen  Falle,  wo  die  zuletzt  erwähnte  Vereinfachung 
tbunlich  ist^  dieselbe  in  Anwendung  zu  bringeo,  und  die  dadurch 
sich  erzeugenden  Koeffizienten  nach  den  folgenden  Prinzipien 
weiter  zu  behandeln. 

II.  Wenn  wir  jetzt  nach  den  Prinzipien  des  §.161  die 
Grössen  acs  und  y  der  Gl.  (2)  wie  die  beiden  Veränderlichen 
auf  der  linken  Seite  behandeln,  und 

(3)  D  =  abc',    Qo  =  ac,    (-l)"»+"+^ßm+n+i  =  (cÄ)*  +  cA* 
annehmen,  also  uns  die  Kettenbruchsentwickeiung 


g^  V^+Po^Väbi^^'hPo 


<^)  "-       Qo       ^         ac 

Vergegenwärtigen;  so  erhellet,  dass  wenn  die  gegebene  Gleichung 
überhaupt  lösbar  sein  soll,  es  Zahlen. von  der  Form  ahc^^Pf? 
geben  muss,  welche  durch  ac  Iheiibar  sind.  Derartige  Zahlen 
sind  offenbar  stets  vorhanden.  Denii  zunächst  bietet  sich  hier 
immer  der  Werth  Po  =  0  dar.  Dies  ist  sogar,  wenn  ßo  =  «c 
keinen  quadratischen  Faktor  besitzt,  der  einzig  zulässige  Werth 
für  Po.  Denn  alsdann  muss  die  Grösse  ac,  da  sie  in  ahc*  auf- 
geht, also  auch  in  Pi?  aufgehen  muss,  auch  in  Po  enthalten 
sein.    Es  kann  also  Po  nur  ein  Vielfaches  von  ac  sein,  und 

Dies  entspricht,  da  ja   nur  die  Werlhe  von  Po,  welche  S;-«- 

sind,  in  Betracht  kommen,  dem  einzigen  Werthe  Po=0.     Be- 

34* 
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sässe  jedoch  Qo^=^^  eincfki  quadratiadben  Faktor,  den  man 
übrigens  nach  der  obigen  Rechnung  stets  vermeiden  kann;  so 
wären  allerdings  ausser  dem  Werthe  Po^^^O  unter  Umständen 
auch  noch  andere  Werthe  von  Po  denkbar. 

Jetzt  assimiliren  wir  die  Gl.  (2)  in  ähnlicher  Weise,  wie 
Dies  in  §.  161  geschehen  ist^  der  Gleichung 

(5)  (Qju^-^u - Poiv„+n)«^z>iv„+ii*=^(-iyöo(-ir+^+*(?«^.+i 

indem   wir   neben   den  in  Gl.  (3)  und  (4)   angegebenen  Yer- 

gleichungen 

(6)  aca;  —  QoMm-^.  -^  PoiV«+„ ,        y  w  iV„+« 

setzen. 

Nachdem  alsdann  die  vorhin  beschriebenen  Werthe  von 
Po  ermittelt  sind  und  für  irgend  Ein^n  derselben  die  Grösse  i 
aus  Gl.  (4)  in* einen  Kettenbrucb  entwickelt  ist,  geben  wir  zu 
der  bekannten  Gleichung 

(7)    (e„iii„  -  p„n„)«  -  DU.' = (-i)'»em(- t)»+-+»(?„+„+l 

über.  Findet  sich  in  der  Entwickelung  von  £^,  unter  den  Grössen 
( — l)"ßm  ein  vollkommenes  Quadrat;  so  nehmen  wir  .dasselb« 
in  der  vorstehenden  Gleichung  für  ( — \)^Qmf  und  sind  damit 
zur  Schlussgleichung  gelangt.  Ist  aber  unter  jenen  Grössen 
kein  Quadrat  vorhanden;  so  beachte  man,   dass  wegen  Po^^ 

die  Grösse  0_i  =     "7  ^^  s= «=  be  ist.    Es  wird  also,  gleicb- 

(/o  ac 

viel,  ob  schon  die  Periode  der  Grössen  Q  mit  dem  Zeiger  -^ 
oder  erst  später  beginnt^  in  dieser  Periode  jedenfalls  ein  Werlb 
angetroffen  werden,  welcher  numerisch  ^^-i  d.  i,  ^bc  ist. 
Für  irgend  eine  aus  der  Periode  jener  Grössen  genommene 
Zahl  sei 
(8)  (-!)«(?» =  j 

Setzt  man  diesen  einfacheren  Ausdruck  für  (— l)"fti  in  Gl.  (7); 
so  wird  dieselbe,  indem  man  zur  ferneren  Abkürzung 

(9)  X=Q^mn-PJln.     •        y=Un 

setzt,      unter    BerüGksicbtigung     der    Werthe    vtin    D    ndi 

(-irf +*Ö«+ii+i  aus  Gl.  (3) 

(td)  X*  ^  abe'p^  =  ?[(öÄ)»+edP)] 

and  stdlt  die  erste  transformirte  Gleichung  dar. 

III.    Jetzt  lassen  wir  auf  der  linken  und  rechten  Seite  di« 
ersten  Glieder  stehen  und  transponiren  die  zweiten.    Dies  ff^ 

Mit  dieser  Gleidiung  verfahren  wir  wie  mit  der  gegebenen, 
mter  Beachtung  der  obigen  Bemerkung  hinsichtlich  der  &' 
zielnag  möglichst  kleiner  Zahlen,  multipliziren  also  mit  -ci^ 
und  erhalten 
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(II).  {odqty  ^  cdqx  •  =  —  cd[ioqzy  +  ahc^qy^] 

Diese  Gleichung  ist  wie  Gl.  (2)  tu  behandeln;  es  ist  also 

(12)     iy=cdq,    Qo=-cd,  (^l)«'+'''+*^„'+n'+i  =  (c}z)»+2?«f'« 

ZU  nehmen  und 

(15)  r=i^^+^=£^±i^ 

(Jo  — cd 

zu  entwickeln  y  indem  man  die  Reihen  der  durch  cd  theilbaren 
Zahlen  von  der  Form  cdq  —  Po*  aufsucht,  für  welche  Po  =0 
stets  ein  zulässiger  und  sogar  dann  der  einzige  Werth  ist,  wenn 
man  dafür  gesorgt  hat,  dass  cdq  keinen  quadratischen  Faktor 
enthält.  Findet  sich  unter  den  Grössen  {—'i)'^'(/m*  ein  voll- 
kommenes Quadrat;  so  gibt  der  Übergang  von  Gl.  (11)  zu  der 
nach  (7)  gebildeten  Gleichung  die  Schlussgleichung,  Findet 
sich  jedoch  nicht  sofort  ein  solches  Quadrat;  so  sei  für  irgend 
Eine  aus  der  Periode  der  fraglichen  Grössen  genommene  Zahl 

(15)  (^l)»Vm'  =  ?' 

Da    ß-i= ^  ,  •  ^  •  = — ~j=  —  ?   ist;    so    folgt   entschieden, 

fjo  — Ca 

dass  der  numerische  Werth  von  q  ^q  sei.     Hierdurch  erhält 

man  aus  Gl.  (11);  indem  man  .    . 

(1 6)  x'  =^ QrnM\'  -  P'm'H'»',        y '  =  n\' 
setzt, 

(17)  ir"*  —  cdqy'*^  =  q[{cqzy  -\-  dbc^qy^] 

und  dies  ist  die  Zweite  transformirte  Gleichung. 

IV.     Wir  transponiren  nun  wieder  wie  bei  Gl.  (10),  was 
—  ahc^qqy*  -}-  x"*  =  qipqzY  +  ^d^"* 
gibt,  und  multipliziren  mit  —  ahqq,  wodurch  sich 

(1 8)  (ahcqqy'Y  —  abqqx'^^sz  —  ahq[{cqqzy  +  cdqqy"^] 
ergibt.    Hiermit  verfahren  wir  ferner  wie  mit  Gl.  (2),  setzen  also 

(19)  2>"  =  ahqq,  Qo"  =^  —  abq, 

(_  1  )-"+n''+i  e^'„.+„.^,  ^  (cqqzy  +  cdqqY' 

(20)       abcqq'y  =«  Qo'M"m"+n"  —  Po'N"m"-j-n"f  Oi'  '=^  ü"  m»^^" 

und  entwickeln 

(21)  jr  ^ — __=._-_.-__ 

wofür  stets  fö  ^^^  0  genommen  werden  kann«  Findet  sich  unter 
den  Grössen  {^\Y'Q\n  ein  Quadrat;  so  liefert  der  Übergang 
von   Gl   (18)   zu  der  nach   Gl.  (7)   gebildeteift   Gleichung  die 
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Schlassgleicbung.     Im  eotgegengesetzten   Falle  sei   Air  irgend 
Eine  der  periodischea  Grösse  dieser  Art 

(22)  (-»)-"<?''-"=?" 
D«(?_,"=^l^^=^=-f    ist;   60  folgt,    dass  der 

nomerische  Werth  von  q"  ^  q  sei.    Hierdarch  erhält  man  aus 
Gl.  (20),  indem  man 

(23)  x"  =  Ö^'-'-iB"."  -  P"m"Vi"n-',       y"  =  tl"... 
setzt 

(24)'  *'"'  -  aiqq'y"''  =  q"[(cqqzy^ cdqqy] 

worin  die  dritte  transformirte  Gleichung  besteht. 

V.  Darch  die  mehrerwähnte  Traosposition  and  Maltipli- 
kation  mit  — cdqqq    wird  diese  Gleichung 

(25)     (c^4qyy-^c^qq'x'^=-c^4[{cqq4'zy-\'abq4q 

ond  dieselbe  geht  durch  Entwickelnng  von 

^     ^  Qu  —cdqq 

worin   stets  Po'"  =  0    genommen   werden   kann,    über   in  die 

vierte  transformirte  Gleichung 

(27)        0?"""  —  cdqqq  y""*  =  q'[{cqqqzy'\'ahqqqf*] 
welches  die  Schlussgleichung  sein  wird^   wenn  sich  für  q"  eia 
Quadrat  vorfindet. 

VI.  Jetzt  wird  der  Gang  der  Rechnung  hinlänglich  klar 
geworden  sein,  und  es  stellt  sich  folgendes  Gesetz  heraus 

D     zszahc^f  Qo     =aCf  Q.i     ^=hc 

O    sscdq,  Qo     =— frf,  P-i'    =  —  q 

/y  =abqq\  Qo'   =— öftgr,  ß./'   =  —  q 

.  ü"  =^Tdqqq\  Qo"  =  —bdqq,  QU"  ==  —  q 

U    =abqqq  q   ,        Qo     =^—abqqq,         Q^i     =— y 
etc.  etc.  etc. 

Was  die  Grössen  q,*  q,  a" .. .  betrifft,  unter  welchen  wir 
ein  Quadrat  suchen;  so  leuchtet  ein,  dass  wenn  man  auf  da« 
Zeichen  derselben  keine  Rucksicht  nimmt,  und  stets  die  nome- 
risch  kleinste  aus  der  betreffenden  Periode  der  Grössen  ( — lyO« 
(— l)"'^Bi/,  ( — 1)""^'«"...  auswählt,  dem  numerischen  Werlhe 
nach 

q^hc,     q^q,     q  ^q,    q    ^q    etc. 
sein   wird.     Unter  diesen   Umständen   ist  jedoch   nicht  wie  io 
$.161  derSchlüss  gerechtfertigt;  dass  man  endlich  nothwendig 
auf  eine  Grösse  q  stossen  müsse,  welche  =  ib  ^  ^®>-     Vielinelir 
kann  es  sich  ereignen ^  dass  von  einer  gewissen  Steile  an,  alle 
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folgenden  (j  rissen  dieser  Art  Ein  und  denselben  namerischen 
Wertfa  behalten,  sodass  man  also  durch  die  absoluten  Minima 
von  q  nicht  unbedingt  die  Lösung  der  Aufgabe  etwarten  kann. 
£rspriesslicher  für  die  fragliche  Auflösung  ist  es  im  Allge- 
meinen^ wenn  man  aus  den  mehr  erwähnten  Perioden  der  ein* 
zelnen  Kettenbrnchsentwickelungen  nicht  das  absolute^  sondern 
von  dem  positiven  und  negativen  Minimum  immer  dasjenige 
niromt^  durch  welches  die  zunächst  folgende  Determinante  einen 
positiven  Werth  erhält.  Um  Dies  zu  erreichen,  hat  man  zu 
nehmen,  da  nach  der  Voraussetzung  ab  positiv  sein  soll 

1)  wenn  cd  positiv  ist,  für  jedes  q  das  positive  Minimum, 

2)  wenn  cii{  negativ  ist,  fürjedes^das  negative  Minimum. 
Unter  solchen  Umständen  kann  man  übrigens  nicht  be- 
haupten, dass  die  Grössen  f,  q,  q' ...  eine  abnehmende  Reihe 
bilden  und  nothwendig  endlich  zu  einem  Quadrate  ]>  1  oder 
zu  dem  Werthe  ~f- 1  führen  müssen.  Das  Problem  ist  also 
durch  vorstehendes  Verfahren  nicht  mit  apodiktischer  Gewiss- 
heit gelös't;  gleich wol  findet  man  dadurch  jn  vielen  Fällen  die 
allgemeinen  Auflösungen  der  gegebenen  Gleichung,  und  es 
scheint  demnach,  als  ob  dieses  Verfahren  durch  eine  zweck- 
dienliche Modifikation  zur  sicheren  Lösung  der  gegebenen  Glei- 
chung in  allen  Fällen  geschickt  gemacht  werden  könne. 

VIL  Nehmen  wir  nun  an^  irgend  £ine  der  Grössen  q^  q, 
q' ,.,  sei  ein  vollkommenes,  also  auch  positives  Quadrat;  so 
ist  die  betreffende  transformirte  Gleichung  die  Schlussgleichung. 
Wäre  z.  B. 

(28)  ^  =  (_.l)«ß„  =  x* 

so   wäre   die   erste  transformirte  Gleichung,    also  Gl.  (10)    die 
Schlussgleichung.     Dieselbe  nimmt  alsdann  die  Form 

a! « _:  abc^y  *  =  {ctizY  +  cdv.H^ 
an,    und  wenn  man  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  und  das 
zweite  Glied  der  linken  Seile  transponirl, 

(29)  x^  —  {cy{,zY=^ahc^y^~cdv,^l^ 

Diese  Schlussgleichung  ist  nach  §.  177  für  x\  z,  y ,  t  auf- 
zulösen. £ine  rückgängige  Substitution  dieser  Werthe  in  die 
vorhergehenden  Hülfsgieichungen  liefert  zuvörderst  aus  den 
Beziehungen  (9)  die  Werthe  füf  iH„  und  n„;  oämlich 

(30)  ^„=fLtM,     nn=y 

dann   vermittelst  der  Beziehungen   (7)  aus  §.161    die  Werthe 
für  Jl/m+n  und  iVm+n,  nämlich 

(ai y  J»L+o = itfm-iiHo  -f-  i»f«..n„ ,     iV™+„ = iv„_i jHo  -f  iN^.,iu 

und  hierauf  vermittelst  der  obigen  Beziehungen  (6)  die  Werthe 
für  X  und  y* 
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VUI.  Aoch  hier  nnoss,  wie  In  §.  161^  darauf  anfmerksara 
gemacht  werden,  das«  wenn  «ich  auf  der  rechten  Seite  der 
gegebenen  oder  irgend  einer  transformirten  Gleichang  ein  kon- 
stanter quadratischer  Faktor  absondern  Ifisst^  Dies  behaf  alige- 
meiner Aaflösong  der  Gleichung,  so  oft  es  thnnlich  ist,  geschehen 
muss,  indem  man  nach  den  Tür  diesen  Fall  in  §.161  gegebenen 
Prinzipien  verfährt. 

IX.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  dass  wenn  die  Gleichung 
ax^  —  ly^r:=:cz?  lösbar  ist,  es  auch  stets  die  Gleichung  ax^ — hf 
=:cj5'-f-A'  sein  wird,  welchen  Werth  auch  d  habeo  möge. 
Dies  Jeuchtet  schon  daraus  ein,  dass  man  in  der  letzteren 
Gleichung  für  x^  y,  z  nur  die  Werthe  aus  der  ersteren  und 
ausserdem  ^^==0  zu  nehmen  braucht.  Es  lassen  sich  aber  in 
diesem  Falle  auch  diejenigen  Auflösungen  der  letzteren  Glei- 
chung angeben,  für  welche  t  nicht  «sO  ist.  Denn  wenn  die 
erstere  Gleichung  möglich  ist;  so  ist  es  offenbar  aach  die 
Gleichung 

(82)  (acxy  —  abcY  =«  ac^cz)* 

Assimilirt  man  diese  Gleichung  der  Beziehung  (7);  so  leachtet 
aus  §.  161,  VIII.  ein,  dass  man  für  ( — i)^Qm  nach  der  dort 
beschriebenen  Methode  ein  vollkommenes  Quadrat  finden  könne. 
Nimmt  man  Dieses  für  q  in  der  ersten  transformirten  Gleichung 
(10);  so  kann  die  Auflösung  nach  den  vorstehenden  Regeln 
erfolgen.  » 

In  dem  Falle  also,  wo  die  Gleichung  ar"-f-*y'-F"^^*+^^*'=0 
von  der  Art  ist,  dass  irgend  drei  Glieder  derselben  eine  lösbare 
Gleicbohg  mit  drei  Unbekannten  bilden,  kann  dieselbe  jederzeit 
allgemein  aufgelöst  werden. 

Um  zur  Auflösung  zu  gelangen,  kann  man  entweder  erst 
die  vorstehende  dreigliederige  Gleichung  (32)  nach  §.  161  auf- 
lösen, um  nach  §,  161,  VIII.  einen  quadratischen  Werlh  für 
( — 1)"Pm  zu  ermitteln,  weicher,  wenn  er  für  q  gesetzt  wird, 
sofort  die  erste  transformirte  Gl.  (tO)  zur  Schlussgleichung 
macht,  oder  man  kann  auch  mit  der  gegebenen  Gleichnng  (2), 
resp.  ^2*),  solche  Transformationen  vornehmen,  welche  den  in 
§.  161  vorkommenden  ähnlich  sind  und  die  Lösung  der  Gl.  (32) 
mit  enthalten. 

Nach  diesem  letzteren  Verfahren  würde  man  auf  der  linken 
Seite  stets  das  erste  und  auf  der  rechten  Seite  stets  das  zweite 
Glied  unverrückt  stehen  lassen  und  nur  das  zweite  Glied  der 
linken  und  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  bei  dem  Über- 
gange von  der  Einen  transformirten  Gleichnng  zu  der  nächst- 
folgenden transponiren.  Es  ist  jedoch  hierbei  auch  noch  der 
von  der  Multiplikation   mit  c«   herrührende  quadratische  Faktor 
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des  Koeffizient«!)  des  zweiten  Gliedes  links  mit  der  anbekannCen 
Grösse  selbst  zu  vereinigen,  also  statt  Gl.  (2)  zu  schreiben 

(33)  (acxY  —  ab{cyy  =  ac[(czy -}- cdt'] 

Die  Entwickelung  von  iif= "*"  >  ^  führt  jetzt  zu  der  ersten 

transformirten  Gleichung 

(34)  x^—  aby  *  =  q[{czy  +  cdt^] 
oder 

(35)  x^  —  q(czy  =  aby  •  +  cdqt' 
Multiplizirt  man  mit  {aby;  so  kommt 

(36)  (abx'y  —  qiabczy  =  ab[(aliyy  +  abcdqt'] 

and   wenn  man  K'  =ss:.    "'V  '^    entwickelt;   so  ergibt  sich  die 

zweite  transformirte  Gleichung 

(37)  ar"»  -  jy"«  =  q[{abyy  +  abcdqt'] 
oder 

(38)  x''--q{aby'y  =  q(f*  +  abcdq't') 

Jetzt  ist  eine  Multiplikation  nicht  weiter  erforderlich.    Durch 

Entwickelung  von  K"  =  -"^1 ergibt  sich  die  dritte  trans- 

formirte  GleichaDg 

(39)  x'"*  -  qy"'*  =  q"(y"*  +  abcdq't*) 
oder 

(40)  0!"*  -  qy'*  =  q'{y"'*  +  abbdq'P) 

V^lr  \  p "' 

Hieraus  ergibt  sich  durch  Entwickelung  vonÄ""= — ^    ,     ^  ^ 

die  vierte  transformirte  Gleichung  u.  s.  f. 

Die  Bedingung,  unter  welcher  dieses  Verfahren  zur  Auf- 
lösung führt,  besteht  in  der  Lösbarkeit  der  Gleichung  (32),  also 
in  der  Möglichkeit  der  Entwickelungen  von  K,  K\  K",,, 

X.  Da  das  sub  I.  bis  VIII.  beschriebene  Verfahren  nicht 
in  allen  Fällen  unbedingt  zum  Ziele  führt,  und  auch  das  sub 
IX.  gelehrte  nicht  immer  anwendbar  ist;  so  ist  es  von  Interesse^ 
noch  fernere  Modifikationen  zu  bezeichnen^  welche  zuweilen 
dann  die  Lösung  herbeiführen,  wenn  Dies  mit  jenen  beiden 
Methoden  nicht  gelingt.  Zu  diesem  Ende  dürfte  noch  folgendes 
Verfahren  zu  beachten  sein. 

Aus  der  gegebenen  Gl.  (1)  werde  die  Gl.  (2)  oder  (2*) 
hergestellt,  welche  wir  kurz 

(41)  X«  — Z>P=«ßo(Z»-Ä7») 
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schreiben  wollen.     Hieraos  folgt  darch  Entwickeluog  der  Grösse 

lif= n~^   '"    einen   KeUenbruch    die    erste    Iransformirle 

Gleichang  (10),  also 

(42)  X'«  -.  />r*  =  y(Z»  —  EP) 

Diese  Gleichung  wird,   wenn  q  kein  Qaadrat  ist,   durch  Malli- 
plikation  mit  q 

q(X'^  ^Dr^)  =  (qZy  -  E(qTY  =  Z»  -  £r  * 

oder  wenn  man  dieselbe  amkehrt, 

(43)  Z'«  -  £!"•  =  }(X'*  —  DY*) 

Jetzt  ist  Jf'  = ''        in  einen  Kettenbruch  zu  entwickeln. 

Hierdurch  ergibt  sich  als  zweite  Iransrorniirte  Gleichang 

(44)  q{X'* — D  r  •) = r*  -  fir  • 

Ist  i(  kein  Quadrat;  so  multiplizirt  man  damit.     Dies  gibt 
(45)     (qXy-^D{qYy    oder     X^-Dr^  =  q{Z'^-^ET') 

Vda-  p  " 

Jetzt  ist  Jir"  = II—?-  zu   entwickeln.     Hierdurch  ge- 

i 
langt  man  zu  der  dritten  transformirten  Gleichung 

(46)  X'"* — Dr"^=q(Z'^ — «r  *) 

welche^  wenn  q    kein  Quadrat  ist,  durch  Multiplikation  mit  q  in 

j"(X"»  —  /)r"*) = (qZ'y  —  £(y '  r')« = z"'«  —  «r"« 

oder  durch  Umkehrung  in 

(47)  Z'"«  -  ET"*  =  y"(X'"*  -  D r '«) 

übergdht  und   wie   die  Gl.  (34)   zu  behandeln   ist,   indem  man 

VE-\-Pt" 
jetzt  K"  = Ti entwickelt. 

Sobald  man  für  f,  q,  q  oder  eine  spatere  dieser  Grössen 
ein  Quadrat  findet,  kann  man  die  Rechnung  schliessen,  indem 
sich  dann  die  Schlussgleichnng  nach  §.177  lösen  und  darch 
rückgängige  Substitution  die  Lösung  der  gegebenen  Gleichang 
darstellen  lässt. 

XI.  Wenn  zwei  Glieder  der  gegebenen  Qleichung  einen 
gemeinschaftlichen  Faktor  besitzen,  wenn  also  eine  Gleichang 
von  der  Form 

(48)  ax"  —  hf  =  k{cz*  +  dt*) 

gegeben   wäre;   so   erfordert  die  Lösbarkeit  vor  allen  Dingen, 

dass  es  ganze  Zahlen   von  der  Form  — x"~^    gebe.      Es  ge- 

K 

reicht  oftmals  zur   Vereinfachong  der  Rechnung,    wenn   man 
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einen  solcben  den  Gliedern  aaf  der  rechten  Seite  gemeinschaft- 
lichen Faktor  k  gleich  von  vorn  herein  ahsondert.  Derselbe 
bildet  dann  sogleich  einen  Faktor  der  in  Gl.  (2),  resp.  (2*)  aaf 
der  rechten  Seite  vor  der  Klammer  stehenden  Grösse  aCy  resp. 
ACy  mit  welchem  man  die  ganze  Gleichung  nicht  weiter  za 
muitipliziren  braucht.  . 


.     §.  179.    JB«l«piel.* 
SiP*  -  7y*  +  2ä«  —  3««  =  0 

Transponiren  wir  die  letzten  beiden  Glieder;  so  kommt 

5ar«  — 7y^=  — 2ä«  +  3^* 
und  wenn  man  nun  mit  5.2^^=20  multiplizirt^ 

(1  Ojt)«  —  1 40y«  =  —  1 0[(2z)*  —  6(»] 
Diese  Gleichung  tritt  an  die  Stelle  der  Gl.  (2)  in  §.  178.     Wir 

l/TTn  _J_  p 
haben  also  />=140,  ßo  =  — 10,  K=      _  lo      >  Da  Qo  kei- 
nen quadratischen  Faktor  hat;  so  kann  nur  Po  =  0  sein.    Dies 


j^^/Tiö+o 


Mm 

JV„ 

0 

1 

1 

0 

2 

—2 

1 

1 

— l 

l 

^^'-  -10 

«*  Pm  Qm  ( — l)m0m  ^t 

—2 

—1  —14  14 

0  0         —10  -10 

1  20  26  —26 

2  6  4  4 

Da  man  schon  in  dieser  Entwickelung  bei  (— l)'ißi=='4  auf 
ein  Quadrat  stösst;  so  kann  man  die  Rechnung  schliessen,  indem 
man  setzt  m=2,  -Pm=6,  ßni=4,  (— l)"»ß„=jf=4,  j8f„.i  =— 1, 
iVm-i  ==  1 ,  JWm-i  =  —  2,  iV«_,  =  1 .  Die  Schlussgleichung^  welche 
die  Stelle  von  Gl.  (lÖ)  in  §.  178  vertritt,  ist 

a?'»  —  1 40y  «  =  4[(2z)»  —  6f*] 
Dieselbe  gibt  durch  Transposition 

a?'«_(4Ä)«  =  140y»  — 24<« 
Die  Auflösung  dieser  Gleichung  nach  §.  177  ist 

a?'  =  i^  (p«  -f  1 40t>«  —  24«?«) ,       z  =  1^  (/i«  —  1 40p»  +  24ii7«) 

'  y=Mt?,  t  =  UW 

Durch  die  rückgängige  Substitution  erhält  man 
Mn Q^ 4—,         n„_y 
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Jif.+. = J»f»-.i»T,>+  Jtf,...no= (-1 ) .  -i^ + (-2)y  =  -  ^^^x^ 
iv.+.=jv...ia.+iv._.ri.=  t.^^i^+i.y=^-=^    ; 


4 


--  ar'4-10y 

y=iV„+„  =  — ij-^ 


Sabstitairt  man  in  diese  Wertbe  von  or  und  y  die  für  o;' 
und  y  aus  der  Schlussgleichung  gefundenen  Ausdrücke,  und 
schreibt  daneben  die  aus  der  lelzteren  Gleichung  auch  für  i 
und  t  erhaltenen  Werthe;  so  ist  die  Auflösung  der  gegebenco 
Gleichung  dargestellt  durch 

:r  =  ^  [p«  +  4(35ü«  -  6ip*  +  7pr)] 

y  =^  -^  [p*  +  4(35r«  -  6«;«  +  5H] 
^=^[p*~4(35r«-6ir«)] 

So   hat  man  z.B.  für  »=1,  i«?=l,  p  =  2,  ii=l    die  Werlbe 
ir=11,  y=10,  z  =  — 7,  f=l. 

§.  180.    Beispiele 

a?«  +  y»  4- Ä»  =  770r« 
Schreiben  wir 

af«  — 770(»  =  — t(y*  +  z«) 


BUI% 

nK   M^ 

1  f  u,    V> 

ro »»    " 



1 

m 

Pn. 

^m 

(-l)-(?m 

am 

Mm 

iV„ 

-2 

0 

1 

-1 

—770 

770 

1 

0 

0 

0 

1 

l 

—28 

—28 

1 

1 

28 

14 

-^14 

3 

—83 

3 

>2 

14 

41 

41 

1 

3 

27 

1 

—  1 

54 

4 

27 

41 

41 

1 

V5 

14 

14 

14 

2 

6 

14 

41 

41 

1 

—2 

l 

41 

0 

0 

—  1 

l 

7 

8 

2 

1 

5 

3 

4 

5 

4 

6 

1 

-l 

M'n' 

iV'„^ 

0 

1 

1 

0 

-7 

-7 

1 

1 

6 

1 

1 

—13 

2 

2 

-32 

5 
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In  dieser  Entwickelung  fcominl  anter  den  Grössen  (— 1)'"^m 
kein  Quadrat  vor.  Nehmen  wir  den  kleinsten  darunter  vor- 
kommenden positiven  Werth  41;   so  können  wir  setzen  flt  =  2, 

Pm=t4,  ^„=41,  (~l)«^„  =  y  =  4l,  Jlf„.,=  — 83,  iV„.t  =  3, 
Jlf„-,  =  — 28,  iV„,8=l. 

Hieraus  folgt  die  erste  transformirte  Gleichung 

a?'«  — 770y*  =  41<y«-|-.z«) 

oder  durch  Transposttion 

4U» -  ar«  =  —  41y»  —  770y'« 

und  wenn  man  nun  mit  41   multiplizirt, 

(4U)«  — 41jr'«=— 1[(41y)«  +  41.770y»] 

Jetzt  haben  wir  Z>'  =  41,  ^o==— 1,  ür  = 

41 
—  1 
—8 

5 
—5 

1 

Diese  Entwickelung  führt  zum  Schlüsse;  man  kann  setzen 
m=4,  P'„'  =  6,  (/^'=\,  (-l)»Vm'  =  ?=l,  ifV-i  =  -32, 
iW-t  =  5,  Jlfm'-t  =  — 13,  iV'm'-s  =  2.  Die  Schlussgleichung 
ist  also 

jt"*  —  41y"*=  1[(41y)*-f-41  .  770y'»] 

oder  durch  Transposition 

oT*  —  (41y)«  =  4  ly '•  +  41'.  770y'* 
Diese  Gleichung  kann  nach  §.177  aufgelös't  werden  und  ergibt 

ar"=^[p'+41(»'  +  770«»)],     y  =  ^[p«_41(»»  +  770tt,«)] 

y"  =uv,  y  =uw 

Die  räckgängige  SubsUtution  liefert 

Af'„'+..= jr„-_iÄl'i^  -f- Jf'.t.,ttv  —  -  (8W  +  205y") 
iV'«'+.' = iV'„._tilV..  +  iV'.._,U'..  =  Sa?"  +  32/ 
41 «  =  öo'Af '«.+„.  —  F,'/V'm'+.'  =  32«"  +  20.5y ' 
32a?"4-205y" 
*= 4i 
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Äi» Q^  ^1  »        Wi — y 

Jb«+«  =  Jam-imm  -f-  iHm-iRn  = TT 

«r     ^    .    »r     «       3(5a;"4-32»")  +  43y' 
^^OM  PN        -  83(53^"  +  3  V)  +  14  ■  85/ 

/_)V       _3(5.r"+32y")  +  43y 

Substitairt  man  in  die  vorstehenden  Ausdrücke  für  Xy  i 
and  t  die  aas  der  Schiassgleichang  tdr  x\  y\  y  gefandenen 
Werthe  and  nolirt  daneben  aach  den  aas  der  Schlassgleicbang 
hervorgegangenen  Werth  von  y;  so  stellt  sich  die  AaflösuDg 
der  gegebenen  Gleichang  in  folgenden  Formeln  dar. 

ir  =  — ^[5.83(p«+41t?«+4i.770tp")+64.83/w+28.85ptp] 
^^      g|L(p«-41p»-41.770tr«) 

^   [I6(p«+41t?«  +  41  .770tt?«)  +  5.41pt?] 


4\p 

t=      g|-[l5(p*4-4l^«4-41.770tt^•)4-6.32fl)+86pt£7] 

Nimmt  man  einmal  9=0,  tr=Q,  ji=i,  u=S2;  so  kommt 
a?=  — 415,      y=l,      z  =  32,      f=15 
worin  rr  aach  positiv  gjsnommen  werden  kann. 


§.  181.    BeUfM: 
0?«  =  528y«  —  618ä«  +  1854e* 

Da  die  Gleichang  a?»  =  528y»  —  618z*,  welche  wir  in  §.  165 
behandelt  haben,  lösbar  ist;  so  mass  es  nothwendig  auch  die 
vorstehende  sein. 

Bringen  wir  demnach  das  Verfahren  §.178,  IX.  in  An- 
wendung, indem  wir  nach  §.  178,  XI.  beachten,  dass  sich  die 
gegebene  Gleichung  in  die  Form 

a?»  —  528y«  =  —  61  8(ä»H-  3t') 

stellen  lässt;  so  haben.wir />=528,  ßo=--6l8,  K=  ■^^t'^^\ 
Hierin    kann    nach    §.  165     unter    Anderem    /'o  =  42,     also 


§.  iSi.    Beispiel  541 

K -^^ —  genommen    werden.      Um  in    der   Enlwickelung 

dieses  Werthes  von  K  unter  den  Grössen  ( — l)"*^!!!  ein  Quadrat 
zu  erlangen,  kann  man,  wie  schon  in  §.  165  gezeigt  ist, 
Ä'=[0,  —19]  nehmen.  Dies  gibt  m  =  2,  Pm  =  4,  ^„  =  256, 
(-l)ii»ß„  =  ,  =  256=16«,  J»f„._i==l,  iV„_i  =  — 19,  ilf„_.  =  0, 
iVni.s=l  und  die  erste  transformirte  Gleichung,  welche  auch 
die  Schlussgleichung  ist,  wird 

x^  —  528y » =  256(ä»  +  3^     oder 

x^  —  (1  6ä)«  =  528y « -f  768^ 

Hieraus  folgt  nach  §.  1 77 

ar  =  ^  (p«  +  528ü*  +  768tr«),      z  =  -^  (p«  —  528t?«  —  768tr«) 

20  O  Cp 

Die  rückgängigen  Substitutionen  liefern 

_ar^  +  f„y_ar^  +  4y  _ 

ül.-— ^i;^ 256~'  ^^-^ 

X      I     4fl/ 
iVm+B  =  iVm.lüln  -f"  iVm-jUn  = ■ TTö 

nmr  nAT  45j?  —  2508y' 

X  =  t/o-ram+ii  —  "oiVm+n  =  ^ 


64 


_~19^  +  180y 

y-iV„+„-  ^^^g 


Führt  man  in  diese  Werthe  von  x  und  y  die  obigen  Werthe 
von  x'  und  y  ein,  und  notirt  daneben  auch  die  obigen  Werthe 
von  js^und  t;  so  ergibt  sich  folgende  Auflösung  der  gegebenen 
Gleichung. 

X  =  -j^  [1 5(jp*  +  528f?«  +  768«?«)  —  1 672/w] 
y=5Y~[-19(p«+528t^  +  768tr»)  +  360H 

Nimmt  man  einmal  9=0,  w=i,  p  =  i,  ti=s256;  so  kommt 
a?  =  34740,  y  =  — 3667,  z==— 3056,  <  =  256. 
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§.  18?.    Beiapiel.« 
a?«  +  Ä»  =  3y«  +  7f» 
Schreiben  wir  diese  Gleichung  in  der  Form 

a:«  — 3y«  =  — l(;5»  — 7r*j 
und   behandeln  wir  dieselbe  nach  §.  178,  X;  so  ist  zuvörderst 


»>   Vo —        «1 

MM.  — 

l 

m           Pm 

Q. 

(-!)"(?» 

am 

Mm 

JVo. 

2 

0 

1 

—  1 

-3 

3 

1 

0 

0          0 

1 

1 

—2 

2 

1 

1          2 

1 

—1 

3 

—5 

3 

^2          1 

2 

2 

1 

0          1 

1 

.  1 

2 

4           1 

2 

2 

'  1 

# 

Ein  Quadrat  kommt  unter  den  Grössen  ( — \)^Qm  nicht  vor. 
Nehmen  wir  für  q  die  kleinste  darunter  vorkommende  positive 
Zahl  2;  so  haben  wir  m=2,  P„=l,  Qm^2,  {  —  \)^Q^=q=2, 
,i|f„_i==— 5,  Nn^i=Z,  Ma-i= — 2,  iVm-t=l  und  die  erste  Irans- 
formirte  Gleichung  ist 

ir'»  —  3y'*  =  2(ä«  —  7^ 

oder  wenn  mit  2  muliiplizirt  wird, 

2(x'  —  3y «)  =  (2ä)«  —  7(20*  =  ä  » —  7f'« 

Kehrt  man  dieselbe  um;  so  ist  fftr 

z*  — 7f'*  =  2(j?'*  — 3y») 

•V"?  -4-  P 
JK'=  - — 2~  ^^  entwickeln.    Hierfür  kann  i^>=i|::  1  genom- 

Yi  +  i 

men  werden.     Nimmt  man  Po  =  l;  so  kommt  iir= — -^ — 

0  1 

—3  1  0 

2  111 

—3  12  1 

1 

Jetzt  kann  man  bei  m  =2  schliessen,  indem  matt  hat  PV^^» 

iV  m'_2  =  1 .     Die  Schlussgleicbung  ist  hiernach 

z '*  —  7r  •  =  X*  —  3y  •     oder 
V'«  — ir'*=7r«~3y'» 


m' 

i'm' 

t^ 

2 

1 

3 

0 

1 

2 

1 

1 

3 

2 

2 

1 

.:• 
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woratts  naeh  §«179 

ä" = -^  (P*  +  7»*  -  3«»') ,         w  =  ^  (p'  -  7p«  4-  Zw') 

i'=suv,  y'=^uw 

folg». 

Die  rückgängigen  Substitutionen  liefern  znnächst 


jr  „-+„- = iifv-iJa',.' + Jtf  m'-tu;- = 2a" + st" 

•  a  =  ß,'j|f'..+.,  —  Po'iV'„.+.'  =  3«"  +  7/" 
Jetzt  ist 

_£_3£-j-7r      ^^; a" + 3f" 

^"~  2  ~~         2         '       '~  2  ~       2 
und  man  hat  nun  weiter 

5^    I   9t/' 

Führt  man  in  die  letzteren  Aasdrücke  für  x,  y,  z,  t  die  aus 
der  Schlussgleichung  gefundenen  Werlhe  für  af,  y\  z\  f  ein; 
so  ergibt  sich  die  Auflösung   . 

x^—  [5(p*  r- 1^  +  3w?*)  +  1  %pw] 

y  =  -^  [3(p*  —  7t)*  +  3tr*)  +  1  O^mj] 

z  =  -^  [3(p*  +  7t?«  —  3u?*)  +  1 4p!)] 

f  =  —  [p* -f- 7t)«  —  3t«)*  +  6pt)] 
»p  •• 

SeUt  man  z.  Bi  t)c=0,  t£)Ä=0,  p==l,  «/  =  4;  so  erhält  man 

j?c«=5,  J^  =  3,  Ä  =  3,  r=i, 

Scbefflers  unbestimmte  ADalytik.  0  3 
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§.  183.    Mthmm4lmn§  tfer  «llf MncitMfeit  Wmrm  äer  fc— itiiwn 

meiekmmg  «til  Her  Wnkekmmmiem. 

I.    Eine  solche  Gleichung  sei  in  der  Gestalt 

gegeben,  worin  die  Koeffizienten  der  l^rodukte  von  je  zwei 
Unbekannten  paare  Zahlen  seien.  Es  kommt  ans  zonächsl 
darauf  an,  diese  Gleichung  in  die  Form  der  in  §.  178  behan- 
delten Gleichung  zu  bringen,  welche  nur  Quadrate  von  vier 
Unbekannten  enthält.  Das  hierauf  abzielende  Verfahren ,  wel- 
ches auch  auf  homogene  Glachongen  mit  mehr  ala  vier  un- 
bekannten anwendbar  ist,  besteht  in  Folgendem. 

II.  Man  multiplizirt  zuvörderst  mit  deih  Koeffizienten  eines 
Quadrates  der  in  Gl.  (1)  vorkommenden  Unbekannten,  also 
etwa  mit  a.     Hierdurch  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkänaoi 

(2)  X=^ax-\-e9'^fz-\-gt 

,«.    C  A^^ab  —  e\         B=^ac — /^,         C=ad  —  g\ 

^^^    {        D  =  ah  —  ef,        E  =  ai—eg,        F^ak-fg    • 

setzt, 

(4)  X*4-.4y*  +  »Ä«+a«  +  2jPyÄ  +  2£yf4-2fzf=ö 

III.  Die  Glieder  dieser  Gleichung^  mit  Ausschluss  des  ersleo, 
haben  nun  eine  der  gegebenen  Gleichung  ähnliche  Form;  die- 
selben enthalten  jedoch  nur  drei  Unbekannte.  Wendel  man 
auf  diese  Glieder  das  obige  Mulliplikäliidkisverfahren  an,  indem 
man  etwa  mit  A  moltiplizirt;  so  kommt  ^  wenn  man  zur  Ab- 
kürzung 

(5)  Y=Ay'\'Dz-{'Et 

(6)  G  =  AB-^D\     H=AC  —  E\     I^AF—DE 
setzt, 

(7)  i<X*-|-F»  +  6Ä«-ffff»-f  2/*^«0 

IV.  Die  Glieder  dieser  Gleichung,  mit  Ausschluss  der  ersten 
beiden^  besitzen  wiederum  die  ursprüngliche  Form,  jedoch  nur 
mit  zwei  Unbekannten.  MuUfplizirt  man  also  in  der  früheren 
Weise  mit  (r,  und  setzt  zur  Abkürzung 

(8)  Z  =  fo  +  A 

(9)  Ä  =  GÄ  — /* 
so  kommt 

(10)  ^ex»-f  GP-f  z«-f7i7':«=o 

V.  Diese  rednzirte  Gleichung  ist  min  in  Beziehung  zu 
den  vier  Unbekannten  X,  F,  Z,  ^'von  der  gewünschten  Form, 
und  kann  iiaoh  §.  1 18  behandelt  ^erdtm.  Nachdi^hi  mm  die 
allgemeinen   Ausdrücke   für  diese   Unbekanfften   geftmden  bat) 


S,  tu.    Spe^ieUa  F«äe.  5*5 

ergeben  sich  die  für  x,  y,  z,  t  vermöge  der  B^nebmif^ii  (8), 
(5),  (2),  indem  man  hiernach  hat 

tss*t 

z  =  -i-(Z-70 

x  =  —  (X  —  ey-'fz  —  gt) 

Da  eine  willkürliche  Grösse  u  als  Faktor  von  x,  y,  z,  t 
erscheinen  ^rd;  so  leuchtet  ein,  d«ss  man  slei^^i^ze  Werlhe 
für  diese  Unbekannten  darstellen  kann,  wenn  sonst  mir  die 
Gl.  (10)  lösbar  ist. 

VI.  Es  muss  darauf  aufmerksam  gemajcht  werden^  dass 
wenn  die  Grösse  A  den  negativen  Werth  eines  Quadrates  er-* 
geben  sollte,^  man  die  Transformation  schon  bei  der  Gl.  (7) 
abbrechen  kann^  weil  sich  dann  di^ese  Gl«icfaung  sofpit  f&r  X, 
Yy  Zj  t  nach  §.  177  auflösen  lässt^  indem  man  die  X  und  Y 
enthaltenden  <]lfed«r  links  stehen  lässt^  dfe  z  und  t  enthalten*' 
den  aber  auf  die  rechte  Seite  stellt  «ad  Zf^^^uv^  ttttmw  efetzt. 

Ein  ähnliches  Verfahren  kann  übfirliißupt  d^no  :S^ngewandt 
werden,  wenn  von  den  drei  Grössen^,  R,  C  Irgend  Eine  den 
negativen  Werth  eines  Quadrates  annimmt,  indem  man  alsdann 
mit  dieser  Gröss(B  die  Gl.  (4)  «vulüf^wit. 

VII.  Fernex  leuchtet  ein,  dass  die  Transformalion  bei  der 
Gl.  (4)  ihr  Ende  erreicht,  wenn  gleichzeitig  /)  =  0,  £  =  0, 
F=0  wird,  oder  bei  der  fil.  (7);  wenn  sich  /=t)  ergibt. 

§.  184.   S|»e;0lelfe  WäHe  der  vorstehend  behaudeüen  ^ttfichunff. 

f.  Fehlte  in  der  aJlgemeinen  Gleichung  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  das  Quadrat  von  or,  wäre 
also  a  =  0;  so  wäre  oDTeobar  di<^  MultipHkalion  mit  a  iijazvi* 
lässig.  Man  müsste  dann  mit  dem  Koeffizienten  eines  vorhan- 
denen* Quadrattey   also  entweder  mit  i,  c  ^der  d  inc^tiplltiren. 

F'edbi.ten  ^'ii.er  die  Qttudratfi  alitr  Un»bekiailti4eOf 
wäre  also  as=0,  6  =  0^  c==0,  dfsst^*^  so  bravAcn  ilioKocifi^ 
zienten  4er  ütirigtetfi  Gbader  •nicht  .2^  paaren  Zpibleo  ^iMnacht 
zo  werdet)*     Dia  gq^ebeM  Gleicbwng  sei  .al$o  eiüifs^ 

(4 )  exy  4-/W  4-«^  +  h^  +%^+*^'  =  ^ 

MaWpUzirt  lAao  diesdhe  mit  finciii  <)ier  KeefSwentePi,  ^ivRlcher 
nicht  =  0  ist,  f,^  mü  e;  »o  ^häli  mim 

(2)  {ex  +  hz  +  it)(ey -^fz  +^) ^ßz'  +fit^  +  (/t  +  ^Ä  -  e^»* 

35* 


^ 
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Setzt  man  jetzt 

(3)  z  =  uv,  t  =  uw 

(4)  X=Är  +  AÄ4-t7,         Y=ey+fz+gt 

80  hat  man 

(5)  XF= u«[/*r* + jftr«  +  (/i +^Ä  --  ek)vw] 
Bezeichnet  nun  p  irgend  einen  Faktor  der  in  Klammern  ge- 
schlossenen Grösse  auf  der  rechten  Seite,  oder  auch  eine  völlig 
willkürliche  ganze  Zahl;  so  kann  man  nehmen 

(6)  r=iip,       X=j[fhp'+giw'-^{fi  +  gh-ek:vw] 

Vermöge  der  Beziehungen  (3),  (4)  und  (6)  bat  man  als- 
dann die  Auflösung 

tsssUWf  z  =  tw 

—  [/*to*  +  jfitp*  -f-  (/t  +  ?*  —  ek)üw  —  hjw  —  ipw] 


Beispiel:    a^y  — 2a?z  +  3a?<  — y«  — 5yr+2Ä/  =  0 
Di^  Aoflösoiig  (7)  wird  hier 

tzsssUWf  z^=uv 

y  =  ti(p-|-2r  — 3tr) 

j?=  —  (2r*  —  t5tr»-j-5wr-f-p^+5/^) 
P 
Nimmt  man  einmal  p^=\^v=i,  tr=l,  tiasl;  so  kommt 

f=l,        z—\,        y  =  0,        ar  =  — 2 

Es  wird  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  in  dem  vor- 
stehenden Falle  I.,  wo  von  den  Koeffizienten  a,  b,  c»  d  Einer 
oder  mehrere  oder  alle  =0  sind,  von  irgend  einer  Unbekann- 
ten nur  die  erste  Potenz  in  der  gegebenen  Gleichung  vorkommt; 
dass  sich  also  diese  Gleichung  auch  nach  der  ein- 
fachen Regel  des  §.174  lösen  lässt. 

II.  Wäre  ii  =  0;  so  wäre  eine  Multiplikation  der  Gl.  (4) 
im  vorhergehenden  Paragraphen  mit  A  onzuläsaig.  Man  müsste 
dann  mit  B  oder  C  multipliziren. 

Wäre  aber  gleichzeitig  A^bsO,  BsssQ^  C=0;  so 
rednzirt  sieh  die  Gl.  (4)  im  vorhergehenden  Paragraphen  auf 

(8)  X«  =  —  2{Dyz  +  Bjft+ Fzt) 

Hätte  man  jetzt  auch  l>=aO,  £=0,  FstO;  so  läj^e, 
wenn  man  die  Quadratwurzel  auszieht,  in  der  Form 

(9)  X=«ir  +  ^+/i-f.jfr==*0 


wo^ 
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eine  di^phantische  Gleichung  vom  ersten  Grade  mil  vier  Uohe^ 
kannten  vor^  welche  nach  dem  zweiten  Abschnitte  .aofgelös't 
werden' kann. 

Hätten  von  den  drei  Koeffizienten  D^  E,  F  nur 
zwei,  z.  B.  Z7  und  £,  den  Werth  null;  so  nähme  die  Gl.  (8) 
die  Form 

(10)  X*  =  — 2Fzr 

an^  und  man  könnte  setzen 

(11)  X=ax-\-ey-^fz'\-gt=uvw 

folglich 

t/f?* .  uw*  =  —  2Fz .  t 
Hieraus  ergibt  sich 

r=titi7*,         — 2Fj5  =  wt?',     also    z=        „ 

Durch  diese  beiden  Formeln  ist  z  und  t  bestimmt,  und 
ans  der  Beziehung  (11)  kann  noch  x  oder  y  gefunden  werden. 
Hieraus  erhellet,  dass  von  den  letzteren  beiden  Grössen  x  und 
y  die  Eine  willkürlich  bleibt.  Setzt  man  also  y=^ur,  worin 
auch  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  darstellt;  so  hat  man  die 
Auflösung 

UV* 

(12)  l 

^  =  2^  Ifv'  -  2F(  jiD»  ^vw^  er)] 

Hätte  van  den  drei  Koeffizienten  D,  E,  F  nur 
Einer,  z.B.  D,  den  Werth  null;  so  nähme  die  Gl.  (8)  die 
Form 

(13)  X*  =  — 2(%  +  Fä)^ 
an,  und  man  könnte  setzen 

(14)  X=aX'j-ey-}'fZ'^gt==^uvw 

folglich 

UV*  .uw*  =  —  2(£y -|-  Fz)t 

Hieraus  ergibt  sich 

—  2(£y  +  Fz)=iit)»,        f  =  iitr« 
Durch  diese  beiden  Formeln  ist  t  und   von  y  und  z  die  Eine 
bestimmt,    während   die   andere  willkürlich   bleibt.     Setzt  man 
also  y=Mr,   worin  r  eine  beliebige  ganze  Zahl  bezeichnet;   so 
erhält  man  unter  Berücksichtigung  der  Gl,  (14)  die  Auflösung 

t  =  uw\         2=-A(t?'  +  2Er),  y  =  ur 

(15)  {  r 
a;=^[fv*-^2gFw*  +  2FvW'{'2(fE  —  eF)r] 
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Hätte  •■dlicb  keiner  der  drei  KoeffiBieoteii  £>  £,  f 
den  Werth  buII;  so  mohipUiire  man  die  (ü.  (3)  mit  Eum» 
derselben,  z.B.  mit  D.     Dies  gibt 

(1 6)  DJP  -^  2EFi^ «  —  2(%  +  Ft){Dz  -f*  Et) 
Setzt  man  nan 

(17)  X=aa7  +  ey-|-/i  +  j^^  =  wt?,         t  =  uw 
so  hat  man 

u\Do*  —  2£Fiü*)  =  —  2(Z>y  +  Fuw)(Dz  +  Etiip) 

Bezeichnet  jetzt  p  irgend  einen  Faktor  der  Grösse  Dv^  —  2EFv\ 
oder  auch  überhaupt  nur  eine  willkürliche  ganze  Zahl;  so  kann 
man  nehmen 

(lö)             l      o/r.     I    17     ^       u{Do'-'2EFw^) 
^    ^  )  —  2(Dz  4-  Euw)  =  — ■ 

\  P 

Aus  den  vier  beziabungen  (t7)  und  (18)  ergiM  sich  die  Auf* 
lösung 

X  =  ^^[fD^^2fEFw'--2ep''\-2J)pp+2(eF+fE^gD)p»] 

Das  letztere  Bfultiplikationsverfafarea  mit  Einem  der  Koefii- 
itenlen  D,  E...  ist  auch  allgemefe  dann  eiozuscUagen,  weno 
die  rechte  Seite  der  Gl.  (8)  mehr  als  drei  Unbekannte  and 
mehr  als  zwei  Glieder  enthält. 

Schliesslich  bemerken  wir^  dass  in  dem  vorstehenden  FßUelU 
wo  von  den  drei  Koeffizienten  Ä,  By  C  Einer  oder  mehrere 
=  0  sind,  in  der  Gt.  (4)  des  vorhergehenden  Paragraphen  vcHi 
irgend  Einer  der  Unbekannten  y,  z,  t  nur  die  erste  Petein 
vorkommt,  dass  sieb  aUo  diese  Gleichung  auch  nach 
der  einfachen  Vorschrift  des  §.  174  fün  X,  y«  a,  t  lösen 
lässt,  woraus  man  mit  Hülfe  der  Gl.  (2)  im  vorhergeheodea 
Paragraplien  auch  leicht  den  Werih  von  4P  findet, 

III.  Wäre  (r=BO;  so  wäre  die  MultipHkaCmn  der  Gl.  (7) 
im  vorhergdliendeD  Paragraphen  mit  G  unzalässig.  Man  müssl» 
dann  mit  U  multipliziren. 

Wäre  aber  gleichzeitig  C=:0  und  ir=0,  ohne  dass 
zugleich  /^k=0  wäre;  so  redazirte  sich  jene  Gleiching  aaf 

(20)  .<X*+P=-2/ä^ 

Setzt  man  jetzt 
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so  hat  man 

u^Av"  +  «;*)  =  —  «to 

and  wenn  p  irgend  einen  Faktur  von  Av^-^tä*,  oder  auch  eine 
töllig  willkürliche  Zahl  bezeichnet, 

p 

Hieraas  und  ans  den  beiden  Gleichungen  (21)  folgi  die  Auf- 
lösung 

X  =  -iL-  [{fA  —  eD)(Av* + u?«)  +  2I(eE  —  y^)p«  +2AJpv  —  2eIpto] 
'iaAJp 

Wäre  ausser  6^  =  0  und  jff=Q  auch  7=0;  so  reduzirte 

sich  die  obige  Gl.  (20)  auf 

(23)  ^X«+P  =  0 

DaiiMt  dieselbe  lösbar  sei,  rpuss  nplbwendig  A  der  neg^ive 
Werlh  eines  Qaadrßtes  seio;  loan  ni«iss  also  A^=  —  a^  haben. 
AMapn  ist  aber  a*X*=  Y\  also  oJC=»-|-  Y  oder  «X+  7=0, 
d«  i.  wegen  der  Wertbe  von  X  und  y 

(24)  aax-^{ae  +  Ayy'j'{af+D)Z'j'{ag±E)i=^0   . 

worin  gleichzeitig  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu 
nehmen  sind.  Man  erkennt,  das»  hierdurch  die  gegebene  Glei- 
chung auf  zwei  diophantische  Gleichungen  -  vom  ersten  Grade 
mit  vier  Unbekannten  znrückgeführt  ist,  welche  nach  dem 
zweiten  Abschnitte  aufgelös't  werden  können. 

Auch  für  den  vorstehenden  Fall  III.  i  wo  von  den  Koeffi- 
zienten G,  H  dieser  oder  jener  s=^0  ist«  also  in  der  Gl.  (7) 
d0s  vOiirhergebenden  Paragraphen  von  den  beiden  Unbekann- 
ten ^t  ^  irgend  Eine  nur  auf  erster  Potenz  vorkommt,  ist  es 
von  Wichtigkeit,  dass  auf  diese  Gleichung  (insofern  nicht 
auch  7=0  ist)  das  einfache  Auflösungsverfabren  de^ 
§.  17^  angewandt  werden  kann,  wodurch  Q»an  die  Werthe 
für  X,  F,  J5»  f  findet,  welche  vernwife  der  Beziehnngen  (2) 
und  (5)  des  vorigen  Paragraphen  auch  zu  den  Werthen  vofi 
X,  y  führen. 

IV.  Wäre  Jif=0;  so  enthielte  die  ScWussgleichung  (10) 
im  vorhergehenden  Paragraphen  nur  die  drei  Unbekannten  X, 
Yy  ^  und  wäre  mithin  naoh  d^m  siebenten  Abschnitte  fttr  X, 
y,  Z  aufzulösen.     Es  leuchtet  ein,  dass  alsdann  irgend  Eine 
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der  Unbekanoten  :r,  y,  z,  I,  z.  B.  ^  ganz  willkörlich  bleiU. 
Bezeichnet  dann  f<  den  willkörlicben  Faktor  In  den  fdr  X,  Y,  Z 
sich  ergebenden  Ausdrucken;  so  kann  man  t=szup  setzen,  worin 
auch  f  willkürlich  bleibt. 

V.  Es  ist  beachtenswerthy  dass  alle  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  bezeichneten  Fälle,  mit  Ausnahme  der  Spezialiüit 
r;=0,  K=^,  1=0  sab  III.  und  des  Falles  IV.,  unbedingt 
lösbar  sind.  Nur  die  letzteren  beiden  Spezialitäten  können 
zuweilen  nn möglich  sein,  was  man  jedoch  für  die  erste  Spe- 
zialität sofort,  und  Tür  die  zweite  nach  dem  siebenten  Abscbnilte 
leicht  erkennt. 


Homogene    Gleichungen    mit    beliebig    yieleo 
Unbekannten  in  ganzen  Zahlen. 

§.  185.  Behandiumg  derBeibem  b^kmfEntMung  einer  Aufld$mi§* 

I.  Besitzt  die  gegebene  Gleichung  mit  beliebig  vielen  üo- 
bekannten  x,  y^  z.,.  ausser  den  Quadraten  der  Unbekannten 
auch  Produkte  aus  je  zwei  derselben;  so  kann  man  dieselbe 
nach  §.  183  auf  eine  andere  mit  den  Unbekannten  JT,  F,  Z... 
zurückführen,  \on  welcher  nur  die  Quadrate  vorkommen. 

Die  ersten  und  die  letzten  Unbekannten  werden  stets  darch 
Beziehungen  vom  ersten  Grade  miteinander  verbunden  sein,  wie 
Gl.  ('^^)^  (5),  (8)...  in  §.  183.  Kann  man  also  die  reduzirte 
Gleichung  für  X,  Y,  Z ...  lösen ,  wobei  jede  Unbekannte  den- 
selben willkürlichen  Faktor  einhalten  wird;  so  kann  man  aoch 
leicht  die  VVerthe  für  x,  y,  z...  herstellen,  welche  denselben 
Faktor  bei^itzen,  sich  also  stets  zu  ganzen  Zahlen  machen 
lassen. 

II.  Käme  in  der  gegebenen  oder  in  irgend  Einer  der  re- 
dnzirlen  Gleichungen^  welche  bei  dem  Verfahren  des  $.  183 
nach  nnd  nach  auftreten^  irgend  Eine  Unbekannte  nur  aaf 
erster  Potenz  vor;  so  könnte  man  die  Lösung  dieser  Gleichung 
nach  §.  174  mit  Sicherheit  bewirken,  und  daranf  auch  die 
VVerthe  für  x,  y,  z...  darstellen. 

Ereignet  sich  jedoch  dieser  besondere  Fall  nicht;  so  bat 
man  die  reduzirte  Gleichung^  welche  von  der  Form 

ist,  in   einer  Weise  zu   behandeln,  'welche  der  in  §.  178  be- 
schriebenen ganz  ähnlich  ist. 

III.  Zuvörderst  sieht  man  nach,  ob  irgend  zwei  Glieder 
der  Gl.  (1)  die  DiflTerenz  zweier  Quadrate  bilden,  oder  ob  Dies 
durch  MnItipllkaCion  mit  einer  konstanten  Zahl  erreicht  werden 
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kann.  Ist  Dies  der  Fall;  so  kann  die  G).  (f)  sofoil  nach  $.  177 
gelös't  werden.    Denn  wäre 

(2)  a'j?*  —  ßy  =  CÄ«  + A«  +  ^«»  +  . . . 
so  setze  man 

(3)  j5=srtf,         ti=rtf        8=s:rt€'    etc. 
Hiei*darch  wird  Gl.  (2) 

(cu?  -f-  ßy){ax  —  ßy)  =  r\cu^  -f"  ^^*  "h  ^*'^*  "!"•••) 
Jetzt  setze  man 

(4)  cu?4-ßy=^p 

(5)  cur  — ßy  =  -^^ « ^^ '- ^ 

worin  p  irgend  einen  Faktor  der  Grösse  cu*  -f"  ^^^  H"  ^w'*  "["••• 
oder  auch  eine  völlig  willkürliche  Zahl  bezeichnet. 

Hieraus  folgt 

.^^  r{p*  +  cw*  +  rfp*  +  eir*  +  •  •  •) 

(6)  ^^  2«p     ^^— 

r(»'  —  CM*  —  rft?*  —:  ew*  —  . . .) 

^^>  9==-^ 2ftS ' 

Diese  beiden  und,  die  drei  Formeln  (3)  stellen  die  Auflösung 
der  Gl.  (2)  dar. 

IV.  Hat  nun  nicht  schon  die  gegebene  Gl.  (1)  die  Form 
(2);  so  sucht  man  dieselbe  durch  die  in  §.178  beschriebenen 
Transformationen  auf  eine  solche  Form  zu  bringen.  Zu  dem 
Ende  wählt  man  sich  von  den  n  Gliedern^  ans  welchen  die 
linke  Seite  der  Gl.  (1)  besteht^  irgend  4  aus,  und  behandelt 
dieselben  genau  so^  wie  die  vier  Glieder  der  in  §.  178  betrach- 
teten Gleichung,  indem  man  die  übrigen  n  —  4  Glieder  der 
Gl.  (1)  fortwährend  auf  der  rechten  Seite  stehen  lässt.  Diese 
n  —  4  Glieder  werden  dann  ebenso  ^  wie  das  in  z*  multiplizirte 
Glied  in  §.  178  bei  allen  Transformationen  dieselben  Unbe- 
kannten behalten  und  nur  ihre  Koeffizienten  ändern. 

Der  erste  Schritt  der  nach  §.  178  vorzunehmenden  Ent- 
wickelang besteht  also  darjn,  dass  man  die  gegebene  Gleichung 
in  der  Form 

(8)  ew?^~-6y*  =  CÄ»  +  d^«H-^«*-j-... 

schreibt,  und  hieraus  durch  MoUiplikation  mit  ac*  die  Fürm 

(9)  (acxy  —  abcy  =  a4{czy  +  cA*'-|-  ces*  + . . .] 

herstellt.  Sollten  a  und  c  quadratische  Faktoren  oder  ein  ge- 
meinscbaftiiches  Maass  enthalten;  so  kann  man  nach  §.  178,  I.f 
anstatt  mit  ocS  mit  der  kleineren  Zahl  AC^  multiplizlren. 
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QiQ  wi^  traosformirle  Gleicliung  momU,  wenn  hier,  wie 

in  §.  162,  die  Grösse  K=^ '        in  einen  Kettenbrach  eot- 

ac 

wickelt  wird,  die  Gestalt 

(1 0)  a?'*  ^  aicV  =  ?[(o*)'  +  cdi^  +  c«»'  + . . .] 

an.  Ist  nun  (— 1)<"^b,==9  ein  Quadrat;  so  ist  ii^s^  Cfleicbung 
die  Schlussgleichung j  welche  wie  die  obige  Gl.  (2)  aufgelös't 
werden  kann.  Findet  sich  jedoch  unter  den  Grössen  (—XJ^Qm 
kein  Quadrat;  so  transponiren  wir,  wie  in  §.*178,  immer  die 
zweiten  Glieder  auf  beiden  Seiten.     Dies  gibt 

(11)  —  crf^»  +  a?'*  =  g(c;5)«  +  a6c«y*  +  y[ce»«  +  ...] 
und  nach  Multiplikation  mit  — cdq 

(12)  (cdqty  -  cdqx'=^—  cdUcqzY-\-abc'qy^'\-q*[ceJf*+..]\^ 

Indem  man  jetzt  K'  = ^^ — -  in  einen   Kettenbruch  enl- 

wickelt,  gelangt  man  zu  der  zweiten  transformirlen  Gleichang 

(13)  x'^^cdqy"*  =  q  Ucqzy -{•  ahe^qy  ^  ^  q\c€S^ -]- . . .]  j 

u.  s.  w. 

V.  Aus  Vorstehendem  erkennt  man,  dass  die  gegebene 
Gl.  (1)  jedenfalls  dann  lösbar  ist,  wenn  die  aus  den  vier  Glie- 
dern ß;f^-\'ky^'\'CZ^-\-dt'^==^^  gebildete  Gleicbnng  mit  vier 
Unbekannten  lösbar  ist. 

Allgemein  ist  klar,  dass  wenn  sich  aus  den  n  Gliedern  der 
gegebenen  Gleichung  irgend  welche  m  Glieder  berausnebroeH 
lü^en  und  für  sich  eine  lösbare  GleicluiQg  bildeo,  aaeh  die 
gegeben«  IcMibsur  ist  und  leicht  gelps't  werden  ksinn, 

Ausjserdem  erhellet^  dass  man  in  jeder  transformirten  Glei- 
cbm^  wie  (IQ)  statt  des  Gliedes  cdqH^  irgend  Eines  der  dararf 
folgenden  transponiren  kann,  was  zuweilen  die  Lösung  herbei- 
führte  wenn  die  Transp<^sitioii  des  er$i(  gen^tnnten  Gliedes  nicht 
zum  Ziele  führt. 

Ferner  kann  auch  hier  die  in  §.  178,  X.  beschriebene 
Transformation  ausgeführt  werden,  indem  man  die  an  der  Ver- 
wandlung der  Unbekannten  nicht  Theil  nehmenden  n  —  4  Glie- 
der immer  auf  die  rechte  Seite  transponirt. 

» 

§^  186.    Betefilel/ 

0?*  +  y»  +  z' 4- f »  »  7T0I« 

D41  n«^  %,  162  die  iivsek  Wefwerfnog  d^s  GliOftfs  «*  eol^ 
stehende  Gltfiebung  lösbar  ist;  so  ist  es  auch  die  gegenwärtige. 
Schreiben  wir  ww  dort 
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so  ergtht  sieh  ^enau  derselbe  Entwickelongsgang  wie  In  $.  180. 

Durch    K= p^  gelangt  man  zu  der  ersten  transformir- 

ten  Gleichung  ^ 

a?'j__  770y'«  =  41(y«  +  z*-f  «•) 
«dor  dvrok  Traniposlimi  cu 

il*« -- jj»  =*=  —  4ly«  —  770y » »^  4U« 
und  wenn  man  niii  41  multipliitirt^  zu 

(41j8)*  — 41a?'»=«  — 1[(41y)«  +  41.770y^+(41«)«] 

Di«  Entwiekelang  von  Ä'^« — — -i—    liefert     dann    die 

zweite  transformirte  Gleichung 

a?'*-41jr"«^l[(4ly)*-f  41.770y«  +  (4l«)«} 
welche  ^  auch  die  Scblussgleichung   ist.     Dieselbe   fuhrt,    WQQQ 
sie  in -die  Form 

a?"«--(41y)*=41y"»4-41.770y«  +  (41«)» 

gestellt  wird;  nach  §.  185^  III.  zu  der  Auflösung 

a?"  =  il[p«  +  41(w'+77Qü*  +  41ic«)] 

Zp 

ff=~[y-4l(tt^  +  7T0e>»  +  41ic«)] 

y"  ^=zruy        y=rVf        8=rw 

Die  rückgängigen  Substitutionen  sind  denen  in  §,  180  ganz 
gleich;  man  findet  also  auch  hier 

32a?"  +  205y' 

*  41 

83(5a;"  +  32y")+14.85y 

41 

8(5a;"+32y")+43y' 

Substitoirt  man  hierin  für  af\  y\  y  die  ans  der  Sehlnssgieit'hung 
gefundenen  Werthe;  s«  ergibt  s^h  folgende  Auflösung 

a;=-g^[5.83(p«+41w^+41J70!?«-f4t*tr«)+e4.8Spfi+28^ 
y=     g|-[p*  —  4lii*— 41.770»*  — 41  «tr«l 

#=     g^[15(p*  +  41i#«  +  41.77b«?«  +  4l»fc«)  +  6.32pii  +  86pfi]' 
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Nimmt  man  einmal  ffssO,  o«=0,  wasa\,  p^^\,  r=sS2;  so 
kommt  0?» --^698030,  y^^t^SQ,  z»53824,  ^«=82,  (»24480, 
worin  o?  and  y  auch  positiv  genommen  werden  können. 

AllgemeiDe    Gleichungen    mit    drei    oder    mehr 
Unbekannten  in  rationalen  Zahlen. 

§.  187.    BehanOhmg  der9eiken  h^mf  ErttMmmg  «far  AmfUß^mmg. 

Die  Anflösung  der  homogenen  Gleichungen  mit  n  Unbe- 
kannten in  ganzen  Zahlen  liefert  sofort  auch  die  Aaflösong 
der  allgemeinen  Gleichungen  mit  n  —  1  Unbekannten  in 
rationalen  Zahlen^  wie  aus  §.  176  leicht  zu  entnehmen  ist. 
Man  braucht  nur^  wenn  X,  Y,  Z...  -die  Unbekannten  der  ge- 
gebenen  Gleichung   sind,    dieselben    auf  einerlei   Benennung  t 

ü!/         ti         Z 

gebracht  zu  denken,  dann  dafür  resp.  — ,  -~,  — ...    zu    swb- 

C  V  • 

stituiren  und  die  gegebene  Gleichung  mit  t*  zu  multipliziren. 
Hierdurch  ergibt  sich  eine  homogene  Gleichung  mit  den  Un- 
bekannten X,  Zj  z.,.t,  VvLT  welche  ganze  Zahlen  gefunden 
werden  müssen. 

Um  z.  B.  die  Gleichung 

X*+P  +  Z«  =  770 
welche  Gauss  in   den  visquisitiones  arithmeticae ,  art,  292  in 
ganzen  Zahlen   gelös't  hat,   in  rationalen  Zahlen  zu  lösen, 
erhält  man   durch  die   bezeichnete  Substitution  die  homogene 
Gletehung 

Diese  Gleichung  haben  wir  in  §.  18(y  in  ganzen  Zahlen 
gelös't.  Die  dort  gefundenen  Werthe  liefern  folgende  Auflösung 
in  rationalen  Zahlen: 

y^  X  ^  5.83(p«+41o«-[-41.770tp«)-f-64.83pp4-28.85pto 
"^  t  ~  15(p*4-*^«''  +  4l.77Qte?»j  +  6.32pt?-f-«6|?tt? 

Y_y__ p'  — 41p*--41.770tr' 

~  t  ~  15(;^*-f-41»»-f-'41.770u7*)-f  6.32pi?4-86p» 

2_^_Ä__  32(p'-|-4tt?'  +  4t  .770tg«)+10.41pp 

"^  t  ~  15(p»-f-41o'-f-4l.770M7*)4-6.32p»-f-86pM7 
So  ergibt  sich  z.B.  für  t?  =  0,  m?  =  0,  />==1,  u  =  82 

Y "^  Y ^  y  32 

T'  ^-Tö'  ^""15 

Man  erkennt,  dass  die  gegebene  Gleichung  eine  unend- 
liche Menge  rationaler  Auflösungen  zulässt^  während  die 
Menge  der  Auflösungen  in  ganzen  Zahlen  offenbar  eine  end- 
liche ist. 

^00?^ 


Neuter  Abschnitt. 


ILomplexe  ZabAen  und  die  dar- 
an» gehfldei^n  HLeltenbrttclie  and 
anbesAinunten  Crlelehnnipen  Tom 

ersten  Grade. 


§.  188.    €trmidbegriffe  über  die  kampiexen  MaMen*  —    Foll- 

Tkamimene  HRrimutaklen* 

I.  Die  bisher  betrachtete  reelle  Zahlform  a   ist  von  der 

komplexen  Zahlform  a-{-bV — 1  nur*  ein  spezieller  Fall, 
welcher  sich  ergibt^  wenn  der  absolate  Werth  des  imaginärgn 

Theiles  bV — 1,  oder  wenn  ft  =  0  wird.  Wir  wollen  jetzt  die 
früheren  Dqtersuchungen  dadurch  erweitern,  dass  wir  dieselben 
aaf  die  komplexen  Zahlen  ausdehnen.     Zu  dem  Ende  schreiben 

wir  der  Abkürzung  wegen  für  das  imaginäre  Zeichen  -{-  1/^^^ 
den  Buchstaben  i,  betrachten  also  Zahlen  von  der  allgemeinen 
Form  a-j-hi,  worin  a  und  b  sowol  positiv,  wie  negativ  sein  können« 

II.  Nach  dieser  Bezeichnung  ist  i,  i*,  i',  t*  resp.  =sb-|-K — 1, 

—  1 ,  —  V — 1 ,  + 1 .  Es  handelt  sich  bei  den  gegenwärtigen 
Untersuchungen  vorzugsweise,  und  wenn  das  Gegentheil  nicht 
ausdrücklich  befürwortet  ist  oder  ans  der  Rechnung  selbstver- 
ständlich hervorgeht^  um  ganze  Zahlen,  d.h.  um  solche,  für 
welche  sowol  a,  als  auch  b,  ganz  sind. 

Da  bei  einer  komplexen  Zahl  stets  zwei  Zahlgrössen  in 
Betracht  kommen;  so  sind  darauf  die  für  reelle  Zahlen  gültigen 
Merkmale  von  paar  und  unpaar  ohne  eine  besondere  Neben- 
bestimmung nicht  mehr  anwendbar.  Wir  werden  im  Folgenden 
die  komplexe  Zahl  a~f-it 

vollständig  paar  nennen,  wenn  a  und  b  paar  sind, 


vollständig  unpaar 
unvollständig  paar 
unvollständig  unpaar 


a  und  b  unpaar  sind, 
a  paar  und  b  unpaar  ist, 
a  unpaar  und  b  paar  ist. 
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Da  tdr  jede  reelle  Zahl  die  Grösse  i  =  0,  also  paar  ist;  so 
folgt,  dass  jede  paare  reelle  Zahl  vollständig  paar^  jede  unpaare 
reelle  Zahl  dagegen  unvollständig  nnpaar  ist. 

Dass  jede  Zahl  sowol  durch  die  positiv  und  negativ  reelle, 
als   auch   durch    die   positiv   und   negativ  imaginäre  Einheit, 

also  durch  +1,  —  1,  -\-V — i,  —  V^ — 1  oder  durch  f'S  t',  i,  i' 
theilbar  sei^  leuchtet  ein. 

Ferner  erkennt  man,  dass  jede  vollständig  paare,  also 
jede  Zahl  von  der  Form  2m'j^inij  dutrh  die  Zahl  2,  welche  zu^ 
gleich  die  einfachsle  vollständig  paare  Zahl  darstellt,  theilbar  ist. 

Aii«h  ist  leichl  ■•  zeigen,  ditii  jede  vvi^itä.ndlK  «ü* 

«aare,  alsd  jede  Zahl  voi]4er  Fonn  2m -^l  «f'^^o*^  l)i,  diirch 
^e  grmze  Zahl  1  -f-i*,  welche  lagleidi  die  eimadiste  vellStSinfi* 
•Bi^re  ZiU  dai«talll^  tMfftar  i«t.    Itapii  itr  QnMetft 
2w  +  1  +(2n+  l>'_ffai4>  t  >f  (8p>4-  i)t](i_,-) 

1+t  (i^-jXl-O 

2(m+n  +  l)4-2(n— m)t  i       i.    i   /  x. 

==  -i — ' ' — ^ =  m  -f-  n  -f-  l  +  (w  —  fn)t 

ist  eine  ganze  Zahl. 

Wir   bemerken   hier   noch^   dass  auch  Aiq  paare  Zahl  2, 

also  überhaupt  jede  vollsläudig  paare  Zahl,  durch  1 -j-i  theil- 

*    2             2(1  —t.          2(t  —  i) 
bar  ist,  iftdem  ma«  rn^=^v;   '■   -wV  "'  ';*^^'^ tatl— ^hat. 

Dagegen  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  keine  unvollsländig  paare 
oder  unpaare  Zahl  durch   1  -|-t  theilbar  sei. 

Bezeichnen  wir  symbolisch  eine  vollständig  paare  Zahl  mit 
00,  eine  vollständig  unpaare  mit  11,  eine  unvollständig  paare 
mit  Ol  und  einie  unvollständig  unpaare  mit  10;  so  er^^en  die 
drei  Gnindoperationen  der  Addition^  Subtraktion  und  MnltüpK- 
kation  folgende  Aesultate 

Ö0±00«==(H)  OOXOa=«=00 

00  +  01=01  OOXOt«:0^ 


00  +  10=«10  O«Xl«'=*=0O 

oo  +  iir^n  eoxii==oö 

01-i-01  =  00  01X01  =  10 

01^10  =  11  01X10  =  01 

01-^11  =  10  01X11  =  11 

10  +  10  =  00  10X10=10 

10  +  11=01  10X11  =  11 

11  +  U  =  OÖ  11X11=00 

Ilt.    Eine    vQjilk<oiamene  Primz^ihl    wollen    wir   nun 
diejenige  nennen.j,  welche  sich  durch  J^eioe  andere  garuoQ  <Zakl, 
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aosser  dareh  irgend  ^ine  Potenz  von  t  nnd  dorch  ibren  eigenen 
Werth  oder  durch  ein  Produkt  aus  ibrem  eigenen  Werthe  and 
irgend  einer  Potenz  von  i,  ohne  Rest  tbeilen  lässt. 

Aus  dem  Vorstehenden  erhellet,  dass  weder  eine  vollstän- 
dig paare  Zahl,  noch  eine  vollständig  unpaare  Zahl,  mit  Aus- 
nahme der  Zahl  l-|"f,  eine   vollkommene  Primzahl  sein  kann. 

IV.  Unter  dem  absoluten  oder  numerischen  Wertbc 
einer  Zahl  a-f-frt  verstehen  wir  jetzt  den  absoluten  Werth  der 

Grösse  1^a'-4-6'^  welche  im  Allgemeinen  keine  f  anae  Zahl 
sein  wird.  Das  Quadrat  dieses  absoluten  Werihes^  also  die 
Grösse  a'-|-6',  heisst  nach  Gauss  die  Norm  der  Zahl  a-^-hi. 
Die  Norm  aller  vollständig  paaren  oder  unpaaren,  also 
aller  durch  l-|-t  theilbaren  Zahlen^  ist  paar;  dagegen  ist  die 
Norm  aller  unvollständig  paaren  oder  nnpaar^n,  also  aller  durch 
1 -|--«  untheiibaren  Zahlen,  unpaar.  _ 

Wenn  der  absolute  Werth  einer  Zähl  ^=^  r  2 ,  also  ihre 
Norm  a*-\'b'*^=2  sein  soll;  so  muss  der  absolute  Werth  von 
a  nnd  b  gleich  1  und  die  Zahl  selbst  entweder  =l-{-t  oder 
=  — l4-i=(t4-i)ioder=— l— i:^(l+0«^oder=l~i=(l+t^^^^ 
ftlei»  i^ffter  ein  Produkt  ans  1  -{-<  «>^  eintr  Potenz  ¥^ft  I  seid» 

Wenn  der  absolute  Wetifc  emer  Zahl  ==  1 ,  also  auch  ihre 
Norm  a*-|-6'x=s3l  sein  soll;  so  muss  von  den  beiden  Grössen  a 
und  h  die  Eine  absolut  =  t  und  die  andere  =  0 ,  also  jene 
Zahl  selbst  entweder  =it:^  ^^^^  =lh*»  ^*^'  irgend  eine 
Potenz  von  %  sein. 

Solf  der  absolute  Werth  einer  Zahl  s:^0,  also  auch  ihre 
Norm  a<-j-6<  =  0  sein;  so  muss  0  =  0  nnd  i=:0,  mithin  die 
fragliche  Zahl  selbst  =^0  sein. 

Wird  die  gegebene  Zahl  in  die  Form 

gebracht;  so  stellt  bekanntlich  bei  der  geometrischen  Auf- 
fassung  der  Zahlen,    wenn    man  in   der  seitslehenden  Figur  0 

zum  Nullpunkte,  OX  zur  positiv  reellen, 
OY  zur  positiv  imaginären  Axe  nimmt, 
feftter  OiV=«a  und  NM=^b  matU,  die 
linke  Seite  a-^bi  der  olMgea  4i;ki«|iung 
den  rechtwinklig  gebrochenen  Liiiie«izu(; 
{ON)  -|-  {NM)  dar.  Die  rechte  Seite  jener 
GlefclMrng  steftt  den  nach  Lfinge  und 
Riehtmg  aufgefasslen   Strahl  jOM)  dar, 

indem  die  Länge  desselben  OM=Va*-\'h^ 

a  6  . 

und  cos  MON=^    r  ->  ferner  8inM0N=  ,^  ^  ,   ,;  ist. 
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V.  Wir  nennen  eine  Zahl  a«f-it  ab  sola  t  oder  nume- 
risch grösser,   kleiner  oder  gleich  einer  andern  Zahl  ai-j-^i^ 

wenn  der  absolute  Werth  V  a'  -|-  6*  der  ersteren  grösser,  klei- 
ner oder  gleich  dem  numerischen  Werthe  Vai^^hi*  der  letz- 
teren, oder  wenn  die  Norm  a'-j-i*  der  ersteren  grösser^  kleiner 
oder  gleich  der  Norm  ai*-f"*i*  ^®'*  letzteren  ist. 

Wenn  jedoch  bei  einer  solchen  Vergleichung  auf  die  reellen 
nnd  imaginären  Theile  der  beiden  Zahlen  gesehen  werden  soll; 
so  könnte  man  schreiben 

a-|-4i^^öi-f-6i»  wenn  a^ffi  und  6^6i 

fl  -(-  6i  ^  ^  öl  -[-  All     ■  »     ö  ^  öl     »     4  ^  *i 

wobei  a,  6,  ai^  ii  sowol  positiv,  wie  negativ  gedacht  werdeo 
können  (§.  42,  IV.). 

§.  189.  JBeteMmngen  tewUeheu  der  Nf&rm  der  Faktoren  um4 
dee  dmraM9  enteiekenden  ^rmdmktee^  emwie  pfwieehender  Nerm 
dee  tBiwMende  und  INvIa^rt  «hmI  dee  dmraue  entaiekemdt» 

llaiolieitieit. 

I.  Setzt  rtnan  das  Produkt  aus  zwei  Faktoren 

(1)  (fli  +  6it)(«*  +  b,i)  =  At  +  B,i 
so  hal  man 

(2)  ilf==aiai  —  bibf,        Bi  =  aiit^flf4i 
Hieraus  folgt 

(3)  A,'  +  A«  =  («1«  +  6i«)(a,«  +  ft,«) 
Setzt  man  ferner  das  Produkt  aus  drei  Faktoren 

(4)  {üi  -f-  bti){at  -f-  4tO(«s  +  W) = ^  +  At 
so  ist  wegen  Gl.  (1) 

{A,  +  B,i){a,  -f  631)  =  ^3  +  ^8» 
also  wegen  der  Beziehung  (3) 

(5)  il.«+l>,l=(ilt*+A')(a3'+Js*)=(ai*+6iO  «.•+6,')(a3'-f*s') 

Allgemein  erkennt  man,  dass  die  Norm  eines  Produktes 
ans  beliebig  vielen  Faktoren  gleich  dem  Produkte  der  Normen 
dieser  Faktoren  ist. 

II.  Wenn  die  n  Faktoren  eines  solchen  Produktes  ein- 
ander gleich  sind  und  man  setzt  die  Potenz 

(6)  (a  +  6t)"  =  ^  +  Ä 
so  ist  nach  Vorstehendem 

(7)  4»  +  Ä*  =  (a«  +  i»)° 


S.  iS»/    Wartie  0br  lürmett.  BM 


HhMtmu»rgtbt  steh  tiingekebrt,wefin  A-\-Bi  iHe  #!•  Wariel 

von  a-f-fti,  also 

n    

(8)  Va  +  bi  =  A-^Bi    isl, 

(9)  .  A*-\-B*=Va*-{-b* 

III.     Was  den  Quotienten  aus  zwi-i  komplexen  Zahlen 

(,0.)    -  JL±^==A  +  Bi 

betrifft;  so  kann  derselbe  immer  als  der  Quolient  aas  einem 
reellen  Divisor  und  einem  komplexen  Dividend  dargestellt 
werden.  Zu  dem  Ende  malliplizirt  man  den  gegebenen  Divi- 
dend und  Divisor  mit  der  Differenz  der  Theile  des  Divi- 
sors, also  mit  üi  —  bj,  wodurch  der  neue  Divisor  =fl*-[-fc', 
also  entschieden  positiv  und  gleich  der  Norm  des  gegebenen 
Divisors  wird.  Diese  Transformation  wird  bei  den  späteren 
Untersuchungen  sehr  häufig  vorkommen  und  namentlich  dann 
ohne  besondere  Erinnerung  zur  Ausführung  gebracht  werden, 
wenn  es  darauf  ankommt,  eine  Division  mit  üt-^-bii  in  a-^bi 
auszuführen.     Man  hat  danach 

also 

,.o^  A aai-^-bbi  p bai  —  abi 

Soll  der  gegebene  Dividend  durch  den  Divisor  theilbaft  also 
der  Quotient  eine  ganze  Zahl  sein;  so  muss  A  und  B  einen 
ganzen  Werth  haben ^  es  muss  also  sowol  eat-^-bbij  als  auch 
büi  —  abi  durch  fli*-|-6i'  Iheilbar  sein. 

Aus  den  Werthen  (12)  für  A  und  B  folgt  ferner 


i 


^.  +  B«  =  .^llHl 


(,3)  ^-^„-=,-_^ 

Da  nun  A  und  B,  folglich  auch  ^*-f-Ä*  eine  ganze  Zahl 
isl;  so  leuchtet  ein,  dass  a^-\-b*  durch  fli'  +  6i*  theilbar  sein 
moss.     Diese  Bedingung  erfordert;  dass 

(U)  fli»  +  6i*^a*  +  i* 

oder  dass  die  Norm  des  Divisors  kleiner  oder  gleich 

der  des  Dividends  sei. 

Wenn  der  Divisor  nicht  gerade  eine  Potenz  von  t  ist,  also 
nicht  gerade  4en  numerischen  Werth  1  besitzt,  wird  entsciuedoft 
(15)  i4*4-Ä*<««-|-6' 

oder  es  wird  die  Norm  des  Quotienten  kleiner  als  die 
des  Dividends  seiiK 
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§.  190.   «n»-  iMMi  tmm^rmim^^niem  —  XMle.  —  A»mm 

I.    Nach  Vorstehendem  hat  man 

a-^bi  adj  -f-  hbi  .   6fli  —  afti  . 

(^)  fli  +  6ii~  öi*  +  i.' "^  «*•  + V  * 

Es  sei   gleichgüllig,  ob  der  Bruch  auf  der  linken  Seite  einen 

ganzen    Werlh   hat  oder   nicht.     Im   Allgemeinen   werden  die 

beiden  Grössen  ^^^|t  "«^  7J^:jJ    ®'"''*'®    ^^'^'      ^""^ 

jedem  derselben  kann  man  nach  den  belreflenden  Gesetzen  des 
ersten  Abschnittes  Sub-  und  Snperqaotienten  absondern 
und  die  entstehenden  Reste  betrachten.  Bezeichnet  man  einen 
solchen  Quotienten  für  den  ersten  Bruch  mit  p,  für  den  zwei- 
ten mit  q,  ferner  den  entstehenden  Rest  für  den  ersten  Bruch 
mit  r  und  für  den  zweiten  mit  »;  so  hat  man 

flfli  -f-  bbj  ,         r 

(2)  ai*  +  6i«"'^"^ai'  +  6i« 

bsi — abi j s 

(3)  ■^7=H7~'"^«i*+*i' 

Hiernach  ist  der  gegebene  Bruch  mit  komplexem  Zähler  und 
Nenner 

(4)  ^:TÄ:i=p+^+^?Tv 

Mnltiplizirt  man  diese  Gleichung  mit  dem  Divisor  a,  +  *i«;  ^ 
erscheint  der  Dividend  in  der  Form 

(5)         a  +  t.=:(f+f.)(a.  +  M+^''+ff  +  ^"^  ^ 

Da  der  Dividend  a--\^bi  naeh  der  Voraussetxang  stets  eine 
ganze  Zahl  ist;  so  muss  auch  nothwendig  das  letzte  Glied  auf 
der  rechten  Seite,  welches  sich  in 

(r  +  siyjai  +  bji)  _  air  —  bjS  .  b^r  +  ajS 
^^^  öi'  +  6i*        ~ai*  +  ii*  "^  Äi«+^ 

auflöset,  und  welches  sich  auch,  wenn  man  Zähler  und  Neniief 
mit  üi — bii  roultiplizirt,  in  der  Form 

«'7  I  ».  ,  ■  ■  ■  T.  ■    ■       ■  -  j     ■  -       [  « ■         .11 

^'  a,'  +  6i»  Ol  — 6,f 

sdiretben  Ittot,  eine  ganze  Zahl  sein.  Setzt  nan  demnach 
dKete»  Glied,  weldies  den  Rest  der  Oiviaion  mit  Oi-\-bii  in 
a-{-bi  darstellt,  =R-\-Si,  also  nach  Ql  (6) 
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so  bat  man  statt  (5) 

(9)  ö  +  6i=^(p  +  ji)(a,  +  frii)-f:Ä  +  Ä 

Aus  der  Be^iehuBg  fi  +  5^'=  ^      l-  f^'g^  auch  nach  dem  vor- 

Ol  —  Ott 

hergehenden  Paragraphen 

(10)  Ä.+,s'=i;±^ 

II.  Um  aas  den  gegebenen  Zahlen  a-f-4i  und  üt-^iii 
den  io  dieser  Formel  auftretenden  Quotienten  p-^qi  und 
Rest  R-^-Si  zu  bestimmen,  kann  man  folgendes  Rechnungs- 
verfahren beobachten. 

Ist  P'{-qi  ein  willkürlicher  Quotient;  so  ist  der  Rest. 
einfach  nach  der  Formel 

(11)  /J  +  Si==ö  +  Äi~(p  +  ^)(«,  +  6iO 

zu  berechnen. 

Sind  jedoch  die  Theile  des  Quotienten  aus  den  Werthen 
(2)  und  (3)  etwa  als  grösste  Sub-  oder  kleinste  Superquotienten 
zu  bestimmen;  so  müssen  zuerst  die  linken  Seiten  der  Glei- 
chungen (2)^  (3)  dargestellt  werden.  In  diesem  Falle  multi- 
plizire  man  also  erst  den  Zähler  a-\-hi  mit  ai  —  bii,  und 
nachdem  auch  «i*-|-fti*  berechnet  ist,  bestimme  man  nach  den 
gegebenen  Bedingungen  die  Grösse  p  aus  dem  reellen  Theile 
und    die  Grösse   jf    aus   dem   imaginären   Theile   des   Bruches 

—       8  {  \  i — ^-    Nachdem  Dies  geschehen,  berechne  man  den 

Rest  R-^-Si  nach  der  Formel  (11),  indem  man  p-j-ai  »H 
Oi^bii  multiplizirt  und  das  Produkt  von  a-f-M  subtrahirt. 

Biernach    wird    folgendes    Rechnungsschema    verständlich 

sein ,   worio  der  Bruch  "  ^]  t^."  mit  der  Bedingung  gegeben  isff 

I  — j —  <wf 

das8  p  und  q  die  grössten  Subqabtienten  selten.  DasCranze 
ist  in  die  Form  der  gewöhnlichen  Division  reeller  Zahlen. ge- 
bracht, indem  die  Berechnung  der  Quotienten  p  und  q  als  eine 
Nebenrechnung  seitwärts  gestellt  ist.  Diese  Nebenrechnung  ist 
ebenfalls  eine  Division  des  mit  7  —  2t  multiplizirten  Nenners  in 
den  mit  7  —  2i  multiplizirten  Zähler. 

.7  +  2i|l6  +  21t  2  +  2i    lx(7-~2i)j    53l  154-f-ll5i  2  +  21 
'l0-f-18i  ^  '        406-f  106* 

"6-P~3i  48+     &» 

Hiernach  ist  p  +  yi  =  2  +  2i,  Ä  +  St  =  6  +  3i  und 

16  +  2li  =  (2  +  20(7  +  2i)  +  6  +  3i 
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und  es  ist  aach 

-7  +  2t   — -^-t-^»i-      53 

III.  Wenn  für  p  and  q  die  grösslen  Snbquotienten 
der  Brüche  (2)  und  (3)  genommen  werden;  so  ist  klar,  dass 
sowol  Ty  als  auch  8  entschieden  positiv  und  ^cC^i'  +  dS  ^^^^ 
also  auch 

(12)  r*  +  «'<2(ai»  +  JiV 

wird.    . 

Was  die  Werthe  von  R  und  S  anlangt;  so  folgt  ans  den 
Beziehungen  (8)  keineswegs,  dass  dieselben  ebenralls  positiv 
werden  müssten.     Nach  (10)  hat  man  aber,  wenn  man  beachtet, 

dass  nach  der  vorstehenden  Ungleicheit  — i4jri<C'^(^i*"l"^»')  ^^^ 

(13)  /}«-j-S«<2(öi«  +  ii«) 

Es  ist  also  nicht  unbedingt  gewiss ,  dass  in  den  gegen* 
wärligen  Falle,  wo  p  und  q  die  grössten  Subquotienten  sind, 
die  Norm  JP-f-iS*  des  Restes  kleiner  sei,  als  die  Norm  ai'-j-ii* 
des  Divisors:  vielmehr  ist  mit  Gewissheit  nur  die  Norm  des 
Restes,  also  R^-\-  S*  <2(gi'-|~  ^i*)  ^^^^  ^^^  absolute  Werth  de« 
Restes  Vr^  +  S'  <  /2(a?  +  6i*). 

Ebendasselbe  lässt  sich  sagen,  wenn  man  für  p  und  q 
die  kleinsten  Superquotienten  der  Brüche  (2)  und  (3j 
annimmt,  wodurch  sowol  r,  als  auch  s  negativ  und  absolut 
ebenfalls  <[ai*-|-fti*  wird. 

IV.  Wenn  man  für  p  und  q,  und  zwar  für  jeden  allein, 
ehensowol  grösste  Sub-,  wie  kleinste  Superquotienten 
zulässt,  und  p  und  q  unter  der  Bedingung  bestimmt^  dass  die 
absoluten  Werthe  der  Reste  r  und  «  in  Gl.  (2)  und  (3) 
so  klein  als  möglich  werden;  so  kann  zwar  sowol  r,  als 
^.  positiv  und  negativ  werden:  es  miiss  jedoch  der  absolute 

Wecth  eines  jeden  ^  der  Hfilfte  des  Nenners,  also  ^^^i'H^«')» 

folglich 

(43)  r*  +  «*^ —  («,*  + 6,«) 

werden.  ' 

Was  jetzt  die  Werthe  von  R  und  S  betrilTt;  so  hat  man 
nach     (10),     da    nun     nach     der     vorstehenden     Ungleichheit 

(14)  Ä'  +  S'^  4- (««'  +  *»') 
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Entschieden  ist  ako  jetzt  Ä*  +  'Sf*<C^i*+*t*  und  demnach  dfe 
Norm  des  Restes  kleiner  als  die  des  Divisors,  oder  der  Rest 
absolut  kleiner  als  der  Divisor. 

Diese  Bestimmung  der  Quotienten  p  und  g  nach  dem 
Prinzipe  der  absolut  kleinsten  Reste  spielt  die  Hauptrolle 
in  allen  späteren  Untersachungeo. 


§.  191.    Aw^ntehmng  de»  gräB&iem  gemtekuehrnftUehen  JfossMa 

Unter  dem  grössten  gemeinscbaftiichen  Maasse  zweier 
komplexen  Zahlen  a-^bi  and  ai-^bii  verstehen  wir  diejenige 
aowol  ifi  der  ersten,  wie  in  der  zweiten  aufgehende  Zahl  p  -f-  ^t, 
deren  Norm  p'-hv'  ^^  möglich  grössten  ist,  oder  auch  die-» 
jenige,  welche  alle  gemeinschaftlichen  Paktoren  der  ersten  und 
zweiten  Zahl  in  sich  vereinigt. 

Um  dieses  grösste  gemeinschaftliche  Ma'ass  zu  finden,  b^ 
merken  wir  zuvörderst,  dass  wenn  die  Normen  a*-j^b*  und 
tfi'-f-ii''  der  gegebenen  Zahlen  nicht  gleich  sind,  die  Eine 
kleiner  sein  wird,  als  die  andere.  Es  sei  also  ai*4'*i'^*'~h**« 
Hiernach  wäre  es  möglich,  dass  die  zweite  Zahl  ai-^-bii 
selbst  das  gesuchte  grösste  Maass  sei.  Dies  prüft  man,  indem 
•man  mit  ai-j-bti  in  a-}-bi  dividirt  (wobei  die  im  vorher- 
gebenden Paragraphen  snb  I.  bezeichnete  Transformation  aus- 
geführt wird.) 

Geht  diese  Division  nicht  auf;  so  sondere  man  durch  die- 
selbe nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  sub  IV.  denjenigen 
Quotienten  pt-^-qii  ob,  Für  welchen  der  Rest,  den  wir  mit 
ai-\-bti  bezeichnen  wollen,  den  kleinst  möglichen  absoluten 
Werth  annimmt.     Alsdann  kann  man  den  Dividend  in  der  Form 

(1)  (a  +  6i)  =  (pi  +  ?ii)(«i  +  ftiO +  «>  +  **« 

darstellen,  worin  ai*  +  i«' ^ Y (ai* 4" 6i*)  iit. 

Das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  a-^bi  und  «i-f-ii« 
ist  nun  auch  das  grösste  -  gemeinschaftliche  Maass  von  «i-f-ii« 
und  ai'{-bii.  Man  setzt  also  die  Ermittelung  genau  in  der 
früheren  Weise  fort,  indem  man  die  letzten  beiden  Zahlen 
ebenso  behandelt,  wie  die  ersten  beiden,  also  zunächst  prüft, 
ob  (h-^bti  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  ist  oder  in 
Äi-j-Jit  aufgeht. 

Insofern  sich  das  Letztere  nicht  bestätigt,  sondert  man  bei 
der  Division  mit  as-|-6,t  in  ai  +  ^i«  denjenigen  Quotienten 
pt-^q^  ab,  fbr  welefaein  der  Rest  a^-^b^i  den  kleinst  möglichen 
absoluten  Werth  hat.    Hierdurch  wird 
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and  man  hat  «s*  +  Ja*  ^ -5- (^«' 4"  *•')• 

JeM  ist  das  grösste  gemeinscfaaftliche  Maass  von  a^  -j-  ^st 

tind  tfs-|~^s*  2^  suchen  u.  s.  f. 

Derjenige  durch  dieses  Verfahreii  erreichte  Di- 
visor ttn-^Ki,  welcher  in  dem  vorhergehenden  Divi- 
dende an.i 4~ ^n-i*  aufgeht,  ist  das  grösste  gemein- 
schaftliche Uaass  von  a^hi  and  Ht^-f'iii. 

Wenn  sich  im  Laufe  dieser  Rechnung  kein  in  dem  vor- 
hergehenden Dividende  aufgdieoder  Divisor  au'\'Ki  ergibt,  für 
welchen  a^-^-h^^^i  ist;  so  muss,  da  die  Zahleo  a^-^V^ 
at^-^bi^,  üt-^-ht^,..  eine  stark  abaehmeiide  Reihe  bilde»; 
endlich  ein  Divisor  anflreten^  für  welchen  ai^-^h^^^sizi  ist 
Dies  ist  nur  möglich,  wenn  von  den  beiden  Zahlen  a.  und  6, 
die  Eine  =it:^    ""^  ^>^  andere  »=0  ist,   wenn  alsd  a«k-f-i.i 

ifgend  eine  Po(enz  von  «,  also  entweder  =+  1  oder  =  i^""^ 
ist.  Mit  diesem  Divisor  geht  dann  die  lelzte  Division  unbedingt 
auf,  und  es  folgt,  dass  die  gegebenen  beiden  Zahlen  die  po- 
sitiv oder  negativ  reelle  oder  imaginäre  Einheit  zum  grössten 
gemeinschaftlichen  Maasse  haben,  oder  vollkommen  relativ 
prim  sind. 

Das  vorstehende  Divisionsverfahren  nimmt  in  seinen  Haupt- 
zügen  die  Form  des  bei  der  Aufsuchung  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Maasses  zwischen  reellen  Zahlen  üblichen  Verfah- 
rens an,  indem  man  die  Nebenrechnungen  n$ich  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen  sub  II.  seitwärts  schreibt. 

Beispiel  1.  Es  soll  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass 
zwischen  35-f  6t  und  34-28t  gesucht  werden.  Da  35^+6*=1261, 
3«-|-28*  =  793  und  793<126l  ist;  so  beginnt  man  milder 
Division  der  zweiten  Zahl  in  die  erste.  Dies  liefert  folgende 
Rechnung 

3-f28i  35+61 1 0-e      |  X  (3  —  28t)  |      793 
28— 3i 


273—9621 
0— 793t 


0- 


7+9t 


273— I69t 

3+28t  1 2+t  j  X (7— 9t) }  13o|2644-169t  1 2+t 

'         ^  '        '260+1 30t  I 

5+25t 


— H-3t 


4+  39t 
T+9t  I-3t     |x(— 2— 3i)|    13 


!±5l 
0 


13— 39t 
13— 39t 

0    ' 


l--3t 


Es  isl  alae  ~Z^u  das  grösste  gemeimehallliehe  Maass  voa 

35-{-6f  und  3  +  28i. 


§.  493.    nMtiryu  iet  kmpl.  SUhim.  5tt 

Beispiel  2.  Es  soll  das  grössCe  gemeiDSGliafÜicbe  Mms» 
zwischen  ll4-4i  und  8— 7t  erratUelt  werden.  Da  Ii*4-4^»ld7, 
8'  + 7»=  113  und  113<137  isl;  so  dividiren  wir  zuerst  mii 
der  zweiten  Zahl  in  die  erste  u.  s.  f.    Dies  gibt 


8— 7i 


ll+4i|0+f     jx(8+7i)j     113|604-109t|0+i 

0—^1  i  3i 

7+8t  60--     4t 

2-fOt    lx(4+4t)|    32|60-4-4f|2+0f 

8— 8t  — 4-{-4i 

-4— 4i  \X—i\    l|— 4— 4t 


4— 4t  8— 7t 


4— 4t 


-4 — 4t 


4— 4t  0 

0 

Da  der  letzte  Divisor  =ss?t  ist;  so  folgt,  dass  ll4~4i  und  8-**-7i 
voUkommen  relativ  prim  sind. 

§.  192.    «^e^e  MmM  U%  nmr  ämrek  ihre  «olIXPMMiiteiteit  JPrta^ 
faUmren  und  dmreh  JFr^dmkit  darum9  ikeUbmr. 

I.  Wenn  p-|~^  eine  vollKommene  Primzahl  und 
weder  in   a-j^biy   noch  in  ai-\-bti  enthalten  ist;   so  ist 

sie  auch   nicht  in   dem  Produkte  (a4*^(^iH"^i')  ®°(^ 
halten. 

Denn  für  den  Fall,  wo  weder  a*-|-6*,  noch  »i'-j-^i* 
<;p*-|-jf'  ist,  kann  man  nach  §.  190,  IV.  setzen 

(t)  ai  +  6it  =  (w-f-«0(p  +  ?»)  +  ö«  +  *2« 

1  •       '    " 

worin  öj*  +  ftf'^-5-(p*  +  9*),  jedoch  nicht  =0  ist,  da  sonst 

öj  =  0,   Jj  =  0  sein,  also  p-\'qim  öi-j-Jit   aufgehen   müsste, 
was  der  Voraussetzung  widerspricht.    Hiernach  ist 

(2)  (a+6t)(ai+6it)  =  (m+«t)(a+6t)(;)-f  ^•)-|-(fl+ftt)(a2+68«) 

Wäre  nun  (a -|- 6t)(fli -)- ^i*)  durch  /?  +  ?*  Iheilbar;  so 
müsste,  da  das  erste  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch  p-\-qi 
theilbar  ist,  es  auch  das  zweite  Glied  oder  (a -|- Jt)(tf j -j- M) 
sein.  Da  in  diesem  Gliede  für  den  Einen  Faktor  as-f-iüt  die 
Grösse  aj*4"***<^P*"+"9'  '^t;  so  entspricht  die  jetzt  folgende 
Fortsetzung  des  Beweises  zugleich  dem  Falle,  wo  für  Eine  der 
beiden  gegebenen  Zahlen  a8'  +  6t*<Cp'"h?*  wäre. 

Man  kann  nun  setzen 

(3)  p  +  ^f»  =  (««  +  M(««  +  M  +  ^»  +  *«»  * 
worin  «8*  +  Ja*  ^  "ö"  (««•  +  5j*),  jedoch  nicht  =0  ist,  da  sonst 
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«fSssO,  &8=^0,  ako  <vs-{-M  ein  Faktor  von  p-f~9t  sein  mtisste, 
was  anmöglich  ist,  da  p^s^qi  eine  ▼ollkommeiie  Primzahl  mn 
soll.     Hiernach  hat  man 

(4)  (fl+iO(H-?»)  =  (m,+».tXa+W)(ö*+6««)+(a+^)(«3+M 

Wäre  nun  (a+*t)(öi-f-fttf)  durch  p-f-gt  Iheilbar;  so  robsste, 
da  die  linke  Seite  hierdurch  theilbar  ist,  auch  (a4>60(^34~^3<) 
es  sein.    Nun  kann  man  ferner  setzen 

(5)  P  +  ?« =  (»Wa  +  «8t)(«3  +  63«)  +  fl*  +  64« 

worin  fl4*4"^**  =  "ö"(^»*"l~^**)'  jedoch  nicht  =0  ist,  und  den 

vorhergehenden  Schluss  wiederholen,  wonach  {a-}-bi)(ak'{-bki) 
durch  p  4~  9^  theilbar  sein  müsste  u.  s.  f. 

Da  p* -}-?*,  öi'  +  6iS  Äs'  +  6t*,  öa'  +  V...  eine  rasch 
fallende  Reihe  von  Zahlen  bilden;  so  muss  man  endlich  auf 
ein  Glied  tfr  +  W  dieser  Reihe  kommen,  wofür  ar'  +  6r'  =  1, 
also  flr+4r«=itl  oder  =+i  ist.  Es  müsste  al^o  («H--60(iO 
oder  (Ä-|-W)(iO/  folglich  auch  a  +  61  durch  p 4*  5^*  theilbar 
sein,  was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Demnach  kann  auch 
das  Prodiiki  a«s  den  beiden  gegabeoen  ZaUen  U'^bi  and 
ai-^-bii  nicht  dureh  die  Primzahl  p-^p  theilbar  sein. 

Aus  dem-  vorstehenden  Satee  folgt  leicht^  dass  jede  Zahl 
Hur  durch  ihre  vollkommenen  Primfaktoren  und  die 
daraus  gebildeten  Produkte,  wobei  jeder  Primfaktor 
soviel  Mal  berücksichtigt  werden  kann,  als  er. in  der 
gegebenen  Zahl  selbst  vorkommt,  th>eilbar  ist. 


$.  193.  Hea^hungeu  awUchen  den  TheUender  Waktoren  und 
den  Theiien  de9  daraus  gebÜ4eten  ^roduktSm 

I.  Um  alle  Zahlen  in  ihre  vollkommenen  Primfaktoren  zu 
zerlegen,  braucht  man  nur  solche  Zahlen  a-^-bi  zii  zerlegen, 
für  welche  a  und  b  positiv  sind.  Die  Primfaktoren  der  Zahlen 
von  den  Formen  a  —  biy  -^a-\-bt,  —  a  —  bi  ergeben  sich  dann 
leicht  aus  denen  der  ersteren  Form,  indem  man  allgemein  bat, 
gleichviel,  welche  Zeichen  a  und  b  besitzen^ 

(1)  a  — 6i  =  (6  +  öO»' 

(2)  ~a  +  6i  =  (64-öO« 

(3)  ^a--bi  —  {a  +  bi)i^ 

II.  Von  den  Zahlen  der  Form  a-\-bi  braucht  man  aber 
ferner  nur  diejenigen  zu  betrachten,  in  welchen  b^a  ist. 
Detin  die  Faktoren  der  Zahlen,  in  welchen  b^ä  ist,  ergeben 
sich  aqs  denen ,  in  welchen  b^a  ist,  leicht  durch  folgendes 
Gesetz. 


$.  i93.  ■  Theile  ier  Faktoren  und  de»  Frodttkfe$. 
Wenn  man  bat 
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(4) 

(5) 

(6) 


A, 

A, 


B^i  =  («i  +  fiiO(ö»  +  *iO 

ßgi  ==  (öl  -\-  6ii)(fl2  +  bit)(aa  +  ^aO 


(7)  A,  +  BJ  =  (fli  +  6,i)(a,  +  6,0  ...(«„  +  6„t) 

so  ist  allgemein,  gleichviel^  welche  Zeichen  uad  relativen  Werthe 
die  Grössen  ai ,  as . . .  bi,  is . . .  besitzen, 

(8)  Bi-\-Aii  =  bi+aii 

(9)  ft  +  A,i  =  (Ji  4-  iiit)(6,  +  ff,i)i»' 

(1 0)  Äs  +  .43t  =  (bi  4-  öit)(*«  +  ^«0(*3  +  ö3ty 

{ H )  /?a  +  ^nt  =  (6i  +  ait)(ii  +  Ott)  . . .  (Ä.  +  a.f )i^(-*J 

Um  die  allgemeine  Gültigkeit    dieses  Gesetzes    darzuthun, 

zeigen  wir  zunächst^  dass  dasselbe  für  den  Zeiger  n-^\  gelten 

werde,  sobald  dasselbe  für  den  Zeiger  n  dargethan  ist. 

Setzen  wir  zu  diesem  Ende,  indem  F  und  G  die  Zeichen 

für  zwei  Funktionen  sind, 

( 1 2)  (ai-j-bii){a,-{'b,i) ...  (fla+M = Kia,  6)+Gn(ö,  b) .  i=An-i'Bj 
so  ist  unter  Vertauschung  von  a  und  b 

(13)  {b,  +  ati){b,-]-a,i)...{b,+a,i)  =  F,{b,a)-i-Gn{b,a).i 
Nach  der  Voraussetzung  soll  aber  sein 

(1 4)  (6i  +  öiOCftt  +  a,t) . . .  (fta  +  ajy^^'') 

=  F,{b,a)  .  f^(-0  +  Gnibyü) .  t«(°-^)+»  =  B„  +  AJ 

Jetzt  ist  zu  unterscheiden,  ob  3(n— 1)  paar  oder  unpaar  ist. 
Ist  3(n— 1)  paar  oder  n  unpaar,  also  t'^°-*^  reell;  so  hat  man 

f  o(ft,  a) .  f '(-')  =  B, ,  Gn(b,  a) .  i»^-*)+*  =  AJ 

also 

(15)  F„(6,  a)  =  fini^(-0 ,  G„(6, «)  =  ^„i»(-i) 

Ist  dagegen  3(n — 1)  unpaar  oder  n  paar,  also  i*^"-*)  ima- 
ginär; so  hat  man 

F„(6,  a) .  t«("-«)  =  ^„e ,         Gn(  6, «) .  «'("^-*^+'  =  Ä. 
also 
(lj5)  *;(6,a)  =  ^i^(-^M,     G„(6,a)=i»„f«(-*)+^ 

Die   Werthe    vom   Zeiger   n-|-l     werden    nun   folgender- 
maassen  erhalten.     Es  ist 

( l  7)    (fli-}-6ii)...(Än+i+6n+l)=(^n+5„l)(<7n4-|+ftu+lt) 

-(-  {bn^iAn  +  ön+lÄn)« 
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Vertauscht  man  a  und  6;  so  kommt 

( 1 8)    (6x  +  Uli) . . .  (*«+!  +  an+i»)  =  [i.+iF„(i,  a) + ö.+iGn(6,  ö)  .  t*] 

+  [fln+iF„(6,  ö)  +  6„+i(?„(6,  a)]t 

Substituirt  man  hiervon  für  FnibjO)  und  Ga(b,a)  die  oben  ge- 
fundenen Werihe;  so  ergibt  sich,  wenn  n  unpaar  ist,  nach 
(18)  und  (15) 

und  wenn  man  beiderseits  mit  t''*  muitiplizirt  und  die  aus  Gl.  (17) 
zu  ersehenden  Werlbe  von  An^i  und  Bn-^i  berücksichtigt, 

( 1 9)  (6i  4-  öii)  .  .  .  (4n+l  +  «n+lO«'"  =  [bn+lAu  +  «„+1 JB»] 

Wenn  dagegen  it  paar  ist;  so  hat  man  nach  (18)  und  (16) 

und  wenn  man  beiderseits  mit  t"'  muitiplizirt  and  die  aas  Gl.  (17) 
ersichtlichen  Werthe  von  An+i  und  ^n+i  berücksichtigt, 

(20)  {b,  +  ölt)  . . .  (6„+i  +  ön+it)i'-  =  [6u+lii.  +  ÖB+lBJ 

Aus  den  Gleichungen  (19)  und  (20)  folgt,  dass  der  ange^ 
kündigte  Satz  für  n-j-1  gilt,  wenn  er  für  n  Gültigkeit  hat. 
Da  derselbe  nun  offenbar  für  n=l  seine  Richtigkeit  hat;  so 
stellt  er  eine  allgemeine  Wahrheit  dar. 

IIJ.     Hätte  man  also  durch  Zerlegung  gefunden,  dass 

(21)  4  -f-  JBi  =  t«(öi  +  biiyi  (a,  +  6,i)°«  (a,  +  6,i)"» . . . 

=  (0  +  O^C«!  +  ftiO"^  (ö«  +  *»0"*  («3  +  W)"3 . . . 
wäre;  so  würde 

(22)  B+Ai  =i3{m+ni  +n,  +03 + ...  -i)( |  ^oi)»(6i+aii)°i  (4,+a,f )">  X 

(ia+ö»»)"*- 

sein^    worin   unter   den  Faktoren   a-\-bi  offenbar  auch  reelle 
Grössen,  für  welche  man  6=0  hat,   oder  rein  imaginäre,  für 
welche  man^  =  0  hat,  vorkommen  können. 
So  ist  z.  B. 

925  +  400i  =  5*(3  +  20(2  +  0» 

folglich  ist  . 

400  +  925i  =  i«(>+i+3-0  (0  +  50'(2  +  30(1  +  20' 

=  i5»(2  +  30(l+20 

IV.  Aus  Vorstehendem  ist  aacb  leicht  zu  ersehen,  dass 
aus  der  Beziehung 
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(23)  A-\- Bi «=  (a.  +  b,t) . . .  (ö„  +  i.i) 
die  faigeoden  drei  sieh  ergeben 

(24)  i?  +  Ai  =  (6,  +  a,{)  ...(*.  +  ß„t)i»(-*) 
Ferner  bat  man 

A-Bi  =  {B  +  At)i'  =  (6x  +  an)  . . .  (i»  +  flat)«'" 
^  wofür  man  auch  schreiben  kann 

(25)  i4  -  Bf  =«  (aj  —  *ii) . . .  (a„  -  i„i) 

Ferner  isl 

B^Ai  =  (A  +  Bi)t^  =  {at + 6it) . . .  (ao  +  6nt>' 
wofür  man  aach  schreiben  kann 

(26)  B^Ai  =  (ii  —  a,i) . . .  (6„  —  fl.t)«»-« 

Wenn   die  Faktoren  in  Gl.  (23)   einander  gleich  sind;   so 
hat  man 

(27)  il  +  Ä  =  (a+Äf)- 

(28)  J5  +  i4»  =  (6  -f  at)-i»(-») 
(39)  il-Ä^Ci  +  ÄO'«"^ 

Wenn  man  also 

(30)  {a  +  biy  =  A'{-Bt 
hat;  so  ist 

(31)  (ft  +  flO" = (i?  +  ^»)f''-* 

V.  Aas  den  obigen  Sätzen  ad  I.  ist  klar,  dass  wenn 
a-\-bi  eine  vollkommene  Primzahl  isl,  auch  b-\-aij  a-^-bi, 
und  b  —  ai  vollkommene  Primzahlen  sind.  Während  sich  jedoch 
ä  —  bi  von  b-\-ai  und  b  —  ai  von  ä-J-äi  nnr  durch  den  Faktor 
I  untorscheidet,  ist  ft-f-ai  von  a-\-bi  und  6  —  ai  von  a  —  6i 
dergestalt  verschieden,  dass  zwischen  ihnen  kein  gemeinschaft- 
liches Maass  obwaltet. 

Ferner  erhellet,  dass  wennauch  a-^bi  und  b'-\-ai  zu- 
sammengesetzte Zahlen  sind,  doch  niemals  die  Eine  durch  die 
andere  theilbar  sein  kann,  wennicht  a  oder  b=(i  oder  wenn- 
nicht  a  =  b  ist. 

Man  kann  sogar  behaupten,  dass  wenn  a-f-(i  eine  un- 
vollständig paare  oder  nnpaare  Zahl,  also  weder  durch  2,  noch 
durch  l--{-^^  ^'^^  ^^^"^  nicht  durch  eine  Zahl  von  der  Form 
P  iti  V^  theilbar  ist,  und  wenn  ausserdem  a  und  6  reelle  relative 
Primzahlen  sind^  die  beiden  Zahlen  a-\-hi  und  b-^ai  unter 
sMshy  ebeosowie  die  beiden  Zahlen  a  —  bi  und  b  —  oi  unter  sich 
vollkommen  relativ  prim  seien.     Denn  da 

aJ^bi^^iai*]^  biijiot  -|-  b%i) . . . 
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ist;  so  würde  das  Vorbandenseio  .eines  gemeinschafllicheD 
Maasses  zwischen  ^Tf-^t  und  b-^-ai  die  Gleictiieit  ai-|-iit 
=  (fti-j-ait)!™  bedingen^  welche  entweder  fli  ==  + ti,  oder  «1  =  0, 
oder  bi  =  0  erfordert.  Alle  diese  Fälle  sind  aber  durch  die 
Voraussetzung  ausgeschlossen. 


§.  194.    CharakterisÜMche  Merktmaie  der  t0Ukmnmenen 

I.  Am  Ende  dieses  Buches  findet  man  eine  Tafel  der  ab- 
soluten Werlhe  des  reellen  und  des  imaginären  Theiles  der 
vollkommenen  Primzahlen  a-\-bi  bis  hinauf  zur  Norm 
ß*-[-6«  =  4001.  Jene  absoluten  Werthe  von  a  und  b  können 
sowol  positiv,  wie  negativ  genommen,  auch  mit  einander  ver- 
wechselt werden.  So  ist  z.  B.  für  die  Norm  8*-}"  3*=  73  sowol 
8-|-3i,  wie  8  —  3f,  wie  3 -{-8t,  3  —  8i  u.  s.  w.  eine  vollkom- 
mene Primzahl. 

Diese  Tafel  bekundet  folgende  wichtige  Sätze  über  die 
vollkommenen  Primzahlen. 

Die  Normen  a'-)-6'  für  die  sukzessiv  aufsteigen- 
den TolULommenen  Primzahlen  sind  sämmtlich 

Tersehieden.  Sie  enthalten  die  reelle  Primzahl  2, 
ausserdem  alle  reellen  Primzahlen  von  der  Form 
4n-|-l  und  endlich  die  Quadrate  von-  den  reellen 
Primzahlen  der  Form  4n-f-3. 

Die  paare  reelle  Primzahl  2  stellt  die  Norm 
der  vollkommenen  Primzahl  i -}- 1  dar.  Jede  un- 
paare  reelle  Primzahl  >-l  von  der  Form  4«-{-l  stellt 
dje  Norm  einer  vollkommenen  Primzahl  dar,  in  wel- 
cher weder  üj  noch  b  gleich  null  ist;  welche  also  wirk- 
lich l&omplox  ist.  Jedes  Quadrat  von  einer  reellen 
Primzahl  der  Form  4w-|-3  stellt  die  Norm  einer  voll- 
kommenen Primzahl  dar,  in  welcher  6  =  0  ist,  welche 
also  selbst  einen  reellen  Werlh  hat. 

Hieraus  erkennt  man  denn  auch,  dass  die  reelle 
Primzahl  2  und  alle  reellen  Primzalen  von  der  Form 
4«-|-l,  welche  >1  sind,  dass  also  die  Zahlen  2,  5, 
13,  17,  29...  keine  TOUkomnienen  Primzahlen 
sind,  dass  vielmehr  unter  den  reellen  Primzahlen 
nur  die  von  der  Form  4^2 -|-3  TOUkommene  sind. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  lässt  sich  folgend  er  maassen  führen. 

H.  Durch  die  Beziehung  i\\-^iy=2  sind  die  Sätze 
hinsichtlich  der  Zahl  2  erledigt. 

IIJ.  Wenn  a-j-bi,  worin  weder  «5=0,  noch  6  =  0,  eine 
vollkommene  «Primzahl  ist,   also  irar  durch  i""  oder  durch 
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t^«-}*^)  ffOtbcUt  werde«  kann;  so  ist  nach  dem  vorhergfeben- 
den  Paragraphen,  No.  V.,  auch  b-\-ai  eine  vollfcomnnene  Prrni-- 
zabl.  Mithin  ist  das  Prodokt  ans  beiden,  nämlich  {a--^bi)(b-\-ai) 
=  (a*-{-i*)i,  also  auch  die  reelle  Zahl  a*-f-i*  aosser  durch 
die  genannten  Faktoren  durch  keine  andere  Zahl,  folglich  über- 
haupt durch  keine  reelle  Zahl  theilb&r.  Demnach  ist  a'-f-i^ 
eine  reelle  PrimzahL  Ausserdem  ist  ö*-f-i*  von  der  Form 
4n-f-l,  da  von  a  und  b  die  Eine  paar,  die  andere  unpaar  ist. 

IV.  Wenn  a-\-bi  eine  zusammengesetzte  Zahl  ist, 
also  als  ein  Produkt  («i -f- ii«)(<^2  4"  ^«0  dargestellt  werden 
kann;  so  besteht  die  Zahl  b-^ai  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen  aus  den  Faktoren  (fii  +  ^iO»  (ia  +  a^O  und  i', 
indem  man  bat  (6-|-aO==«^(fti  +  öif)(Aj-|-a2t).     Hiernach  ist 

(ö + *0(* + <»0 = *'(«! + *iO(^i + öi«)(ö* + i>it)(bt  4-  fl«0 

oder 

(ö«  +  6«)  =  (fl,i  -f  bi'Xa,'  +  b,') 

Folglich  ist  bei  einer  zusammengesetzten  Zahl  die  reelle  Grösse 
a*-f-6*  das  Produkt  aus  ai*-f"*i*  "^^  «ä'-j-fts*,  mithin  keine 
reelle  Primzahl. 

V.  Wenn  p  irgend  eine  reelle  Primzahl  von  der  Form 
4n-}-l  ist;  so  lässt  sich  dieselbe  nach  §.  156  als  die  Summe 
zweier  Quadrate  a*-f-ft*  und  zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise 
darstellen.  Diese  Summ^,  nachdem  dieselbe  mit  t  multiplizirt 
ist,  kann  in  die  Form  des  Produktes  (a -\- bi){b '-\- ai)  gebracht 
werderi.  Demnach  kann  p  keine  vollkommene  Prim- ^ 
zahl  sein. 

Da  eine  solche  Zerlegung  von  p  in  zwei  Quadrate  nur  in 
einziger  Weise  möglich  ist;  so  kann  p  auch  nicht  in  einer 
anderen^  als  der  vorstehenden  Weise  in  zwei  Faktoren  zerlegt 
werden.  Denn  wäre  auch  p  =  {ai-\-bii)(at'^bii);  so  müsste 
man  nach  dem  vorstehenden  Satze  IV.,  da  p=p-^Oi  ist, 

haben.  Dies  setzt  aber,  da  p  eine  reelle  Primzahl  ist^  voraus^ 
dass  ai*-|-6t*  =  Cs*-|-ti'  =  p,  oder  weil  p  nur  auf  eine  einzige 
Weise  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann,  dass  ai  =  ai  und 
hi=b%  oder  dass  ßi  =  Jf  und  bi  =  ai  sei,  was  immer  nur  die 
einzige  Zerlegung  {a -{' bi)(b -^ at)  herbeiführt. 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Faktoren  a-^-bi  und  b-\-ai 
der  reellen  Primzahl  p  von  der  Form  4n4-l  vollkommene 
Primzahlen  sind. 

II.  Wenn  in  der  vollkommenen  Primzahl  a-\-bi 
die  Grosse  i^nO,  also  jene  Primzahl  reell  ist;  so  mass  sie 
nach  Vorstehendem  nothwendig  von  der  Form  4fi-4^3  sein,  da 


y 
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die  reellen  Primzahlen  ton  der  Form  in-^i  kdne  ¥oUkoffi« 
menen  Primzahlen  sind.  Die  Norm  a*-{-6'  wird  alsdann  flir 
eine  solche  Zahl  =a*=B  (4n  -f-  S)%  also  das  Quadrat  von  einer 
reellen  Primzahl  der  Form  4n-|-3  sein. 

Umgekehrt  ist  aber  auch  jede  reelle  Primzahl  a  Ton  der 
Form  4n4~3  eine  vollkommene  Primzahl.  Denn  bestände 
sie  aas  den  beiden  Faktoren  {Oi-^-bitJiaf^bii);  so  roässte 
nach  dem  obigen  Satze  IV. 

a«  =  (a,«4-V)(fl»'  +  i»*) 

und  da  a  eine  reelle  Primzahl  ist,  müsste  ai*-f-ii*  =  fl«*-|-ii' 
=  a  =  4n4'3  sein,  was  nach  §.  156  unmöglich  ist. 

VII.  Die  vorstehenden  Sätze  gewähren  ein  Mittel,  aus 
den  reellen  Primzahlen  alle  vollkommenen  Primzah- 
len zu  finden.  Ausser  den  reellen  Primzahlen  von  der 
Form  4n4-3  und  der  komplexen  Zahl  l-|-t  gibt  es 
nur  noch  vollkommene  Primzahlen  von  komplexer 
Form,  welche  man  erhält,  indem  man  die  reellen 
Primzahlen  von  der  Form  4n-f-l  in  zwei  Quadrate 
ä^-\-b^  zerlegt  und  daraus  die  komplexen  Zahlen 
a-^-bi  bildet. 

VIII.  Was  also  die  Anzahl  aller  vollkommenen  Prim- 
zahlen betrifft;  deren  Norm  a*-|-i*  einen  gewissen  Betrage 
nicht  übersteigt;  so  ist  dieselbe  folgendermaassen  zu  beslimmeo. 

Hierbei  wollen  wir  nur  diejenigen  Zahlen  a-\-bi  berück- 
sichtigen, worin  weder  a,  noch  b  negativ  ist,  mdem  a—hit 
—  fl-f-Ji,  — a  —  bi  Produkte  der  ersteren  in  eine  gewisse 
Potenz  von  t  sind.  Wir  wollen  aber  a-^bi  und  b-f-ai  als 
zwei  verschiedene  Primzahlen  ansehen,  da  dieselben  nicht  bloss 
durch  den  Faktor  t^  voneinander  verschieden  sind. 

Indessen  soll  von  zwei  Zahlen  wie  a-\-Oi  und  O^ai  nur 
der  Eine,  nämlich  die  reelle  Zahl  a,  mitgezählt  werden,  da  die 
andere  durch  Multiplikation  mit  i  aus  der  ersteren  entsteht. 

Jetzt  hat  man 

1)  die  reelle  vollkommene  Primzahl  1. 

2)  Die  komplexe  vollkommene  Prims^bl  i-^-ij  für  welche 
a-{'bi  =  b-\-ai  und  a*-|-S*  =  2  ist. 

3)  Als  reelle  vollkommene  Primzahlen  alle  reellen  Prim- 
zahlen von  der  Form  4n-j-3,  welche  ^  V^  sind;  ihre 
Anzahl  sei  =t?. 

4)  Als  komplexe  vollkommene  Primzahlen,  für  welch« 
a  ]>  i  ist,  so  viele,  als  es  reelle  Primzahlen  von  der  Form 
4«-|-l  gibt,  welche  ^p  sind.    Ihre  Anzafalsei  =^u), 

5)  Ab  komplexe  vollkommene  Primzahlen^  für  weiche  a<C^ 
isi,  ebenso  viele,  abo  w. 
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Die  GetMMiitaahi  aller   dieier  tollkonmenen   Primzahlen 

So  bat  man  z.B.  fOr  p=10Q^  also  Vp=\0,  wegen  der 
reellen  vollkommenen  Primzahlen  3  and  7  von  der  Form  4n-f-3, 
welche  ^10  sind,  p  =  2.  Ferner,  weil  es  11  reelle  Prim- 
zahlen, 5,  13,  17,  29,  37,  41,  53,  61,  73,  89,  97,  von  der  Form 
4n-|~l  gibt,  welche  ^100  sind,  «7  =  11.  Hiernach  gibt  es 
2~}*-2-|-2.1t  =  26  vollkommene  Primzahlen ,  deren  absoluter 
Werlh  <  1 0  ist. 


IX.  Alle  vollkommenen  Primzahlen  sind  nnvolikommen 
paar  oder  unpaar,  mit  Ausnahme  der  Zahl  l-f-t,  welche 
vollkommen  unpaar  ist. 

In  einer  vollkommenen  Primzahl  a-^-bi  sind  ferner  a  und 
b  vollkommen  relativ  prim,  mit  Aasnahnie  von  14~'> 
worin  as=&=l  ist.  Denn  besässen  sie  das  gemeioscfaaftliche 
Maass  m;  so  wäre  m.  ein  Faktor  von  a-^bi^  mithin  die  letztere 
Zahl  nicht  vollkommen  prim. 

Auch  sind  die  beiden  Werthe  a-^-b  and  a  —  b  voll- 
kommen relativ  prim,  mit  Ausnahme  von  1-j-t,  worin 
a'\--b  =  2  und  a  —  b  =  0  ist.  Denn  wäre  a-^b=mp  und 
a  —  b^=mq;  so  hätte  man 

^^MpJzß},  6=i?^P-ri>  also 

Wäre  nun  m  nicht  =2  oder  =2t';  so  müsste,  da  2=t»(l+i)* 
ist,  selbst  wenn  m  durch  l-f-t  theilbar  wäre,  a-^-bi  den  Fak- 
tor 1  -|- 1  besitzen ,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Wäre  aber  «3=2  oder  ;=2t';  so  hätte  man 

ö+w=<'[(P+?)+(;^-;9>1 

und  wenn  man  allgemein  J^=p +P '•>  ?  =  9 +?"*  *®^^^» 

folglich 

was  unmöglich  ist,  da  a*-|-**  ^'"®  reelle  Primzahl  ist. 

Aus  dem  letzten  Satze  folgt,  dass  wenn  a-\-b  und  a  —  b 
kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  ihr  Produkt,  also  die 
Grösse  a'  — *•,  keinen  reellen  oder  komplexen  qua- 
dratischen Faktor  haben  kann. 
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§.  195.    RrakH»ehe»  Verfahreu  btkuf  M^H§9m§  ekMr  Mmhi 
in  ihre  volikommenen  Primfaktoren* 

I.  Der  Besitz  einer  Tafel  der  reellen  Primzahlen  genögt, 
um  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen  die  sukzessiv  auf- 
steigenden vollkommenen  Primzahlen  zu  bestimmen. 

Eine  solche  Tafel  genügt  aber  auch;  um  jede  gegebene 
reelle  oder  komplexe  Zahl  in  ihre  vollkommenen  Primfaktoren 
zu  zerlegen.  Man  kann  zu  diesem  Ende  folgendermaassen 
operiren. 

Wenn  A-\'Bi  die  zu  zerlegende  Zahl  ist;  so  ermittelt  man 
zuerst  das  grösste  gemeinschaftliche  reelle  Haass  der  beiden 
reelles  Zahlen  A  und  B^  sondert  dasselbe  ab  und  zerlegt  es 
in  seine  reellen  Primfaktoren.     Dies  ergebe 

(1)  .  ^  +  fii  =  (pV...)(il'+5'i) 

Alle  diejenigen  der  reellen  Faktoren  p,  9...»  welche  die 
Form  4n-|*3  besitzen,  sind  vollkommene  Primzahlen.  Jeder 
-andere  dieser  reellen  Faktoren  liefert ^  wenn  er  =2  ist,  die 
Zerlegung  2  =  t'(l -}-i)*,  und  wenn  er  von  der  Form  4n-f-^ 
ist,  indem  man  denselben  in  zwei  Quadrate  a^-^hl^  zerfällt,  die 
Zerlegung  rX« -f- iO(^  *4~  01),  worio  a-\'bi  und  A-|-at  vollkom- 
men prim  sein  werden. 

II.  Was  den  komplexen  Faktor  A  -\-Bi  betrifft;  so  hat 
man  zunächst^  wenn  Ä  und  B  beide  unpaar  sind,  l-|-<  als 
Faktor  abzusondern.     Dies  gibt 

(2)  ^'  +  B'i  =  (,+0^*=(1 +0(^+^0 

=(i4-i)(ii"+Ä".-) 

worin  nun  von  A*  und  B'  die  Eine  paar,  die  andere  unpaar 
sein  wird. 

III.  Wäre  jedoch  schon  in  A'\^B'i  von  den  beiden  Zahlen 
A  und  B'  die  Eine  paar,  die  andere  nnpaar;  so  behandelt 
man  diesen  Faktor  nach  folgender  Regel,  welche  eventuell  auch 
auf  den  Faktor  A'  -\-ß'i  Anwendung  findet. 

Man  sielte  sich  vor,  es  sei 

(3)  A  +  Bi  ==  t™(ai  +  6,t-)(ö«  +  M . . .  (fln  +  hj) 

worin  fli-j-ii«,  a^-^b^i  u.  s.  w.  vollkommene  Primzahlen  dar- 
stellen, von  denen  auch  mehrere  einander  gleich  sein  können. 
Alsdann  ist  nach  §.  193,  III. 

(4)  B^Ai  =  i'K-+-t)(Ä,  J^  a,t){b,  +  a,i) . . .  C*n  +  »nO 
folglich 

(5)  {A  +  Bi){B  -f  Aiy  =  A'  +  B'^iai'+ k^iu' + b^) 
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Hiernach  bildet  man  aus  dem  Faktor  Ä'-\-Bi  die  Grösse 
Ä^'j-B'^  und  zerlegt  dieselbe  in  ihre  reellen  Primfaktoren, 
welche  sämmtlich  von  der  Form  4r4-  t  sein  werden  and  die 
Stelle  der  (irössen  öi*  +  iiS  flt'  +  V»...  verlreten. 

Aus  dem  ersten  Faktor  (ii*-|-Äi*  stellt  man  4ie  beiden 
vollkommenen  Primzahlen  at^bj  und  ^i.-|-ait  her.  Die  Zahl 
Ä-j-lfi  ist  nun  entweder  durch  fli-j-Äii  oder  durch  bi-^aii 
tbeilbar.     Man  untersucht  also,  ob 

eine  ganze  Zahl  .sei.    Fiodei  sich  Dies  oiehCbestätigl;  se  maas 


iiolhwendig 

(7) 

eine  ganze  Zahl  sein. 

Nachdem  hierdurch  entweder  ai-f*^!*  oder  bi-\-aii  als 
Faktor  von  Ä-\-ffi  gefunden  ist,  fShrt  man  in  derselben 
Weise  fort,  den  QuotientoD  Ä'^Bf'i^  tilr  welcben  man 

hat,  zu  zerlegen^  wodurch  sich  zunächst  entweder  der  Faktor 
ai-\-bti  oder  bi-\-aii  ergibt. 

Der  letzte  Quotient  mnss  die  zuletzt  in  Betracht  kommende 
Primzahl  an--\-bj  oder  b^-\-ani  gelbst  sein. 

Es  wird  noch  bemerkt,  dass  wenn  mehrere  der  Grössen 
ai*-j-*i'>  ßt*-\-bf^ .,.  einander  gleich  wären^  wenn  man  also 
(ai'  +  V)(a«'  +  V)...(ar'  +  V)  =  (ai»  +  *i*r  l^älle,  A-^B'i 
entweder  nur  durch  (a^-\-bliy  oder  durch  (*i-f-öiO'>  ""^^^^l 
aber  gleichzeitig  durch  «i-|-*i«  «"<^  '^i  +  flit  tbeilbar  ist.  Denn 
wäre  das  Letztere  der  Fall;  so  müsste  jene  Zahl  auch  durch 
(a,  _|_4j,)(i, -j-ßji)  =  (aj««-|-J,»)i,  also  auch  durch  die  reelle 
Zahl  a*-{-bi*  tbeilbar  sein,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht, indem  Ä-\-Bi  bereits  von  alten  reellen  Faktoren  be- 
freiet ist. 

IV.     Beispiel.    Es  sei  Sd-fsrza  zerleget.    Da  29  und 

3   relativ  prim   sind;   so  hat  jene  Zahl   keinen  reellen  Faktor. 

Da  dieselbe  aber  voilkommeii  unpaar  ist;  so  hat  sie  den  Faktor 

29  -4-  3t 
I +f,  und  e&  findet  sich      vT.   g=  16  --13t. 

Um  jetzt  16  —  13t  zu  eerlegen,  hat  man  16*+  *3*s=?=425 
==t5M7»(2*+l»V(4*+1').  Da  nmn  findet^  dass  I6~13t 
weht  d«rch  2-f-t  ifaeilbar  ist;  so   muss   s>e. durch  l-jr^^  o^d 

Scbeffler's  aabrstiminte  Analytik.  3  / 


5TO 
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zwar  durch  (l-f*^')'   tl^^ilbar  sein.    In  der  Tbat  ist 


16-I3f 


(t- 


=8«  —  4  —  I,  nnd  es  i^l  klar,  dnss  dieser  letzte  O"^*'^'^^ 
zugleich  der  letzte  vollkommene  Primfaklor  ist. 
Hieraacb  bat  man  folgende  Zerlegung 

29  +  3t  =  i«(l  +  0(1  +  2i)»(4  +  0 


2t)' 
4~i 


§.   t96.     MeUenhrüehm  wM  kmm&fiUxen  €|aMiKeitlen  «nttf  Eni- 
^HekHmim§  Hmet  kmmißiexem  Mrmehet  iit  Hmen  Meiienbruek. 

I.  Denken  wir  uns  jetzt  an  die  Stelle  der  reellen  Qao- 
ttenten  der  im  ersten  Abscbiritle  betrachteten  Kettenbröche 
komplexe  Zahlen  gesetzt;  so  entstehen,  wenn  das  Additious- 
prinzip  zu  Grunde  liegt,  KMtenbriiche  von  der  allgemeinen 
Form  ^ 


(h-\-bii-{-  etc. 

II.  Die  Reduktion  eines  solchen  Kettenbruches  auf  einen 
gewöhnlichen  Bruch  geschieht  genau  nach  den  früheren  Prin- 
zipien und  kann  demnach  auch  nach  demsejben  Schema  aus- 
]^filhrt  werden.     So  )iat  mau  z.  B.  Tur  den  Kettenbruch 


3-f 

-1 
2<+1 

3  +  1 

=  [3, 

2<,  3,  l-|-2t] 

1+2i 

V 

die  Reduktion 

n 

«R 

Mu 

iV.       . 

2 

0 

l 

t 

1 

0 

0 

3 

3 

1 

1 

2i 

1- 

-bi                     2t 

2 

3 

6- 

-18t             l-l-6t 
-36t       —  ll-j-lOi 

3 

l+2t 

29- 

Jener  Kellenbruch  ist  also  gleich 


— 294-36i 


— ll--10t' 


I^.  Für  die. beiden  Grössen  N^%  nnd  M^i,  welche  ge- 
wöhnlich =  1  gesetzt  werden^  kann  man  bekanntlich,  wenn  es 
sich  nur  um  reelle  Zahlen  handelt,  auch  —  I  setsen^  wodurch 
sich  die  Zeichen  der  Zähler  und  Nenner  aller  Näherungsbrüche 
In  die  entgegeng^etzten  verwandeln. 

Hier,  wo  auch  imaginäre  Zahlen  flir  zulässig  erachtet 
werden»   kann    man   Pär  jene   beiden   Grössen    jede  beliebige 
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Pi^enz  von  i  setzen^  wa«  ma^er  nar  eioen  gkicImlUsigßii 
Einflufis  aaf  das  Bicbtungszeicb^n  der  Zähler  und  NcBaor 
aller  Näherangsbföche  aiMübt. 

So  könnte  man  im   vorigen  Beispiele  aach  folgende  Re- 
dfldfllioa  kiidM,  «raM  N^^^M^i'^i  ^oMMmi  ist. 


n 

ffu 

-2 

— l 

-     0 

3 

1 

2i 

2 

3 

3 

l+2i 

Jna 

N. 

0 

i 

i     '■ 

% 

3t 

• 

t 

— 6+t   • 

—2 

—  18-f6« 

— 6-f-i 

36     29i 

— 10— llt 

IV.  Kettenbröehe  mit  kompleiKen  Qootienlen  entstehen 
unvermeidlich  -het  der  Entwickelang  eines  gewöhnlichen  Braches 
mit  komplexem  Zähler  oder  Nenner.  Aus  der  Naiur  der  Ket- 
tenbrüche  erhellet ,  dass  man  zur  Ermittelung  der  Quotienten 
eines  Kettenbruches,  welcher  einem  gewöhnlichen  Bruche  gleich 
sein  soll,  genau  dieselbe  Rechnung  zu  vollführen  hat,  welche 
iD  §.191  zur  Aufsuchung  des  grössten  gemeinschaftlichen 
Maasses  zwischen  dem  Zähler  und  Nanner  des  letzteren  Bruche» 
angegeben  ist.  Bei  dieser  Rechnung  sind  immer  Divisionen  mit 
absolut  .kleinsten  Resten  vorzunehmen,  was  eine  fort- 
währende Verkleinerung  der  Reste  oder  Divisoren  und  demnach 
einen  Schluss  der  Rechnung  nach  endlicher  Gliederzahl  zor 
Folge  hat. 

So    ist    z.  B.  .  im   Beispiele   1.    des    $.  191     die   Ketleo- 

35  +  6i 
brochsentwickelung    von     ~  , '        dargestellt.     Man  hat  dafür 

[ — t,    3-|-t,  1  ~  3t].      Eine    J\edufclion    dieses    Kettenbruches 

ergibt 

n  '     Ä„  Mn  JV. 

—2  Ol 

-1  1  0 

0  ~i  — •  t 

1  2+i  2- 2t  2+i 

2  l— 3t  -^4-9f  6— 5t 

—1-4— 9t 
also  den  Bruch     ^  ,  ^.  .     Dieser   Bruch    ist    dem    gegebeneo 

b-f-Dt 

35  -l-6t 

— r*     ;  gleich,   da  Zähler  und  Nenner  des  letzteren  da«  gal- 

3  — j—  2ot 

ineinscbaftliche  Maass  —  2  4-31  besitzen. 

V.    Es  leuchtet  ein,   dass  man  in  jede  Keltenbracbsent- 
wickelung  auch  ganz  willklkrliche  ko^iplexß  Quotienten  aiafiUi.- 

57* 


576  Neimier  Abi^lMit.    Komplese  ifaUen: 

reu,  von  jeder  beliebigen  spSteren  Stelle  an  aber  die  Ent- 
wickelang zum  Schiasse  fKbren  kann^  indem  man  fortan  nur 
Divisionen  mit  absolut  kleinsten  Iteslen  ansflibrt. 

§.  197..  iretlftpeuMffMiM  4er  ]9ähermm§9krüeke  ekter  MUUem- 
hrmekMemiwiekeiung  wtii  ab80iui  kMngiem  Medien. 


I.     Die    Berechnung    der    Quotienten    ao-|-6oi,     (ii-\-bth 
Oi-^b^i  etc.,  welche  bei  der  Entwickelung  eines  Bruches 

in  einen  Keltenbruch  mit  absolut  kleinsten  Kesten  entstehen, 
wird  nach  dem  Vorstehenden  und  nach  §.  190,  I.  und  IV.  in 
folgender  Weise  ausgeführt«     Man  setzt  zunächst 

il  +  öl  _  (AAi  4-  BBi)  +  (BÄi  —  AB,)i 

,worin  numerisch 

(3)   r  und  ,^i.(^«  +  B^«),  also  r»  +  ««^y Ui*  +  J?iT 
oder  worin  der  absolute  Werth  des  reellen  m\^  des  jmegrnären 
Tbeiles  <|es  Reste«,  d.  i.    .  ^  .    „  ,  und    ..  >   ^  .I^-^^  also  die 

Norm  des  Restes  oder      .  ,   '   ^^  gVJ'^'ö"^  *"'*'**"   ^^  absolute 

\  1         _ 

Werth  dieses  Restes  <[-^  öder  <]-^  ^2  'sl.  Hierauf  bil- 
det man 

worin 

(3) 


ist.  Nachdem  auf  diese  Weise  der  erste  Quotient  ao-j-i^ot  und 
^er  erste  Rest  Ä-j-St  gefanden  ist,  führt  eine  ähnliche  Rech- 
nung zu  dem  zweiten  Quotienten  ax-\-b^i  und  zu  dem  zweiten 
Reste  J?i-f-Si«,  indem  man  R^Si  zuiai  Divisor  und  Ai-\-Bii 
zum  Dividende  nimmt,  also  die  Formel 

in  der  obigen  '^^^iiisisf  berechnet. 
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Statt  dieser  zweiten  zur  Ermillelung  des  ^weilen  Quotienten 

fli-f-*i«  dienenden  Keclmnng,  welche  sieb  anf  die  Entwickelung 

AiA-ßii 
des  umgekehrten  Werlhes  -5       ^.     des    zweiten    Gliedes    der 

rechton  Seite  der  Gl.  (4)  stützt,   kann  man  auch  das  gleichbe- 

r  — j—  91 
deutende  Glied       ^  '  aus  (iL  (2)  umkehren  und  die  hieraus 

Ai  -f-/ir 

enlstebeiMl^  Grösse  >  ^.!T-.i..  entwickeln.     Dies  cibt 

und  es  ist  nun 

(8)  «1  aus  ^,^^, 

(9)  *.  ans  -  -;:^— 

nach  dem  Priozipe   des  absolut  kleinsten  Restes  zu  bestimmen. 

IL  Um  die  unteren  Grenzen  zu  bestiftimep,  oberhalb  wel- 
€^T  die  absohlten  Werlbe  von  ai  und  bt  jedenfaHs  lit^gen 
müssen^  ist  klar,  dass  wenn  der  absolute  Werth  des  Bruches, 
aus  welebem  ai  zu  bestimmen  ist,  =s  einer  ganzen  Zah(  n  ist, 
aucli  der  numerische  Werth  von  öi=ä  Isf,  dass  dagegen,  w^enn 
jener  Bruch  ]>«  ist,  öi^n  sein  wird,  ferner,  dass  wenn  jener 

Brach  ==«-)-—  ist,  «i  sowol  =n,  als  auch  =n-{-l  gepom- 

men  werden  kann,  endlich,   dass  wenn  jener  Bruch  ]>«-}- :^ 

ist,  Äi^»»+l  sein  wii*d. 

Suchen  wir  nun  die  unteren  Gränzwerthe  der  obigen  beiden 
Brüche,  aus  denen  «i  und  bi  bestimmt  werden  muss,  zu  er- 
mittelp.  Da  wegen  der  Beziehungen  (3)  numerisch  ^ji'-f".^** 
^2r  und  auch  ^2s  ist;  sut  hat  man 

Von  den  beiden  Brüchen  -z—. — -  und  -7-1 — =   kann   feiner 

r'-|-**  r*-|-«' 

1  3  2f '  1 

=  -:r-    auch   nicht  =-r-  sein.     Denn    wäre    z.B.    ,  ^    g=^T"> 
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so  müssle  «*  =  3r*  oder  s  =  rV^  sein,  was  unirioglich  ist,  weil 
s  und  r  ganze  Zahlen  sind.     Es  kann  also  nur  sein 

-P^^-,    und  hieraus  folgt  p^.^Y 


oder  es  kann  sein 


2r*    >  3  ,  • .  .  .  .      2«*     <  l 

—-,   und  hieraus  folgt 


r«  +  **<  2  •  ^    r«4-#»>  2 

worin    gleichsseitig    die    oberen   oder   die   anieven   Z^td^n   zu 
nehmen  sind.     Berücksichtigt  man  hierbei  noch,  dass  wenn 

so  ist  leicht  zu  erachten,  dass  die  kleinsten  Werthe  von  ai  und 
bi  sich  nur  in  folgender  Weise  kombiniren  können. 

fli==1,     2,     0 
*i  =  l,     0      2 
Demnach  ist 
(12)  ai*  +  *i*^2         . 

Dieses  ist  das  Minimum  der  Norm  nicht  bloss  für  den 
zweiiea  Quotienten  vom  Zeiger  1>  soodern  auch  für  jeden  spä- 
leren*  Nur  für  den  ersten  Quotieqten  voq)  Zeiger  0  ist  es 
möglich,  daas  man  a^'-f-V^l  oder  s=0.  habe. 

Hätte  man  es  mit  lauter  reelleo  Zahlen  %u  thun;  so  ofiüsste 
wegen  der  Beziehungen  (12)  die  Norm  eine$  jßdea.  Quotienten 
von  iii  W^2,  al«o  sein  absoluler  Wertb  selbst  ^ii  folglich 
^2  sein,  wie  auch  bereits  in  §.22  gefunden  ist. 

III.  Wenn  unter  den  Quoli^i^l^n  von  ai-j^bii  an  keiner 
der  Werthe  1  + 1  oder  —  1  zb  *»  deren  Norm  =  2  ist,  sondern 
n»r  solche  vorsommen,  deren  Norm  t>2,  also  ^4  oder  deren 
abs<dater  Wertb  ^2  ist;  so  kann  man  leicht  zeigen,  dass 
die  Normen  der  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
brüche sukzessiv  wa'chsen. 

Denn  schreibt  man,  um  die  Formeln  abztikürzen,  einen 
komplexen  Ausdruck  wie  ö-f-Äi  in  der  t^orm  fe^%  worin 
r=  Va^-\-b^    der   absolute    WeHh,    r«  =  a*-|-i*    diiö    Norm, 

co$w  s=z  —  und  sin cp a=s  ^^,4^:^i:z:r  ist;  so   sei  der  Zähler 

oder  Nenner   irgend  eines  Näbefungsbruebes  vom  Zeiger  n  —  2 

gleich  re^'^  und   der    nächstfolgend^^   vom   Zeiger  n  —  1    gleich 

nc^iS  ferner  def  Quotient  vom  Zeiger  n  gleich  ae^K     Für  den 
Zählet  oder  Neuner  voAi  Zeigier  n  wördö  nfian  älsdahn  haben 

{oTi  eo8  (a  -[■  vO  +  ^  C08  cp]  +  [ari  sin  (a  -[-  (pi)  +  r  sin  (p]i 
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Folglich  ist  der  absolate  Werth  fi  dieser  GrössB 

Tj  =  V[ari  cos  (a  +  <pi)  +  r  €09  if]^  -j-  [ßfi  sin  (a  +  Vi)  +  **  •»»»  <p]* 

=  KöVi*  -j-  2arri  co#  (et  +  q>i  —  <p)  +  r* 
Der  kleinste  Werth;  welchen  dieser  Ausdruck  möglicher  Weise 
aDnehmen  kann,  ist  der,  für  welchen  numerisch  cos{a-^(fi—if) 
=  1    und  das  darin    multiplizirte  Glied   negativ  wird.     Alsdann 
hat  man  aber,  indem  a,  r,  fi  nur  absolute  Wertbe  darstellen, 

r,  =  ari  —  r 

Ist  miit  ri^r  und  der  absolute  Werth  a^2;  so  ist 
fyfTenbar  ri^Ti,  und  zwar  ist  die  Gleichheit  r»  =  ri  nur  in 
dem  besonderen  FaHe  denkbar,  wo  auf  Ein  Mal  ri=^r  und 
a=^2  Ist.  Es  werden  also  unter  diesen  Umständen  die  abso- 
luten Werthe  der  Zähler  und  Nenner  der  Nähern ngsbr&ctie, 
folglich  auch  iHre  Normen  all  mahl  rg  wachsen,  oder  doch  auf 
keinen  Fall  sich  verkleinern. 

IV.  Es  leuchtet  ein,  dass  für  die  Ketlenbrücbe  mit  kom* 
plexen  Quotienten,  gleichviel;  ob  die  Entwicklung  mit  kleinsten 
Besten  geschehen  iat  octer  -nicht,  die  Fomieln  der  $^  4  und  € 
unter  angemessener  Modifikation  der  BegrifTe  hinsichtlich  der 
Fehlergränze  Gültigkeit  besitzen.  Insofern  man  für  die  Gftfssen 
Jlf.i  und  iV_s  entweder  den  Werth  1  oder  — 1  angenommen  bal. - 

•Demnach  bat  oian  allgemein 

(13)  J»fnJV..i-.*„.tiVn=«(-l)-* 

worin  M  und  N  die  komplexen  Zähler  und  Nenner  von  Nähe-* 
rungsbrüchen  darstellen.     So  hat  man  z.  B.  für  dea  im  vQpher^ 
gehenden  Paragraphen  sub  IV.  entwickelten  KeUenbruch 

■3fiiv,-if,iv,=(-iy  =  ~i 

nämlich 

(_^  4  -  90(2  +  i)  —  (2  --  2i)(6  —  5i)  =  —  1 

Hätte  map.  jedoch  für  3f.i  und  iV_,  entweder  den  Werth 
t  oder  — t  angenommen,  so  würfle  statt  Gl.  (13) 

(14)  J»f„iV„.i-J»fa.iiV,=^.(~l)- 

V.  Ebenso  hat  man  für  die  Differenz  zweier  benachbarten 
Nähernn^sbrüche  ^T,   und  Kn+i,  jenachdem   die  Gl.   (13)  oder 

(14)  gm.  re«p.  ^_^^^^ 

(15)  l^''^i-J^*^^^^'>'^^Nj^,0i^=^NjQ: 

und-  als  Werthverbältniss  der  Differenzen  zwischen  dem  Ge- 
sammtwcrthe  K  des  ganzen  Ketlenbrucbes  und  den  Näherurigs-, 
brüchen  /T,  und  /f„+i  in  beiden  Fällen 


K^K.         .     iV. 


»-^1 
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80  müsslc  »*  =  3r«  oder  s  =  rVl  sein,  was  vf^  ,eiclinel, 

8  und  r  ganze  Zahlen  sind.    Es  kann  also  /; 


2r»     >  I 


— ,   und  hierauft  folrV 


I  denjenigen 

^v  der  Nähe- 

«  ^  auch  stets  die 


oder  es  kann  sein 

worin    gleichzeitig    die    ober'^./    /  ji^ickelttog  mit  ab- 
nehmen sind.     Bcrücksichli; ,Y    -     Jt  j^\q  Normen  der 

J2f'    >|    :'/    ^  r^ep  benachbarten 

***  +  ** ^  /*  /  zwischen  dem  Ge- 

:«•  i«:-.k»  «..  -»niM»'  //"  ^4ies  und   den   sukzessiv 

so  ist  leicht  zu  era**  '*  n      -li-      i  i    • 

h    sich  nur  in  fol' '  *^"   «^llmÄhlig   kleiner  wer- 

^  ijesetz  stattfinde,  ist  es  iibrigens  nicht 

.j,  dass   die  Nenner  der  Näherungsbrüche 

•.  1    ..        ÄcPn,  oder  dass  stets  iVn+i^iVn'6ei.    Es  braucht 

Demnach  if     ^scD^   '  ly 

(12)  y/'*^  w  absokite  Werlb  oder  die  Norm  von  -^^  >  iV. 

7«4»il^  >^  ^  «cbon  dann  der  Fall  isl^  wenn  man  r2  iV^+i^iVfi 

r    Jl   .-/man  iV«  =  re*»,  iV,+i««r«e*iS  j?«+is*s«ö^»;  so  nimmt 
%e\  (15),  jenachdem  Gl.  (13)  oder  (14)  gilt,  resp.  die 

^gU-«u  entweder  =  J;ii^==  tJ)!er(f+<l^i)' 

( t)n  (—1)" 

=  — — -  «><cp-f  (pi)—  -— ^  m(H>+<Pi)  •  • 

ITi  ITi 

(-1)0+1  (-1)«+^ 

•        .  ^^^  =     J     go#((p+(pi)—  —- — «»((p+<fl)« 

und  die  Formel  (15)  die  Gestalt 

(18)       i^Z%H__r^^_r^,,p^^.,,, 
^     '  K—Kn  fi^i*  ri 

= CO«  ((p-|-i|> — (pi) «Vi  (<f-^^^  -*(pi)  •  < 

an.     Beachtet  man,   dass   unter  den  zuletzt  erwähnten  Voraas- 

1       *    rx 
Setzungen   die  Grtissen  —  and —    sukzessiv    abnehmen,    nod 

rri  fi 

dass  die  Sinus  und  Kosinus  den  Werth  1  nicht  übersteigen 
können;  so  erkennt  man  aus  diesen  Formeln,  dass  die  vorhin 
bezeichnete  allmählige  Verringerung  der  Differenzen  sich  nicht 
bloss  auf  die   numerischen   Werthe   oder  Normen  der  kom- 
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plißfXen  Grössen,  welcke  diese  Diff^pentfen  4ar9(dlt6%  flond^rti 
aucli  auf  die  absoUiien  W^rlbe.  dori^'e^Uen  and  der  ima-, 
ginären  Theiie  jener  komplexen  DifiTerenzen  für  .sieb  allein 
genommen  erstrecken.  In  Beziehung  auf  die  zuletzt  ^^nannien 
Differenzefi  kann  das  fragliche  Gesetz  übrigen;»  ein  wenig  durdi 
die  Schwankungen  der  Sinus  und  Kosinus  gehört  werden,  iind-^ 
streng  genommen,  kann  m»n  nur  sagen,  da^s  dJe  mögliche» 
Maxima  dieser  Differenzen  sich  fortwähreiid  ver- 
mindern. .    . 

VI.     Als  Beispiel  zu  den  vorstehenden  Sätzen  diene  folgende 
Entwickelung  des  Bruches 

..         75-^288«       10509       48621        ' 


1  •  I  • 


..167-|r-.7f  ,   -.21938     :27938.. 

n    •     fln  '  •  ■       M„       '   .    JVn  ■     •    .    JiTn 
--2  Ö  1  ...... 

—II  0 

— 2i 

0  --2t        —2t  1  ~      =  —  2i 

-1. .,       . 

i         o  i      A  o  — 1— 4t  2       9. 

1  2— t     -1  — 4t  2—1       — :r — r-  =         r— 7* 

2— t  5       5 

0  o  I  o-    4A  I    I-      ^         i   \  a-      10-f-4t  .14       64. 

2  -2+2,    10+4,         -1+6,    -^  =       ---, 

3  -2i      7-24i         14+,-        ^-^^'    -     J±-^Jli 
i  Zt      7-iit         14+,  j^_j_.     —      ^97-, 97» 

1  oJ_4-    üöi  an-         OQ  i  ^«-   92+80,         1764       8160. 

4  _2+4,    92+80,     -33+60,  ■::^^=  4689-4^9' 

'i        i     9i    7^     9flfi.lfi7J_7.I5-288i_  10509      48621 

5  _1^2,.  75-288,     167+7,    -j.^^-p^=^^^_^^^, 


§.    198.     Veno^Ugiändigung  der  €re9etae   des  vorhergehenden 

Paragraphen  für  den  Wall,  dass  Quotienten  von  der  Wort» 

(+1  +  1)  -gwrirowimc»«  -^    SeomefftteAe«  9Ud  etiter  JEeffett- 

hruch»entmckel»ng  in  komplexen  Mähten. 

.  I.  Es  bleibt  noch  der  im  vorhergehenden  Paragraphen 
ausgeschlossene  Fall  zu  betrachten,  wo  unter  den  Quotienten 
der  Keltenbrucbsefitwickelang  von  K  vom  zweiten  Quotienten 
an  auch  Werlhe  von  der  Form  (+ 1  -}~t)  vorkommen.  In  die- 
sem Falle  kann  man  behaupten^  dass  die  absoluten  Wertlie 
oder  Normen  der  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
brüche Jifn  ununterbrochen  wachsen,  auch  dass  die  voll- 
ständigen Werthe  dieser  Brüche  sich  dem  Werthe 
voa  K  nähern,  also  die  absoluten  Werthe  oder  Nor- 
men der  Differenz  K — K^  sich   vermindern,   insofern 
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Di«ii  in  4i«ien  Reihen  nnler  Dmitbaden  gewisse  «in- 
xelne  Glieder  als  Abnerniläten  aass^eidet. 

Zorn  Beweise  dieses  wit^ligen  Satces  eriaabe  ich  mir,  in 
da*  Gebiet  der  geometrischen  AnschauoRg  nberzalreten. 
Obgleich  eine  rein  arithmetische  BecfaDiing  schliesslich  dasselbe 
Etesnltat  liefern  würde,  nnd  es  im  Ganzen  wol  angemessen 
w8re,  hier  bei  der  abstrakten  AolTassung  zu  beharren;  so 
zweifele  ich  duch  nicfat,  dass  die  Eigen LhUmlichkeit  der  aadt- 
folgenden  Cntersacbung,  namenilich  aber  die  Klarheil,  welcbe 
die  geometrische  Konsiruklion  dem  zu  erläuternden,  siemlich 
komplizirten  analytischen  Gesetze  mit  seinea  vielen  beachtens- 
wertben  Nebenbeziehungen  verleibet,  sowie  der  Nachweis,  dast 
sich  die  Prinzipien  des  Situationskalkuls(*)  mit  Vorlheil 
und  Eleganz  sogar  auf  die  schwierigeren  Unters  och  ungen  über 
diskrete  Grössen,  nämlich  hier  Aber  ganze  Zahlen,  über- 
tragen lassen,  das  Interesse  manches  Lesers  in  Anspruch  DchnieD 
werde. 

Fig.  6. 


In  Fig.  (6)  sei  0  der  Nullpunkt,  OX  die  positiv  reelle  nnd 
OT  die   positiv   imaginäre  Axe.     Es   kommt   darauf  an,    eine 


Orfisse  K=  ■^— T-^-- 1  welche  nach  einer  bek«nnl«»  Umwand- 

lang  in  .der  Form 

(1)  ff^a-fW^re-Pi 

(largeslellt  sei,  in  einen  Ketlenbruch  mit  absolut  kleinsten 

Keeten  zu  entwickeln.     Pie  Quotienten  desselben  seien 

f*)  Unter    diesem  "ntcl  In  einer   besonderen   ScUrift    im   Verfdsjers 
TDiB  JMirc  1851   au«nihrii«h  entwickelt. 


a 
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(2)  <ro  +  W  =  ro^^ö*,     öl  rf- *it  —  rieV«  S    «, -f  M  =  r,^^«* 

u.  s.  w.  In  allen  diesen  Ausdrücken  können  die  beiden  Zahlen 
a  und  &,  welche  sleU  ganz  sein  müssen,  sowol  posiliv,  wie 
negativ  sein.  Die  Zahl  r,  welche  den  absolalen  Werlh  der 
betrefTenden  komplexen  Grösse  oder  dre  Läng«  der  korrespon-^ 
direnden  Linie  bezeichnet,  ist  siels  positiv  and  im  Allgeroeineii 
irrational^  wogegen  ihr  Quadrat  oder  die  Norm  r'  eine  ganze 
Zahl  is!;  die  Zahl  q)  stellt  einen  Winkel  dar,  dessen  positive 
Drehungsricbtuag  von.  OX  nach  OY  oder  von  rechts  nach  link» 
herum  gedacht  wird;  dieser  Winkel  kann  positiv  und  negativ 
und  absolut  '^n,  oder  er  kann  stets  positiv  und^at  genom- 
men werden.     Eine  nach  Länge  und  Richtung  aufgefa$ste  Zahl 

r^^'  werden  wir  zur  Abkürzung  oftmals  mit  (r)  bezeichnen, 
indem  wir  nämlich  den  Buchstaben  r,  welcher  den  absoluteii 
Werth  jener  Zahl  bezeichnet,   in  Klamonern  schliess^n. 

Wenn  OP=^a,  PR  =  b,  also  OÄ  =  r  und  ROP=if  ist; 
so  ist  die  Linie  (OR)  die  in  KeUenbruchsform  darzustellende. 

IL  Der  erste  Quotient,  welcher  die  der  Zahl  {OR)  zu- 
nächst Nagende  gao»«  Zahl  dUrtlelU  und  gleich  «tein  NXh«riings- 
bruche  JT«  ist,  sei  {OA)^  man  habe  also 

(3)  {OA)  =  flo  +  iot  =  roe^o  i  =  (r,) 

Da  nach  dem  Priazipe  der  absolut  kleiasten  Reste  verfahren 
Vird;   so   muss  die  Länge   der  Differenz   {AR)   zwischen  {OR) 

und  (OA)  oder  zwischen  (r)  und  (ro)   bekanntlich  ^:j7=   od«r 

'^—V2,  also  kleiner  als  die  halbe  Diagonale  mi^s  mit  itt 

Einheit  iftla  Saite  beachriiebeDen  Quadrates  aeia,  and  d«  ausser^ 
dem  die  Länge  aowol  des  reellen,    wie  des  iitraginären  Theilett 

dieses  Restes  ^-jr  ^eia  moss  (s«  §,  (97,  No.  L);  s^  folgte  fU«s 

d»  Punkt  R  innerhalb  oder  im  Umfange  eines  Quadrate»  li^l» 
dessen  Seite  gleich  der  Einheit,  dessen  Mittelpunkt  A  ist  und 
dessen  Seitenlinien  den  Grundaxen  parallel  sind.  Dieses  Qua- 
drat;  welches  wir  mit  Oo  bezetchiten  wellen,  ist  in  der  Figur 
dargestellt.     Der  Rest  {AR)  sei 

(4)  (.4Ä)  =  c«-|-At==«*^^o'  =  («o) 

Jetzt  ist  zur  Bestimmung  des  zweiten  Quotienten  (n)  von 
dem  umgekehrten  oder  reziproken  Wertbe.  des  Restes  («o)»  alsa 

von  7— T  n^ch   demselben  ft-i^zipe   die   zunächst  liegende  ganze' 

W     ^ 
Zahl  abzusondern.     Es  ist  aber 

'  ^  {80)      «oe^oi       ^^g^f 


S80  Neunter  Ab$chmN.    Komplexe  Ziahlen, 

Der  absolole  Werih  des  Umgekehrlen  oder  der  Rezi- 
proke  von  (^o)   ist  also  das   Umgekehrte   oder   die  Reziproke 

1 
des  absohlten  Werlhes  dieser  Grösse,  -nümlich  =  — ,  während 

der  Neigungswinkel  jener  Reziproke,  nämlich  —  i})e,  das  dew 
Zeichen  nach  Entgegengesetzte  des  Neigungswinkels  jener  (iiösse 

ist.      Um   daher  y— r  darzustellen,  trägt   man  (AR)  parallel  zu 

sich  selbst  an   den  Nullpunkt  0,   was  (Or)   ergebe,   macht  in 

derselben  Richtung  0Äi  =  7r:  =  — ,  nimmt  den  Winkel   XOR 

Ur      »0 

anf  der  entgegengesetzten  Seite  der  reellen  Axe  =XO/?i=t(>o 
und  die  Länge  von  OH  =  0Ri;  alsdann  ist  (OK)  =  j-r.    Zur 

leichteren  Übersicht  wollen  wir  jedoch,  da  das  ganze  Zafalennetz 

unterhalb    der    reellen    Axe    demjenigen    oberhalb    dieser   Axe 

symmetrisch  ist,   die  Linie  (OÄi)  in  der  direkten  Richtung  von 

t 
(Or)  für  d^e  Linie  (0^)3=^7-^  uehmeQ,    iiideni   wir  uas,  ;vu) 

es  Dötbig  ist,  die  Umwälzung  der  Figur   um  die  reelle  Axe  in 
Gedanken  vorstellen. 

Ist  nun  (OAi)  die  zunächst  an  {OBi)  liegende  ganzel  Zabl;^ 
^o  hat  man 


(6)  (0^,)  =  öi  +  4^i=«r,^<Pii  =  (r,)  <.    . 

und    es   liegt   der  Punkt  Rt  in    einem  dem  frijheren  ähnlichen 
Quiadrate  Oi. 

Rricht  man  den  Kettenbruch  hinler  dem  zweiten  Quotienten 
(rf)  ab;  so  stellt  sich  der  zweite  Nähernngsbruch  Kt  Mgendiei>- 
nvKisseii    dar.     Man    nimmt    die   Reziproke   von   (OAi)ssc(ri), 

weiche  in  derselben  Richtung  liegt  und  ^sz  (Oai)  = -r-r  sei,  und 

trägt  hierauf  ^iese  Linie  parallel  zu  sich  selbst  an  den  Punkt 
A,  sodass  (AB)sss(Oai)  ist.    Alsdann  ist 

(0*)=(r.)+~^=irt 

der  zweite  Näherungsbruch. 

Nach  dem  weiter  unten  zu  erweisenden  Gesetze  soll  min 
(abdeichen  von  gewissen  Aufnahmen)'  die  Differenz  zwischen 
K  und  Ki  einen  kleineren  numenschcn  Werth  haben  ^  al^  ^ 
DifTeren^  zwischen  K  und  jfifo,  d.  h«  ^  soll  der  Punkt,  B  näher 
an  R  liegen,  als  der  Punkt  A,  oder  es  soll  die  Linie  RR  kürzer 
sein,  als  die  Linie  RA. 

Zur  Ermittelung  des  dritten  Quotienten  ist  die  Differenz 
oder  der  Rest 
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zwichen  {ORx)  und  {OAi)  umzukehren,  also  -7—:  zu  bilden  und 
^  v*t) 

dliraus  die  zurtSchst  Hegende  ganze  Zahl  zu  nehmen.  DCes 
geschieht  wie  vorhin,  indem  man  (/iiffi)  parallel  zn  sich  selbst 
an  den  Nullpunkt  nach  (Ofs)  trägt  und  in  der  Richtung  dieser 

Linie  OÄj  =  -r— = —    macht.     Ist  dann   {OAt)    die  znnächai 

Ort       «1  ' 

liegende  ganze  Zahl;  so  hat  man 

(8)  {OAt)  =  öt  +  itt  =  ue^^ '  =  (r.) 

und  es  liegt  der  Punkt  Rt  in  einem  dem  früheren  ähnlichen 
Quadrate  □}. 

Wird  jetzt  der  Keltenbruch  hinter  dem  dritten  Quotienten 
(rt)  abgebrochen;  so  findet  man  den  dritten  Näherungsbruch 
Ki  durch   folgende  Zeichnung,     Man   nimmt  die  Reziproke  von 

(Oi42)  =  (r2),   welche   =^{Oat)=- —   sei,  und  trägt  diese  Linie 

[rt) 

parallel  zu  sich  selbst  an  den  Punkt  Axy  sodass  (ili £1)  =«=  (Ont) 
ist.     Zieht  man  hierauf  OBi ;  so  ist  diese  Linie  =^{OAi)'^^{AiBi) 

=  (ri)-f--jr~:-     Hierauf  nimmt   man  die  Reziproke  von   (OBi), 

1 
welche  =(06i),  also  =  .       ,  —r—  sei,  und  trägt  dieselbe  pa- 

rallel  zu  sich  selbst  an  den  Punkt  A  nach  {AC).  Zieht  man 
dann  0C\  so  ist 

(r.) 
der  dritte  Näherungsbruch. 

Nach  dem  in  Rede  stehenden  Gesetze  muss  nun  wieder 
(abgesehen  von  gewissen  Ausnahmen)  der  Punkt  C  näher  an  R 
liegen,  als  der  Punkt  JB,  oder  es  muss  die  I^inie  RC  kürzer 
sein,  als  die  Linie  RB, 

Hiemaoh  wird  das  Verfahren  «owol,  wie  die  geometrische 
Bedeuting  einer  Kettenbracbsentwickelung  und  der  Näherungs- 
lM*üche  klar  geworden  sein.  Es  kommt  nun  darauf  aa,  .die 
linunterbiXKbene  Verkürzung  der  Linien  RA^  RB,  RC.i  d.i. 
die  ununterbrochene  Verkleinerung  des  numerischen  Werlbes 
•der  Differenzen  K — Äo,  K  —  Ai,  K — Äj..,  nachzuweisen  und 
die  (^w^igeo  Ausnahmen  zu  cbarakterisinen. 

'•'  Zu  diesem  Bude  stellen  wir  erst  noch  einige  charakterittiaehe 


EigeiHhimlichkcilai  der  KcUcahrackfCfllwicfcduKca  aack  dm 
Priazipe  der  absolal  kleiosten  Reste  heraus. 

Ilf .  Es  sei  io  Figur  T  ilB  irj^eod 
eine  gerade  Lioie  and  Oed  eia  durch 
deo  XtdlpanlU  gehender  Kreis,  dessen 
Mjiicipnnkt  C  in  dem  rwt  0  nt  AB 
gefällten  Perpendikel  OD  liegt  and 
dessen  Dorcboiesser  Od  der  abMiloten 
Ukn^e  nach  die  Reziproke  des  Per- 
pendikels OD  ist;  man  habe  alM>, 
wenn  OD=D  and   Oif=if  gesetzt 

wird,  d=^-sf  oder  I>=— .    Alsdann 

besieht  zwisehen  jener  Geraden  und 
diesem  Kreise  folgende  hemerkens^ 
werthe  Rezidiong« 

Wenn  man  ?om  Nnllpankte  O  aas  ii^end  eine  getadc 
Linie  OP  zieht,  welche  die  Gerade  in  E  und  den  Kreis  in  e 
sehneideti   and   man   setzt  OE=:E  and  (le^^e;  so   ist  stell 

^  =  -7r-  oder  E  =  — .     Denn  zieht  man  die  Linie  de;   so   ist  in 
£  e 

den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  Ode  aod  OED 

e:d^=^D:Ey    also     ^  =  "F'*^"c'' 

Hierans  folgt  nun,  dass  wenn  F  ein  in  der  Richtora  0£ 
Jen  seit  der  Geraden  AB  liegender  Pankt,  also  OF^sxF>E 

ist,  ff'^'p  d- '•  ^^   ^^ii*    wird,    dass   also   der  Endpunkt  e 

jeder  Länge,  wie  OF,  welche  jenseit  der  Geraden  endigt, 
innerhalb  des  Kreises  liegt.  Ebenso  folgt,  dass  der  End- 
punkt g  der  Reziproke  jeder  Länge,  wie  OG,  welche  diesseit 
der  Geraden  endigt,  aosserhalb  des  Kreises  liegt,  wobei 
natarftch  die  umgekehrten  Längen  Oe,  Of,  Og  immer  in  der- 
selben Richtung  der  korrespondirenden  Längen  OE,  OF,  OG 
zu  nehmen  sind. 

Diese  Eigenschaft,  wonach  die  Gerade  und  der  Kreis  die 
entsprechenden  Gräozen  resp.  für  die  vom  NoHponkte  aas  ge- 
zogenen Linien  and  deren  oragekehrte  oder  reziproke  Lttngea- 
werthe  bilden,  erleidet  keine  Ausnahme,  weder  durch  die  be- 
sondere Richtang  der  Geraden,  noch  auch  durch  den  Umstand; 
ob  sich  die  Gerade  und  der  Kreis  schneiden  oder  nicht,  d.  b. 
ob  Oi)  =  l>>  l  oder  <  t  sei.  Für  i?»  1  berähren  sidi  Beide 
in  D,  Ausserdem  erbellet,  dass  die  Betfiebong  zwisdben  der 
Geraden  und  dem  Kreise  dergestalt  wechselseitig  ist;  dsu»  man 


§.  {98.     YervolUtmutisimg  d.  fiükeren  Getetie.         &8i» 

ieibkt,   wenn   die  Tittrade  gegeben   Ut,   den   aufc^drigen  Kreis, 
und  wenn  der  Kreis  gegeben  isl,  die  zugtbArige  Cierade  ledig- 

M*  mntk  <te  llBn  H  rf— y  9^  B  =  ~  oder  d.l)  =  \ 

hwtiMnw  titna. 

Des  kttt-xarea  AuAradn  ««gea   wellen   ivir  zwei  Figuren 
wie  ABC   Mni  «5c  in   F^gw  8,  4«reo  f^. «, 

BÜmmtlicfae  Vektoren  in  de»  fraglichen 
smg^^rten  VcnUMflisse  roeinan^r 
sieben,  rezipr»ie  Figuren  nensen. 
Diese  Figuren  können  Fiicfaenräasie, 
Linie  Bsiücke  oder  noch  einzelne 
Platte  S8m 

AHgemein  iA  die  ret^roke  i^gnr 
eines  Kreises  wie  ef  wied«rmi  ein 
Kreis  EF.  ZHe  Zeotraltinie  Od,  sowie 
■Ke  geanaachWllichen  i«s9«'en  Taagcn- 
ton  gehen  dnrcb  den  Nall^nK  0.    0fr- 

gMch  jedem   Punkte  in  4er  Peripherie   oder  im  Inneren  des 
Eioef)  KreiseB  «n  reziproker  PvbU  raip.  in  der  Peripherie  oder 

im*BftefeB*s  anderen  Ktwscb -wftspiwte,  indem  i.  B.  Ö*««-?™, 


Of=-^  ist;  so  mnss  doch  aosdröcUich  darauf  anftnerksam 
genacbt  werden,  dass  die  Mittelpunkte  beider  Kreise  keine 
reziproke  Lage  haben. 

Der  Beweis  des  letzteren  allgemeineren  Satzes  ist  ähnlich 
zu  führen,  wie  In  dem  vorhergehenden  spezielleren  Falle,  wo 
der  Eine  Kreis   durch   den  Nullpunkt   ging,   «bo  06^=0    nad 

J_  =  0£  =  0O  ist  und  demzufolge  die  vordere.  Seile  des  on^ 
Oe  ,,.  . 

deren  Kreises  bei  F  sich  in  einen  Kreisbogen  von  anendlich 
grossem  Radius,  d.i.  in  eine  gerade  Linie  verwandelte. 

Wir  bemerken  noch,  dass  ^enn  für  den  Einen  Kreis 
Od=Vi,  de=^\,  also  Oe==Yi-i  und  0/-=/2  +  l 
ist ,   für  den  rezipr«ken  Ktei»  OE  =  V^^l  =  V  2  +  1  =  0^ 


und  0F=-7J-r-r=^— *=***'  '^''    ^'^^   *'**    ^*"''  ** 
beiden  reziproken  Kreise  sieb  decken. 
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IV.     Wena  tn  Fig.  9  die  Seitenlange  Od  der  netiföraHg« 
Onadrate  =*=!  i«t,  «bo  jr,-.   g 


welche  voi&in  rcsp.  mil  («o),  («i)...  buzeicbnet  sind.  Da  diese 
Jlesitt  behur  der  Beslimmung  der  Quolienleu  (n),  ir,)...  um- 
zukehreir  sind ;  so  ist  es  wicbtig,  die  reziproke  Figur  des 
Quadrates  h^did.ib^i  zu  kennen.  Beschreibt  man  zu  diMen 
Ende  um  die  vier  Funkle  d,  D«,  C.i,  Ba  Kreise,  deren  HadiuG 

=  1,  deren  Durchmesser  also  =^^~t~  >^j    ^    leiicMel   ein, 

tk»B  der  ausserhalb  aller  jener  Kreise  liegende  Flachen- 
raum,  welcher  nach  dum  Nullpunkte  hinzu  durch  die  Büge» 
C,DiEJ).iC-iB-iAaBiCt  \iG%Tikn7X  ist  und  sich  jensoit  dieser 
üräuze  ins  Unendliche  erstreckt,  dem  fraglichen  Quadrate  re- 
ziprok ist. 

Hieraus  folgt,  dass  kein  Quotient  einer  Kettenbruchsent- 
'wickelang  mit  absolut  kleinsten  Kesten  innerbalb  der  eben 
bezeichneten  Figur  CtEeCA-)  liugen,  also  weder  =0,  noch 
=  ^1,  noch  =^t  sein  kann.  Die  kl  ei  nstmög  lieben  Qwo- 
tienten  einer  solchen  Entwickelang,  vom  zweiten  (fi);an,  sind 
also  ±1±'.  aUdann  +2,  ^2i  und  hierauf +J  ±2i,  ±i1±h 
tr«!«^  resp,  die  absoluten  Werlhe   V'i,  2,   Vö  haben. 

Dasselbe  Resultat  ist  schon  in  §.  197,  II.  gefunden.  Wir 
werden  dasselbe  jetzt  aber  noch  durch  einige  interessante  Be- 
ziehungi'n  erweilern.  Wenn  nkmlich  ein  Quotient  von  derFono 
±1^:''   ^- B-   der  Qnotient   (r,)==1 +t  =  (OjD,).   eingetrel'en 
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ist;  so  ist  die  Richtong  des  absolut  kleinsten  Restes  (Si)  nicht 
mehr  nnbeschrfinkt;  es  kann  vielmehr  dieser  Rest  nor  in  dem 
Theile  DtFGHDi  des  um  Di  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Qua- 
drates Ol  liegen.  Hätte  sich  dagegen  (ri)  =  2  =  (0Ct)  ergeben; 
so  könnte  der  Rest  nar  in  dem  Theite  IKLM  des  um  Ct  be- 
schriebenen Quadrates  liefen.  / 

Denken  wir  uns  nun  zuerst  die  Figur  DiVGHDi  parallel 
zu  sich  selbst  mit  Di  an  den  Nullpunkt  geschoben;  so  ergibt 
sich  die  Figur  OfdJiO.  Nehmen  wir  hiervon  die  Reziproke;  so 
verwandeln  sich  die  Geraden  dih  und  dif  in  die  Kreise  DiB' 
und  DiF,  dagegen  verwandeln  sich  die  Kreise  Oh  und  Of  in 
die  Geraden  H'H"  und  IK,  welche  sich  ins  Unendliche  er- 
strecken. Die  gesuchte  reziproke  Figur,  welche  einen  in  der 
unteren  Ecke  durch  KIDiü  H"  begränzten  Quadranten  dar- 
stellt^ enthält  nur  solche  ganze  Zahlen  von  der  Form  a-f-Ai, 
in  welchen  sowol  a,  wie  b  positiv  sind.  Auf  den  Gränziinien 
IK  und  ü' H"  kann  man  jedoch  auch,  wenn  man  will^  die 
ganzen  Zahlen  ans  der  Reihe  BiB^  und  D^iE^i  nehmen,  wo- 
durch also  auch  ganze  Zahlen  von  den  bdden  Formen  a  —  t 
und  —  1  -}-  6«  möglich  werden. 

Beachtet  man,  dass  bei  der  Quotientenbildung  noch  der 
Neigungswinkel  der  eben  bestimmten  Grösse  mit  entgegenge- 
selzten  Zeichen  zu  nehmen  ist,  wodurch  in  der  Form  a-\-bi 
die  Grösse  b  das  Zeichen  wechselt;  so  folgt,  dass  der  auf  den 
Quotienten  1  -{-  f  zunächst  folgende  Quotient  nolhwendig  von 
der  Form  a  —  bi,  oder  in  besonderen  Fällen,  wenn  man  will, 
von  der  Form  a-{-i  oder  — 1 — bi  sein  muss,  worin  a  und  6 
positiv  gedacht  sind.  Überhaupt  erkennt  man,  dass  der  Quo- 
tient, welcher  auf 

1-f-i  folgt,  nur  die  Form  a — 6t,  zuweilen  auch, 

wenn  man  will,    a-^i  und  -1 — bi 
1 — t     »       »      »       »      a-f-6t,  zuweilen  auch, 

wenn  man  will;    a — i  »    -l-f"^» 
_l-|_t     ))       ))      »       »     -ö — bif  zuweilen  auch, 

wenn  man  will,  -a-f-«  »      1  — bi 
-1 — t     »       »      »       »     -fl-f-H  zuweilen  auch, 

wenn  man  will, -a — i  »      l-f-6i 

besitzen  kann,  insofern  der  erstere  Quotient  nicht  derjenige 
vom  Zeiger  0  ist. 

Wäre  der  Quotient  (ri)  =  2  gewesen,  sd  trage  man  die 
Pigur  CtFKLMCi  mit  d  an  den  Nullpunkt  und  suche  die  re^ 
xtpfoke  Figur.  Die  letztere  wird  die  in  der  Nähe  das  Null- 
panktes  durch  l'fdH'H"  begränzte  halbe  Koordiüatenefoene 
sein.    Hieraus  eingibt  sieh,  dass  auf  den  Quotienten 

SeheltUr's  uabestimintt  Analytik.  38 
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2    nur  ein  anderer  von  der  Form      ü-^bi, 

zuweilen  auch,  wenn  man  will^  — {-^bi 
— 2    nur  ein  anderer  von  der  Form  — fl+A», 

zuweilen  auch,  wenn  man  will,      l4:it 
2t  nur  ein  anderer  von  der  Form  +ö — W, 

zuweilen  auch,  wenn  man  will,  Hhfl-f"« 
— 2f  nur  ein  anderer  von  der  Form  +^"hH 

zuweilen  auch,  wenn  man  will,  +ö— i 

folgen  kann,  insofern  der  erstere  Quotient  nicht  derjenige  vom 
Zeiger  0  ist. 

Wäre  endlich  der  Quotient  (ri)  =  2-\-i  gewesen;  so  hat 
man  die  Figur  NGFMLN  so  an  den  Nullpunkt  zu  tragen,  dass 
Df  in  0  fällt.  Dies  gibt  did.ipibidt.  Die  reziproken  Linien 
der  Seilen  Ji^/.i,  d^tp,  t6i,  bidi  sind  die  Kreisbögen  DiD,u 
D.iP,  I'Bi,  BiDu  Was  die  Reziproke  der  krummen  Seite  pi 
betriflTt;  so  ist  dieselbe  ein  Bogen  des  um  J?_i  mit  der  Län- 
gen ei  nheü    beschriebenen   Kreises^    für    welchen    ausserdem 

0J8.i=  V2  ist.  Der  reziproke  Kreis  ist  also  nach  HL;  mit 
diesem  identisch;  die  reziproken  Punkte  Beider  liegen  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Mittelpunktes  B^i.  DemDach 
ist  der  Bogen  PB^tA^iI'  reziprok  dem  Bogen  pi.  Hierdurch 
fällt  der  Endpunkt  £.1  der  ganzen  Zahl  —  1  —  t  aus  dem  Be- 
reiche derjenigen  ganzen  Zahlen  ^  welche  den  in  der  fraglichen 
Figur  liegenden  Grössen  reziprok  sein  können.  Auf  diesem 
Wege  erhellet,  dass  auf  den  Quotienten 

2-{-t  und        l4-2t  nicht  der  Quotient  — ^-h« 
2  —  f     »  1  —  2t     »         »  »         —  1  —  t 

—  2  +  t     »     — l4-2t     i)         »  »  l+t 

—  2  —  t     »     —  1  —  2t     »         »  j,  1  —  t 

wol  aber  jeder  andere,  welcher  absolut  ^  V2  ist,  folgen  kann, 
insofern  der  erstere  Quotient  nicht  derjenige  vom  Zeiger  0  ist. 
Endlich  sieht  maq  leicht  ein,  dass  bei  keinen  anderen,  als 
als  den  vorstehend  bezeichneten  Quotienten  der  Spielraum  für 
den  nächstfolgenden  Quotienten  anders,  als  durch  die  allge- 
meine Bedingung  beschränkt  ist,  dass  der  Letztere  ^  r2 
sein  müsse. 


V.     Aus^   den    vorstehenden    Beziehungen    ergibt   sich 
Gesetz  über  die  Annäherung  der  Näherungsbrüche  folgender- 
maassen. 

Die   Nenner  der  Näherungsbrüche  sind  von   dem  ersten 
Quotienten  (ro),  welcher  unter  Umständen  den  absoluten  Werth 

0^  1  und  r  2  haben  kann,  ganz  unabhängig.  Der  erste  Nenner 
No  ist  stets  =s=:  1 ,  also  grösser  als  der  vorhergehende  Nenner 
iV_i,  welcher  stets  =0  ist.    Angenommen^  von  Quotienten  (fi) 
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an  habe  man  erst  eine  beliebige  Anzahl  von  Quotienten,  welche 

absolut  sämmtlich  >>  V2  sind.  Alsdann  muss  nach  §.  197,  IIT. 
jeder  spätere  Nenner  numerisch  entweder  ]>  oder  =  dem 
vorhergehenden    sein.     Auf    djese   Quotienten    folge    nunmehr 

Einer,   welcher^  absolut  =  r  2  sei;   alsdann   muss   der  weiter 

folgende  !>>  r  2  sein  und  zugleich  der  im  Vorstehenden  ange- 
gebenen Bedingung  hinsichtlich  seiner  Richtung  genügen.  Neh- 
men wir  daher^  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  von  der  ge- 
dachten Stelle  folgende  Reihenfolge  der  Quotienten  und  Nenner 
an,  worin  r,  n . . .  sowie  iV,  iVi . . .  positive  Zahlen  bezeichnen. 

n  (r)  (N) 

n  (N)  =  AV«' 

w  +  1  (iVO  =  iVi^«i' 

«  —  2  (rs)  =  r2e^2i         ( JV,)  =  JVt^«» ' 

3t. 

Hierin  sei  der  Quotient  (ri)=\-]-i,  also  rje*P2*=  K2e* ';  als- 
dann muss  fs  >  V2  und  (fj)  von  der  Form  «  —  bi  sein,  mithin 

der  Winkel  cps  zwischen  0  und  — —  liegen.     Ferner  sei  unter 

den  Nennern  JVi^iV.     Jetzt  hat  man  für  den  Nenner  (iVj) 

(9)  (iVO  =  (rO(JVO  +  (iV) 

=  K2iVi/^^''0^+iV£j«^ 
und  für  den  Nenner  (iVs) 

(10)  (iV3)  =  (r8)(iV0  +  (iV0 

Der  numerische  Werth  von  (iVi)  wird  nun  nicht  immer  ^  oder 
=  dem  von  (JVi)  sein.  Wol  aber  ist  stets  der  von  (iVs)  > 
als  der  von  (iVi).  Um  Dies  zu  erkennen,  schreiben  wir  nach 
Gl.  (10) 

(iVa)  =  Vlr^Ni  cos  r  ^  +ai+<p3  J  -^-r^Ncos  (a4-<ps)+^i  ^^^  «i 

-|-[  l^ra A^i  «ft r -^  +«1+^3  )  +r«iV«in  (a+(p3)+iVi  «m  ai]i 

Nehmen  wir  die  Summe  der  Quadrate  der  absoluten  Werthe 
des  reellen  und  imaginären  Theiles  von  (iVs);  so  kommt 

JVs»  =  2ra*iVi*  4-  ra'iV«  +  JVi»  +  2  V2r^NNi  cos  Q^  +  ai  ~  a^ 

+  2  l^2r3iVi*  cos  r -|-  +  (f  s  J  +  ^raiVJVi  cos  (a  —  ai  +  cp,) 

38* 
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Udi  das  MiDiroom  dieses  Werthes  zu  beslimmen,  beachte  man, 

dass  cos  (  -j-  -f-  tti  —  a  J  und  co$  (a  —  ai  -f-  (f $)  tiefstens  auf 
—  1  herabsinken  können.  Da  aber  (fs  zwischen  0  und  —-r 
liegt;   so   ergibt  sich  der   kleinste  Werlh   von    ^ö«f  — -|-<p«  J 

für  (ft  =  —  -^  und  ist  demnach  =  cos  {  — --  J  =-:w^.  Hier- 
nach ist  also  unbedingt 

iV,*  ^  2ra*iVi«  +  r3«iV*  +  iVi'  +  2r8AV  —  2^2  r,»iViVi  —  2r,Mi 
und  da  iVi^iV  ist,  auch 

(11)  W  ^  2^3•^l•  +  fs'iV«  4-  iVi'  —  2 1^  ra'iViVi 

Dass  der  Ausdruck  auf  der  rechten  Seite  aber  grösser  als  die 
Norm  iVi*  des  Nenners  (Ni)  ist,  oder  dass  man 

2^,«JVi»4-r3•^*  +  iV^*  — 2K2r3»iViVi>Ari« 

oder    2r,«iVi«  +  r3'iV»  — 2Vlr3»iViVi>0,    d.i. 

r3«(K2iVi— iV)*>0     oder 

U{V2N,  —  N)>^ 

hat,  leuchtet  ein,  weil  schon  iVi^iVist.  Demnach  hat  man 
Nt^Nif  was  zu  beweisen  war. 

Ist  nun  JVi<^iVi;  so  hat  man  wegen  iV3>JVi  auch  JV3>W!. 
In  diesem  Falle  kann  also  nach  §.  196,  Gl.  (16)  die  Näherung 
bei  dem  Näherungsbruche  üft  gestört  werden,  indem  man  hier- 
für den  Ausdruck 

K-K, (arO(JVi) 

K-K-         (iV,) 

hat,  welcher  numerich  >>  1  sein  kann,  sodass  möglicherweise 
jTt  sich  weiter  von  K  entfernen  kann,  als  ÜTi.  Dagegen  beginnt 
die  Näherung  sofort  wieder  beim  Näherungsbruche  JTs,  und 
zwar  liegt  dieser  Bruch  nicht  allein  näher  als  £, 
sondern  auch  näher  als  JTi  an  K,  Das  Erstere  erhellet, 
weil  iVs^iVt  ist.  Das  Letztere  erhellet,  weil  aus  der  vor- 
stehenden und  aus  der  Gleichung 

K-Ks_      (x,)(N,) 

K-K~        (iV,) 


die  dritte 


K-K,_(x^){x^){Ni) 
K-^R—       (iV,) 


J 
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folgl,    worin   A'j>-JVi,    (i.)    und   (jTj)   numerisch   ^  -r^i also 

ix\)(xt)  numerisch  ^-5-  ist. 

Wäre  dagegen  iVi^iV,;  so  fulgtjchon  aus  §,  197,  dass, 
weil  der  Qiiolient  (ri)  numerisch  ^  V  2  ist,  JVi^iVi  sein  wird. 
In  diesem  Falle  wird  also  auch  nicht  eiomal  bei  A't  das  Nähe- 
rungsgeselz  geslörl. 

Was  die  Zähler  {M)  der  Näherungsbrücho  betrilTt;  so 
folgen  dieselben  hinsicbltich  ihres  Wachslhumcs  einem  gleichen 
Gesetze,  wie  die  Nenner,  obgleich  von  ihnen  das  NSberungs- 
geseLK  für  die  NäherungsbrUche  gar  nicht  abhängt.  Die  ZShlcr 
werden  jedoch  vom  ersten  Quotienten  (r^)  affizirl,  irclcher  nnme- 
riscb  =0,  t   und    r2  sein  kann. 

Ist  ro^O;  so  ist  Jfn^O  und  JV,^1.  und  man  kann  in 
diesem  Falle  die  ßelrachlang  mit  den  beiden  Zählern  {Mb)  und 
(Ml)  beginnen. 

Istro^l;  so  ist  JH_i  =  l  und  Mf^^\,  und  man  kann 
von  den  beiden  Zählern  (Jlf.i)  und  (Jfo)  ausgehen.  Oasselbo 
kann  geschehen,  wenn  ro=r  ^,  ali^o  ^_i^1  und  Mi,=  V2  i»t. 

VI.  Das  Gesetz  der  Näherungsbriicbe  lässt  sich  noch  auf 
Folgende  Weise  sehr  klar  geometrisch  veranschaulichen. 

In  Figur  10    stellt 
die  ans  vier  Halbkreisen  ^'^-  '"■ 

bestehende  Linie  die 
Reziproke  des  um  den 
Nullpunkt  mit  der  Län- 
geneinheit als  Seite  be- 
sehriebcnen  QaadraleA 
dar.  Das  verzeichnete 
Netz  der  Quadrate  ist 
durch  die  Punkte  ge- 
legt, welche  in  den 
Richtungen  der  Grund- 
asLcn  rcsp.  um  ^,  1^, 
2;.. .  vom  Nullpunkte 
abstehen.  Die  End- 
|junkte  der  ganzen  Zah- 
len liegen  also  in  den 
Mittelpunkten  der  Qua- 
drate dieses  Netzes. 

Die  absolut  kleinsten  Iteste  («),  welche  durch  die  Abson- 
derung der  zunächst  liegenden  ganzen  Quotienten  (r)  cntstefacn, 
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sind  Linien  ^  r  2,  welche  von  den  eben  genannten  Mittel- 
pnnkten  auslaufen  und  über  die  Glänze  des  betreffenden  Qua- 
drates nicht  hinausreichen.  Von  diesen  Quadraten  sind  die  am 
Umfange  der  krummh'nigen  Figur  h'egenden  unvollständig,  and 
die  einem  solchen  unvollständigen  Quadrate  angehörigen  Reste 
können  niemals  über  den  krummlinigen  Theil  der  Gränzlinie 
hinaustreten.  Demnach  wird  unbedingt  jeder  Rest^  wenn  man 
ihn  parallel  zu  sich  selbst  an  den  Nullpunkt  trägt ^  innerhalb 
des  mittleren  Quadrates  liegen,  weil  dasselbe  vollständig  ist. 

Umgekehrt  kann  dagegen  eine  im  mittleren  Quadrate  lie- 
gende, vom  Nullpunkte  auslaufende  Linie  unbedingt  nur  io 
jedes  der  vollständigen  Quadrate  von  dessen  Mittelpunkte 
aus  parallel  übertragen  werden.  Wäre  das  letztere  Quadrat 
Eines  der  16  unvollständigen  Quadrate;  so  wäre  es  denkbar, 
dass  bei  der  parallelen  Übertragung  die  krumme  Gränzlinie 
dieses  Quadrates  überschritten  würde.  Ein  solcher  Fall  kann 
aber  dann  nicht  eintreten,  wenn  die  aus  dem  mittleren  Qua- 
drate in  das  unvollständige  Quadrat  zu  übertragende  Linie  das 
Reziprokum  einer  Zahl  ist,  deren  Endpunkt  in  demjenigen 
Theile  der  Koordinatenebene  liegt,  welcher  nach  den  Retrach- 
tnngen  sub  IV.  der  mögliche  Ort  für  die  reziproken 
Werthe  der  aus  dem  unvollständigen  Quadrate  her- 
rührenden Reste  ist.  Ein  solches  Verhältniss  findet  bei 
den  nachfolgenden  Untersuchungen  stets  statt,  und  demnach 
wird  bei  den  vorkommenden  Übertragungen  niemals  die  Gränze 
der  betreffenden  Figur  überschritten  werden. 

Jetzt  sei  {OÄ)  =  {ro),  (0^,)  =  (ri),  (0^2)  =  (r,)  etc.  resp. 
der  Iste,  2te,  3te  etc.  Quotient  eines  nach  dem  Prinzipe  der 
numerisch  kleinsten  Reste  entwickelten  Kettenbruchs  K. 

Der  erste  Näherungsbruch  ist  Ko='{ra)  und  die  lineare 
Gränze  für  die  Differenz  K — Ko  bildet  das  um  A  beschriebene 
Quadrat  ^o^  dessen  Seite  die  Längeneinheil  ist. 

Um  den  zweiten  Näherungsbruch  (/ifi)  =  (r©) -|- ^ — -  zu  bil- 
den, nimmt  man  die  Reziproke  von  {OAi)  =  {ri)  und  überträgt 
dieselbe  von  dem  inneren  Quadrate  in  das  Quadrat  n«  vom 
Punkte  A  aus.  Nun  ist  aber  die  Reziproke  des  ganzen  (hier 
unvollständigen)  Quadrates  Oi,  dessen  Mittelpunkt  Ai  ist,  nar 
ein  Theil  des  mittleren  Quadrates^  welcher  durch  den  Abschnitt 
in  der  oberen  Ecke  links  versinnlicht  ist.  Überträgt  man  diesen 
Abschnitt  in  das  Quadrat  Qo  bei  A;  so  bildet  derselbe  die 
Gränze  für  die  Differenz  K  —  Ki.  Man  sieht,  dass  diese  Gränze 
ganz  innerhalb  der  quadratischen  Gränze  für  K — Ko  liegt; 
also  enger  ist. 
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1 

Um  den   dritten  Näherongsbruch  ifi  =  (r©)  -f-  ^    . ■  t  ^a 

bilden,  nimmt  man  die  Reziproke  von  (OAi)  =  (ri).  Der  End- 
punkt desselben  liegt  offenbar  in  dem  Reziproken  des  ganzen 
Quadrates  ü,,  welches  um  Af  beschrieben  ist.  Dasselbe  macht 
einen  anderen  Theil  des  mittleren  Quadrates  aus,  und  ist  darin 
durch  eine  kleine,  von  dem  Abschnitte  in  der  Ecke  getrennte 
Kreisfläche  dargestellt.  Überträgt  man  diese  kleine  Kreisfläche 
in  das  Quadrat  ü^  bei  Ai;  so  muss  sie  ganz  in  dessen  Innern 
liegen,  wie  aus  dem  Früheren  unzweideutig  erhellet.     Demnach 

1 
liegt   auch   die  Übertragung   von  --r^  in  das   Quadrat  ü^   oder 

{Ti) 
1 

der  Endpunkt  von  (ri)-|-7— r   ganz  in   dessen   Innern.     Nimmt 

man  jetzt  das  Reziproke  von  (ri) -{' -^r--;  so  fällt  dasselbe  ganz 

in   den  Abschnitt  an   der  oberen  Ecke  hinein,   und   zwar  liegt 

dasselbe   in    derjenigen   Figur,    welche   die   Reziproke   des   im 

Quadrate  Qi   verzeichneten  Kreises    bildet.     Die  letztere  Figur 

ist   durch   den    noch    kleineren    Kreis,    welcher   innerhalb   des 

Abschnittes  an  der  Ecke  verzeichnet  ist,    dargestellt  und  bildet 

1 
die  Gränze  für    .   .    , — r-.    Überträft  man  endlich  diesen  Werlh 

in  das  Quadrat  o^  bei  ^;  so  liegt  sein  Endpunkt  oder  der 
Endpunkt  von   Jif,  ===  (r©)  4*  7-^-7— 7—    ganz     'ori     Innern     der 

dorthin  übertragenen,  von  dem  Abschnitte  an  der  Ecke  ganz 
umschlossenen  Figur.  Die  Gränzlinie  für  die  Differenz  K — /A 
bat  sich  also  noch  weiter  verengt. 

Hieraus  wird  das  Näherungsgesetz  deutlich  geworden  sein. 
Wir  bemerken  noch,  dass  dieses  Gesetz  bei  einem  Kettenbruche, 
welcher  nicht  nach  dem  Prinzipe  der  numerisch  kleinsten  Reste 
gebildet  ist^  deshalb  nicht  nachweisbar  ist,  weil  alsdann  die  in 
unvollständige  Quadrate  übertragenen  Linien  nicht  mit  Noth- 
wendigkeit  ganz  in  das  Innere  dieser  Quadrate,  auch  die  frag- 
lichen Gränzfiguren  nicht  nothwendig  ineinander  zu  fallen 
brauchen. 

VII.  Aus  allem  Vorstehenden  erhellet,  dass  wenn  man 
eine  Reihenfolge  von  Quotienten  annimmt;  welche  den  ent- 
wickeilen Redingungen   nicht   widersprechen,    dieselben   immer 
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eine  Keltenbruchsentwickelaog  mit   namerisch  kleinsten  Resten 
darstellen;  im  Gegentheile  aber  nicht. 

Demnach  ist  auch  jeder  Näherungsbruch  A.  durch  die 
Quotientenfolge  (ro)»  (rt) . . .  (fn),  aus  denen  er  besteht,  in  einen 
Keltenbruch  mit  absolut  kleinsten  Resten  ent\(^ickelt. 

VIII.  Endlich  machen  wir  darauf  aufmerksam,  indem  wir 
irgend  einen  Näherungsbruch  in  der  Form 

schreiben,    dass    weil   nach   dem  obigen   Näherungsgeselze  die 

Grösse  Kn  nicht  bloss  nach  ihrem  absolnten  Wertbe,   sondern 

auch  nach  ihrer  Richtung  der  Grösse  K  immer  näher  and  näher 

kommt ^  je  höher  man  den  Zeiger  n  nimmt,    nothwendig  nicht 

M 
bloss   der   absolute    Werth  -jrr ,  sondern  auch  die  Winkelgrösse 

\i  —  r  cineni  konstanten  Werlhe  entgegenslrebt. 

Wenn  also  in  Figur  11  (OM)  und  (OJV)  p^     ^^ 

nach  Länge  und  Richtung  den  Zähler  nnd  ^* 

Nenner  irgend  eines  Näherungsbruches  Kt, 
darstellt;  so  nähert  sich  nicht  bloss  das 
Verbäitniss  zwischen  den  beiden  absoluten 
Längen  von  OM  und  ON^  sondern  auch  der 
zwischen  diesen  beiden  Linien  liegende  Win- 
kel MONs^ii'-v  einem  bestimmten  Werihe, 
d.  h.  das  über  Zähler  nnd  Nenner  der 
sukzessiven  Näherungsbrüche  ent- 
worfene Dreieck,  wie itfOiV,  MtONi  u.s.w., 
wird  immer  mehr  einem  bestimmten  Dreiecke  ähnlich. 

Man  kann  also  mit  Hülfe  der  Keltenbrüche  die  Aufgabe 
lösen,  ein  gegebenes  Dreieck  MiON\,  für  welches 

ist,  möglichst  genau  durch  Dreiecke  wie  MON  darzustellen,  für 
welche  die  rechtwinkligen  Koordinaten  der  Punkte  M  und  iV 
möglichst  kleine  ganze  Zahlen  sind. 


§.  199.    AufiSsung  der  unbetHmnmien  Gieiehmngeu  «•nt  er$ien 

ihrade  in  k^mapiexem  MmMen. 

l.     Wir  suchen  jetzt  die  Auflösungen  der  Gleichung 
(I)  As-^By^C 

in  der  Voraussetzung,  dass  die  Koeffizienten  Ay  B,  C  beliebige 
reelle,  imaginäre  oder  komplexe  ganze  Zahlen  seien,  indem  wir 
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für  X  und  y  alle  zulässigen  reelleo,  imaginären  und  komplexen 
ganzen  Zahlen  ermitteln. 

Man  kann  zu  diesem  Ende  offenbar  die  Methode  des  §.  28, 
\velche  eine  sukzessive  Aussonderung  der  Ganzen  bezweckt,  in 
Anwendung  bringen,  wenn  man  die  zu  beschaffendeo  Divisionen 
stets  mit  numerisch  kleinsten  Resten  ausführt. 

Man  kann  aber  auch  nach  §.  30  und  32  die  Kettenbrüche 
zu  Hülfe  nehmen^  indem  man  erst  eine  Auflösung  der  Gleichung 

(2)  Aa:  -^By=\ 
sucht,  und  hierauf 

(3)  x=Cx-\'Bw,        y=Cy-\-Aw 

setzt. 

Gleichviel,  nach  welcher  Methode  man  verfährt,  und  auch 
dann,  wenn  Aj  B,  C  reelle  Zahlen  sind,  immer  hat  man  behuf 
Erzielung  der  grössten  Allgemeinheit  unter  der  Willkürlichen 
V)  irgend  eine  komplexe  ganze  Zahl  zu  verstehen. 

Die  Auflösung  ist  auch  hier  unmöglich,  wenn  A  und  B 
ein  gemeinschaftliches  Maass  besitzen,  welches  nicht  in  C  ent- 
halten ist.  Man  kann  daher  bei  einer  möglichen  Gleichung 
stets  dafür  sorgen,  dass  A  und  B  vollkommen  relativ  prim 
werden. 

Es  wird  hier,    wie  in  §.  30,  bemerkt,  dass  wenn  man  die 

A   ,       , 

Kettenbrüche  anwendet,  also  den  Werlh  von  -rr  in  einen  Ket- 

Jj 

M 
tenbruch  -^  entwickelt,   danach   gesehen   werden   muss,    dass 

bei  der  Reduktion  dieses  Kettenbruches  die  beiden  Grössen  Jf„ 
und  iVn  nicht  bloss  nach  ihrem  absoluten  Werthe,  sondern  auch 
nach  ihrem  Zeichen  resp.  gleich  A  und  B  werden.  Das  Letztere 
kann,  wenn  es  sich  nicht  von  selbst  einstellt,  nach  §.  196,  III. 
stets  leicht  erreicht  werden,  indem  man  für  JWLt  und  JNLs  die 
richtige  Potenz  von  i  setzt  oder  die  Zähler  und  Nenner  aller 
Näherung«brüche  mit  dieser  Potenz  multiplizirt.  Erbalten  hier- 
durch die  Grössen  JW_i  und  iV.a  den  Werlh  i1;  so  gilt  die 
Gl.  (13)  in  §.  197  und  man  hat  als  Auffö^ung  der  vorstehen- 
den Gl.  (2) 

(4)  X  ={-~-\y-'K.,.  y  =(._l)n-lj»f,,, 

Erbalten   dagegen   die  Grössen  iJf.i    und  iNL*   den  Werlh   +i; 

so  gilt  die  GL  (U)  in  §.  197  und  man  hat 

(5)  x^{-\  yN..x ,       y  =  (- 1  )"^„-.i 

II.     Beispiel   1.     Es  sei  gegeben 

(3  +  4i>-(l-h2i>/=5 


Jlfn 

N. 

0 

1 

1 

0 

2 

1 

3+4i 

l+2t 
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Hier   ist,   wenn   man   die  Ketlenbrücbe  in  Anwendang  bringt, 

-p-== .    10.  =  -;^  zw  entwickeln.     Dies  gibt 

B  \'-\-2t        Nn 

n  Äa 

—2 
—  1 

0  2 

1  l+2t 
Hier  hat  man  nach  den  Beziehungen  (4) 

x=i—\yNo=\,         y'  =  (— 1)Wo  =  2 

also 

iF=  5  . 1 -4-(l +2f)(t?4-iri)  =  5 +0  — 2M)  +  (2D  +  ir)t 
y==5.2  4-(3  +  40(t?4-tt^')==^Ö  +  3t?  — 4tr4-(4»  +  3!c)t 
Hierin   stellt   V'{-wi  eine   willkürliche  ganze  Zahl   oder  v  and 
w   zwei   willkürliche   reelle   ganze  Zahlen   dar.     So    hat  man 
z.  B.  für  i?=l,  tr=  l 

a?==:4  +  3i,        y  =  9  +  7t 

III.     Beispiel  2.     Es  sei  gegeben 

(2  4-  30i>  —  (7  + 1  OOy  =  3  —  2i 

Hier  ist  bei  Zahülfenahme  der  *  Ketlenbrücbe -7r  =  :r-pT-:r-  =  -ijr 

ß       7-}-10f      Nu 


za  entwickeln. 

Dies 

gibt 

■ 

n 

an 

Mn 

iV„ 

—2 

0 

1 

—  1 

1 

0 

0 

2+i 

2+i 

1 

1 

1     3t 

6— 5t 

1— 3t 

2 

3+2i 

30     2t 

10     7t 

Damit  hier  auch  dem  Zeichen  nach  Mn  =  A  und  Nn  =  B  werde, 
muss  jJL|==t  und  iNLj  =  t  genommen  werden.    Hierdurch  wird 

Jtf„.i  =  J»fi  =  5  +  6i ,         JV„_i  =  iVi  =  3  + 1 
und  da  jetzt  die  Beziehungen  (5)  gelten;  so  ist 

i7'  =  (-l)*JVi  =  3  +  t,         y'=(-l)«JWi  =  5  +  6t 
folglich 
a:=(3-2t)(3-4-t)-f  (7+1  Oi)(i)-j-wi)=\  i+7t?-l  0jf?+(-3-l-l  0«?+7m?)i' 

y==(3-2t)(54-6i)+(2+30tXH-«^0=27+2«?-30tr+(84-30»+2M?)« 
So  hat  man  z.B.  für  t?  =  0,  w?  =  0 

ir=ll  — 3i,        y  =  27  +  8t 
IV.     Wenn  man  die  Koeffizienten  A  und  B  in  Gl.  (1) 

(6)  il==flo-|-öit,        fi  =  6o-|-4i« 

setzt;  so  erkennt  man  leicht,  dass  die  allgemeine  Auflösung  der 

Gleichung  (1)  in  der  Form 

^y\  ix  =po  -}-  bov  —  biw  -j-  (pi  4-  fii«?  4-  Jott?)t 

enthalten  ist. 
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Will  man  die  hierdurch  dargestellten  reellen  Werlhe 
von  X  und  y  ermitteln;  so  hat  man  diejenigen  ganzen  Werthe 
von  V  und  w  aufzusuchen,  für  welche  gleichzeitig 

fß\  ipi-j-biV  4-^10  =  0 

ist.     Die  beiden  Grössen  v  und  w  sind  also  ans  zwei  Gleichun- 
gen  vom  ersten  Grade  zu  bestimmen. 

Wenn  Eine  der  beiden  Grössen  v,  to  in  der  ersten  und 
die  andere  in  der  zweiten  der  vorstehenden  beiden  Gleichungen 
(8)  vorkommt  (gleichviel,  ob  sonst  jede  dieser  Gleichungen  nur 
£ine  der  beiden  Grössen  v,  w  oder  beide  zugleich  enthält); 
so  kann  die  Auflösung  der  Gleichungen  (8)  nur  einen  einzigen 
Werth  für  v  und  auch  nur  einen  einzigen  für  w  ergeben.  In' 
diesem  Falle^  welcher  stets  eintritt,  wenn  die  beiden  Koeffi- 
zienten A  und  B  der  gegebenen  Gl.  (1)  vollständig  komplex 
sind,  ist  also  nur  eine  einzige  Auflösung  der  Gl.  (1)  in  reellen 
Zahlen  denkbar.  Die  Existenz  einer  solchen  Auflösung  setzt 
aber  auch  ferner  noch  voraus ;  dass  die  Werthe  von  t?  und  U7 
aus  Gl.  (8)  ganze  Zahlen  seien. 

So  findet  man  für  das  erste  der  obigen  Beispiele  aus  den 
Gleichungen 

2i?-|-M?  =  0 
4fj-|-3u?  =  0 
die  beiden  ganzen  Werthe  »=0,  tt?=0.     Die  betreffende  Glei- 
chung hat  also  die  einzige  reelle  Auflösung  a?==5,  y=10. 

Dagegen  können  in  dem  zweiten  der  obigen  Beispiele  die 
beiden  Gleichungen 

8  +  30t?4-2w?  =  ^ 

3t  17 

nur  durch  die  gebrochenen  Werthe  »  =  —  — ,  m7  =  —     erfüllt 

werden.  Die  betreffende  Gleichung  hat  also  keine  reelle  Auflösung. 

Wenn  aber  jede  der  beiden  Gleichungen  (8)  nur  Ein  und 
dieselbe  der  beiden  Grössen  Vy  w  enthält,  oder  auch  dann, 
wenn  in  Einer  jener  Gleichungen  gar  keine  dieser  beiden  Grössen 
vorkommt,  kann  es  eine  unendliche  Menge  reeller  Auf- 
lösungen der  Gl.  (1)  geben.  Dieselben  finden  sich  durch 
diejenigen  ganzen  Werlhe  von  v  und  tr,  welche  den  Glei- 
chungen (8)  ein  Genüge  leisten. 

V.  Was  die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichungen 
vom  ersten  Grade  mit  mehr  als  zwei  Unbekannten  in  komplexen 
Zahlen  anlangt;  so  ist  dieselbe  nach  den  in  §.34  ff.  entwickel- 
ten Prinzipien  unter  Anwendung  der  vorstehenden  allgemeineren 
Zahlengesetze  zu  bewirken,  indem  man  schliesslich  für  alle 
Willkürlichen  ganze  komplexe  Zahlformen  einführt. 


Zehnter  Abschnitt. 


Cnendllche  Kettenbrttche^ 
nnbesiiiiiinte    tiileichaiig^eH    wmm 

zureiten  Grade 


und 


lirruiidlelireii  der  Rong^rueiuE  iH 

komplexen  Zahlen. 


§.  200.    Xniwiekeiung  der  komplexen   Wuraet  einer  quadrU' 
tUchen  Weiehunff  in  einen  Mettenbrueh» 

1.     Wir  geben  jetzt  darauf  aus,  den  Ausdruck  A'  =  — tj"» 

worin  2>,  Pq,  Qo  beliebige  komplexe,  aber  ganze  Zahlen  seien, 
in  einen  Kettcnbruch  zu  entwickeln,  indem  wir  hier^  wie  in 
§.  59    voraussetzen,    dass    D  —  Po'    durch    ^o    theilbar    oder 

— j^ — ^-  eine   ganze  Zahl   Q^i   sei,   was    man    in    allen   Fällen 

leicbt  bewirken  kann. 

Es  leuchtet  ein,  dass  die  Grundformeln  der  §§.  59  und  61, 
durch  welche  die  Grössen  A»  Qnj  «n  voneinander  abhängen, 
fortwährend  Gültigkeit  behalten,  welche  willkürliche  Werihe 
man   auch  für  die  Quotienten  a^  einführen  möge.     Wenn  also 

yjj\_P 

aus  dem  Gliede  Xn  = r*         entweder  durch  beliebige  Wahl 

oder  nach  einer  sonstigen  Bedingung  der  Quotient  On  bestimmt 
tsl;  so  kann  man  behuf  Berechnung  der  Grössen  P„^t  und  ^n+t 
für  das  nächstfolgende  Glied  x^^i  immer  die  Formeln 


(2)  en+i= 


Qn 
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in  Anwendung  bringen«  ^n+i  wird  sleis  eine  ganze  Zahl  wer- 
den, und  man  führt  die  zur  Ermittelung  dieser  Grösse  dienende 
Division  aus^  indein  man,  wenn  Qa  =  q-^qi  ist^  nach  der  Formel 

verfährt. 

II.  Damit  nun  aber  der  sich  ergebende  KeKenbruch  kon- 
Yergire,  dergestalt,  dass  die  höheren  Näherungsbrüclie  immer 
genauer  den  Werth  von  K  darstellen,  hat  man  das  Prinzip 
der  absolut  kleinsten  Reste  in  Anwendung  zu  bringen, 
also  für  den  Quotienten   On  diejenige   ganze  Zahl   zu  nehmen, 

welche  der  Grösse  ^    °   am   nächsten    kommt,    oder   für 

v/n 

welche  der  absolute  Werth  des  Restes  I^-r?^   isl.     Um  diesen 

—  V2 

Quotienten  zu  finden,  kann  man  nach  Einer  der  beiden  nach- 
stehenden Regeln  verfahren. 

III.  Zuvörderst  jedoch  bemerken  wir,  dass  sich  ein  Aus- 
druck von  der  allgemeinen  Form  Va-\'bi  nach  einer  bekann- 
ten Formel  in  einen  anderen  verwandelt,  in  welchem  das  Reelle 
vom  Imaginären  getrennt  ist,  indem  man  setzt 

(4)   v7+di=y^<y^^^^ 

Hierin  ist  das  erste  Glied  stets  poSitiT^  das  zweite 
ist  dagegen  resp.  peU^itiT  oder  ncgatlT  zo  nehmen, 
jenachdem  die  Grösse  d  poi^ÜlT  oder  IiegfatiT  ist. 

IV.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  handele  sich  um  die  Be- 
stimmung desjenigen  in  der  Grösse 

,,^  j.^VDTÖ^i  +  P+Fi 

enthaltenen  ganzen  Quotienten  a-f-at,  welcher  den  absolut 
kleinsten  Rest  zurücklässt;  so  kann  man,  indem  man  Zähler 
und  Nenner  mit  Q—Qi  multiplizirt,  zuvörderst  schreiben 

K—  Q'  +  Q* 

ein  Ausdruck^  welcher  nach  gehöriger  Berechnung  die  Form 

(6)  Ä Q'^Q* 

annimmt. 
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Setzt  man  jetzt  nach  der  Formel  (4) 

(7)  VE^fWi=P+ri 

worin  F  und  F*  im  Allgemeinen  keine  ganzen,  sondern  irralio- 
nale  Zahlen  darstellen;  so  erhält  man 

Jetzt    ist   für   a   diejenige    ganze   Zahl,    welche    dem    Werlhe 

FA-R 
f^lf^t  ^^  nächsten  kommt;  and  für  d  diejenige  anzunehmen, 

F  +  fi' 
welche  dem  Werthe  ^-  ,'  ^.  am  nächsten  kommt. 

Q  -rQ 

Dm  auf  die  Berechnung  der  irrationalen  Grössen  F  und  F 
nicht  mehr  Mühe  zu  verwenden,    als  nöthig  ist,    beachte   man^ 

f4-r 

dass  es  darauf  ankommt,  die  Werlhe  von  ^-  ,    ^,,    nnd    von 

F'  4-R 

^    I   ^y     auf  halbe   Einheiten   genau    zu   kennen,    sodass 

man,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  mit  Bestimmtheit  die 

I  1 

beiden  Gränzen  n — ^  und   «-[-—erkennt^  zwischen  welchen 

jeder  der  fraglichen  Werlhe  liegt.  Dies  wird  erreicht,  wenn 
man  das  Doppelte  dieser  Werthe  auf  ganze  Einheiten 
genau  anzugeben  vermag,  wobei  man  sich  darauf  beschränken 
kann^  diejenige  ganze  Zahl  zu  ermitteln,  deren  absoluter  Werlh 
zunächst  unterhalb  des  fraglichen  Duplums  liegt. 

Demnach  muUiplizire  man  Zähler  und  Nenner  der  rechten 
Seite  von  Gl.  (6)  mit  2  und  schreibe 

rq^i  y_V4(£  +  £^i)  +  2(fl  +  /ri) 

und  berechne  die  Grösse  1^4(£-f-£^  auf  ganze  Einheiten 
genau.    Dies  geschieht,  indem  man  nach  der  Formel  (4) 

(10)  V4(ß^fWT)=y2{ VE'+E'^'^)  ±y'2(V¥^fW^-E).i 

setzt.  In  dieser  Formel  braucht  man  den  Werlh  von  l^4(£*-}-£'^) 
ebenfalls  nur  auf  ganze  Einheiten   genau  zu  nehmen.    Ist 

dann  m  die  zunächst   unterhalb    f^4(JB*-f-E'*)   liegende  ganze 

Zahl;  so  braucht  man  auch  Vm-j-ZE  und  Vm  —  2E  nur  auf 
ganze  Einheiten  genau  zu  nehmen.  Alsdann  ergibt  sich 
aus  Gl.  (9)  mit  Leichtigkeit  der  gesuchte  Quotient  a-f-^'t«  indem 
man   die  Division   mit  2(0' -f-^')   in   den   reellen   und  in  den 
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imagioären  Theil  des  Zählers  bis  aof  Eine  Dezimaistelle  aus- 
fuhrt^ wodurch  sich  sofort  die  zunächst  liegenden  ganzen  Zah- 
len a  und  a   kenntlich  machen. 

Obgleich  man  bei  den  vorhergehenden  Berechnungen  der 
ganzen  Zahlen  nicht  in  Dezimalstellen  einzutreten  braucht;  so 
schützt  man  sich  doch  sicherer  vor  Irrthümern^  wenn  man 
hinter  den  ausgeworfenen  ganzen  Zahlen,  welche  numerisch 
kleiner  sein  sollen,  als  die  betreffenden  Grössen  und  sich 
vermöge  ihres  Zeichens  bald  durch  Addition,  bald  durch  Sub- 
traklion  miteinander  verbinden,  ein  Dezimalkomma  und  einige 
Punkte  setzt. 

Wäre  z.  B.  

,r_  ^4  +  51  +  1 +t 

^- — r+2i — 

gegeben;  so  multiplizirt  man  sofort  Zähler  und  Nenner  mit 
2(1— 2f).     Dies  gibt 

y_  V32  — i24t-[-6  — 2a 

^-  Tö 

Nun  hat  man  nach  der  Formel  (4),  welche  jetzt  sogleich 


± 


yyay+cü-i-' 


geschrieben  werden  kann^ 

»^32-1241=  y^  V^i6«-f62»+l 6  —  ^Kl6*+62»~I6  .  i 

=  y^V4ÄM+\6  —  *^K4TÖ0— 16  .  i 

=  f64,...+  i6-  1^64,. ..--16.1 

=  V80^.—  V^S,..,i 
=  (8,...)-(6,...)i 
Demnach  ist 

(6-4- 8,...)-(2  +  6,...)t      (i4,...)^(8,...)i 
10  10 

=  (1,4...)— (0,8...)» 
und  hieraus  ergibt  sich  der  Quotient 

a-\-ai=\  — i 

V.  Das  vorstehende  Verfahren  zur  Berechnung  der  Quo- 
tienten a-|-at  wird  durch  die  wiederholte  Anwendung  der 
Formel  (4)   und  der  vorhergehenden  Umformungen  etwas  um- 
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ständlich.  Folgendes  Verfahren  dürfte  für  die  Praxis  empfeh-- 
lenswerther  sein.  

Man  berechne  Ein  für  alle  Mal  den  in  V  D-\-Di  enthal- 
tenen reellen  und  imaginären  Theil  nach  der  Formel  (4)  bis 
anf  eine  gewisse  Menge  von  Dezimalstellen ,  t.  B.  bis  auf  zwei. 
Dies  gebe  mit  Vernachlässigung  eines  Fehlers,  welcher  höch- 
stens --—  der   reellen   oder  der  imaginären  Einheit  ausmacheo 

kann, 

(12)       ^  Kz>  +  2>'i=8  +  8'i 

Setzt  man  diesen  Werlh  in  den  Ausdruck  (5);  so  kommt 

und  wenn  man  nun  Zähler  und  Nenner  mit  Q —  Qi  muUiplizirt; 
rii.       ^_(f  +  8)(?-(r  +  y)(y      (f+8)g-  +  (F+8-)g 

Wenn  man  diesen  genäherten  Werth  für  K  nimmt;  so  kann 
der  Fehler  im  Zähler  des  reellen  oder  imaginären  Theiles 
höchstens  das  0+^ fache,   also   der  Fehler  im  reellen  oder 

imaginären  Theile  selbst  höchstens  das  (  ^  aSTT^  y  fache  der 
letzten  Dezimaleinheit   von   S   und   8'   erreichen.     Der  absolate 

Werth  des  Bruches  7^>  T"  ^-^  ist  aber  stets  ^  i ;  demnach  kann 

\!  "TV 
der  fragliche  Fehler  höchstens  Eine  Einheit  der  letzten  Dezimal- 
stelle von  8  und  8'  betragen« 

Hiernach  kann  man  den  Quotienten  a-^di  aus  dem  Nähe- 
rungswerthe  (14)  bestimmen,  indem  man  sowol  im  reellen,  wie 
im  imaginären  Theile  mit  dem  Nenner  in  den  Zähler  dividirt 
und  die  zunächst  liegende  ganze  Zahl  ermittelt.  Diese  Division 
ist  in  der  Regel  nur  bis  zur  ersten  Dezimalstelle  auszuführen. 
Ergibt  sich  jedoch  in  dieser  Stelle  die  Ziffer  4  oder  5,  erhält 
man  also,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  darstellt,  entweder  n,4  oder 
it,5;  so  ist  jene  Division,  um 'die  Entscheidung  herbeizuführen, 
fortzusetzen.  Liefert  diese  Fortsetzung  im  ersten  Falle  die 
beiden  Dezimalen  49  oder  im  zweiten  Falle  die  beiden  Dezi- 
malen 50;  so  muss  man  noch  fernere  Dezimalen  durch  jene 
Division  ermitteln.  Überall  aber  darf  man  diese  Division^  wenn 
die  Entscheidung  nicht  früher  erfolgt,  höchstens  bis  zur  letzten 
Dezimalstelle  von  8  und  8'  fortsetzen.  Tritt  nun  bis  zu  dieser 
Dezimalstelle  nicht  die  Entscheidung  ein,  ergibt  sich  also  ent- 
weder der  Werth  n,499&9...  oder  der  Werth  ii,50000...;  so 
kann  durch  die  eingeschlagene  Rechnung  nicht  mit  Zuverlässig- 
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keit  bestimmt  werden^  ob  der  gesuchte  Quotient  gleich  n  oder 
gleich  n-f-1  sei.  Man  muss  dann,  wenn  sich  n,49999...  er- 
gaben hat,  nachsehen,  um  wie  viel  der  Zähler  des  betreffen- 
den Tbeiles  höchstens  grösser  werden  kann,  und  wenn  sich 
n,50000...  ergeben  hat,  um  wie  viel  jener  Zähler  höchstens 
kleiner  werden  kann,  indem  man  bei  8  und  8'  die  höchst- 
möglichen Fühler  von  Einer  Einheit  der  letzten  Dezimalstelle 
voraussetzt.  Findet  man  durch  Division  in  einen  solchen  Gränz- 
werth  des  Zählers  als  Gränzwerth  für  den  Quotienten  eine  Zahl, 
welche  im  ersten  Falle  von  unten  her  und  im  zweiten  von 
oben  her  den  entscheidenden  Werth  n^5  nicht  erreichl;  so  hat 
man  mit  Zuverlässigkeil  resp.  n  oder  n-j-l  zu  nehmen.  Würde 
aber  bei  dieser  Gränzrechnung  der  Werth  fi,5  resp.  in  der 
Richtung  von  unten  nach  oben  oder  von  oben  nach  unten 
überschritten;  so  bleibt  die  Entscheidung  zweifelhaft.  Man 
muss  dann  entweder  8  und  8'  auf  eine  grössere  Anzahl  von 
Dezimalstellen  berechnen,  oder  das  vorhin  sub  IV.  beschriebene 
Verfahren,  welches  niemals  zu  einem  zweifelhaften  Resultate 
führt,  in  Anwendung  bringen. 

Nachdem  durch  die  vorstehende  Rechnung  ein  Quotient 
gefunden  ist,  geht  man  mittelst  der  Formeln  (1)  und  (2),  in 
welchen  nur  genaue  und  niemals  genäherte  Grössen  vorkommen, 
zu  dem  nächstfolgenden  Gliede  über.  Man  erkennt,  dass  für 
dieses,  sowie  für  jedes  spätere  Glied  behiif  der  Quotientenbe- 
rechnung die  bereits  ermittelten  Näberungswerthe  8  und  8' 
immer  wiederum  verwendet  werden  können,  also  keine  neue 
Ermittelung  nötbig  machen. 

VI.     Entwickeln    wir  .  nach   dem    letzteren    V^erfahren   die 

Grösse  g=^^  +  ^+.^+\    worin  /)+iyi=4+5i,   Po+^'i 

=  l-f-2»    ^o  +  ^o'«=  1 +21    und    der    Vorbedingung   gemäss 

^-i4-0^>ie  =  — * —  ■ ,        ' — ^=:2  — t  eine  ganze  Zahl  ist,  m 

1  -p  1% 

einen   Kettenbruch,    und    nehmen    wir  nach  Gl.  (4)    mit   einer 

Annäherung  auf  Hundertstel 

/iqr5^=|/l(K4T+4)  +  |/y(K4T--4).t 

=  2,28... +  1,09...« 
also  8 +  8'«  =  2,28  + 1,09t.     Hierdurch  wird 

Im  reellen  Theile  dieses  Werthes  von  Xi^  ist  aus  den  oben 
angeführten  Gründen  noch  nicht  mit  Bestimmtheit  zu  erkennen, 

Scbeiricr's  onbestijnmtc  Aaaljrtik.  39 
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\ 
üb   sein  Werlh   <  oder  ^-^-^  s«>.     D«^  ^het   Q=\,  Q=2 

ist;    so    kann    der   Zähler    des   reellen    Theiies   höchstens  um 

0,01.14-0,01.2  =  0,03  grösser,   also  höchstens  7,49  werden. 

7  49  1 

Da  nun -^=1,498,    also<^l-r-   ist;    so   hat    man    für  den 
5  2 

reellen  Thnil  dieses  Quotienten  den  Werlh  1  zu  nehmen.  Es  ist  also 

«0 "{-  aoi  =1—1 
Hieraus  folgt  nach  Gl.  (1)  und  (2) 

P,+P/i  =  (l--0(t+2i')-(l+0  =  2 

^^^4,28^1^ 

2-f-»  5 

aisu  ai-|-«ii  =  2  —  t 

y, -}- ft'i  =  (2  —  i)(2 -f  i)  -  2  ==  3 

»         —  l-|-3i  10 

also  a,-|-a»'i  =  — 2t 

P,  -|-  P,'i  =  —  2f(  -  1  +  3i)  —  3  =  3  +  2i 

—  2  -("•  5 

Hier  bleibt  der  reelle  Theil  des  Quotienten  vorläufig  onbestiminf. 

Erwägt   man   aber,   dass  wenn  8  und  5'  resp.  um  die  Werthe 

z  und  z   zu  klein  wären,  der  absolute  Werth  7,47  des  Zählers 

sich  um  2z  —  z   erhöhen  würde,  und  dass  diese  Erhöhung  ihr 

Maximum   für   ä  =  0,01    und  z  =0   erreicht;   so   kann  jener 

Zähler   höchstens    um   0,02    wachsen,    also   höchstens   =7,49 

7  49  1 

werden.     Da  aber  -V~<C  ^-tt  bleibt;  so  ist 

5^2 

«8  -|-  asi=  —  1  —  2t 

^^_3,28  +  209i^^7,46  +  M7,-^^^^^^^^3, 

—  l  —  2t  5 
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Auch  hier  findet  man,  dass  der  Zähler  7^46  höchstens  auf  7,48 
steigen  kann.     Es  ist  also 

«4  -|-  «/  =  —  l  +  i 
ft  +  ft',  =  (-l+,-)(-1~2i)-(l+t)  =  2 

Da  Ä,-f-fl;,=— (tfo+iio'i),  P,'\'P:i=Po-{-Poh  P*  +  Ö4't 
=  —  iQo-\'Qoi)  ist;  so  sieht  man  ohne  weitere  Rechnung  ein, 
dass  die  Grössen  P-^-Pi  von  den  Zeigern  4,  5,  6,...  genau 
gleich  denen  von  den  Zeigern  0,  1,  2,...  sind,  während  die 
Grössen  Q"{-Qi  und  a-^-di  von  den  Zeigern  4,  5,  6,...  das 
Entgegengesetzte  der  betreffenden  Grössen  von  den  Zeigern  0, 
1,  2,...  sein  werden ,  sodass  also  die  Gesammtheit  dieser 
Grössen   vom  Zeiger   0   an   eine  achlgliederige  Periode   bildet. 

Hiernach  hat  man  für  ür=s ',      ^.     '^       folgende     Ent- 


Wickelung 

n      P.-\-Pni 

Qn+Q^i 

fli+Äi» 

Ma-^-Mni 

iv.+iv;t 

-2 

0 

t 

-l 

2-f 

t 

0 

/O        1+t 

1- 

-2t 

l—t 

1    t 

i 

t        2 

2- 

• 

-1 

2~t 

2— 3t 

2— t 

2        3 

-l- 

-3t 

~2t 

-5     5t 

-t      4t 

3        3-(-2t 

-2- 

• 

-t 

-1      2t 

-7-f.l2t 

-5+5t 

4         l+« 

-i— 2t 

-l+t 

-10— 24t 

-l-14t 

5        2 

-2— t 

-2-|-i 

37-(-50t 
-1104-50t 

ll4-32> 

-65-j-8t 

6        3 

1     3t 

2t 

W        3+2i 

2— t 

l-|-2t 

-173  — I20t 

-70— 90t 

8        l+f 

t- 

-2t 

1— t 

-403+1 03t 

-225-l2t 

elc.  etc.  etc. 

VII.  Wenn  die  Determinante  D  kein  vollständiges  Quadrat 
einer  ganzen  Zahl  ist,  wird  die  vorstehende  Keltenbruchsent- 
wickelnng  von  K  unendlich  sein^  und  es  wird  sich  durch  die 
sukzessiven  Näherungsbrüche  jeder  Grad  der  Annäherung  an 
den  wahren  Werth  von  K  erreichen  lassen. 

Wenn  dagegen  die  Determinante  D  ein  vollständiges  Qua- 
drat ist,  was  sich  sofort  aus  der  Berechnung  der  rechten  Soite 
der  Gl.  (4)  ergibt,  wird  die  Entwickelung  eine  endliche  Länge 
besitzen^  indem  die  Quotienten  diejenigen  Werthe  annehmen, 
welche  sich  bei  der  gewöhnlichen  Kettenbruchsentwickelung  der 
rationalen  Grösse  K  herausstellen.  Dieser  Fall  bildet  die  Ver- 
allgemeinerung der  in  §.  82  ff.  behandelten  Spezialität,  worin 
es  sich  um  eine  reelle  quadratische  Determinante  handelt. 

39* 
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|A  -  5       |2t  -4-  4 2t 

Wäre  z.B.  K= .^    . gegeben;  so  höUe 

man  nach  Gl.  (4) 

V—f-m = J/ -U  ^^  —  3)  —  r  4-( ^^'^ + 5)  • « 

„      6  —  5t 

Im  übrigen  bilden  sich  auch  in  diesem  FaJIe  dio  Grössen 
P  und  Q  genau   nach   der  früheren  Kegel.     Der  leUte  Wer(h 

von  P  ist  =  VD  und  der  von  ß  ==  0. 

Der  in  §.  94  betrachtete  Fall,  wo  die  Determinante  eine 
negative  reelle  Zahl  — D  ist,  erfordert  j«izt  olfenbar  keine 
besondere  Behandlung.  Ist  D  ein  vollkommenes  Quadrat  d-] 
so  Ist  es  auch  —  D  =  (diy  und  man  erhält  eine  endliche  Ent- 
wickelnng.  Unter  entgegengesetzten  Umständen  wird  die  Eul- 
wickelung unendlich;  dieselbe  führt  aber  durch  das  gegenwär- 
tige allgemeinere  Verfahren  nicht  zu  der  in  §.  94  bezeichneten 
zweigliederigen  Periode  mit  annullirten  Quotienten.  Die  Formel 
(4)  ergibt  für  diesen  Fall  einfach 

(15)  K^r:»=KJo.i 

VIII.  Entwickeln  wir  als  Beispiel  die  schon  in  §.  94  un- 
tersuchte Grösse  

^      KITs  —  lO 

iL  = rr: 

27 

worin  D-^Di=-S,  Po-fPo'«=  -  10,    ßo  +  ^o't  =  27,  also 
Q-i-{'Q-ii= ^= -  =  —  4  ist;   so  hat  man  zuvörderst 

nach  Gl.  (15)  mit  einer  Annäherung  auf  Hundertstel 

1/"ir8=K8.t  =  2,82...t 

also   8-f-8't  =  2,82i,   sodass  8=«0    und   8' =2,82   iüt.     Hier- 
durch wird 

_10  +  2,82t-  ..   ,   ., 

K=Xo=^ 27  =°- 0,2  + 0,1t 

also  ao-|-flo't=0 

Hieraus  folgt  nach  Gl.  (l)  und  (2)    . 

/>,-f-/>/i=0.27~(-lO)=10 

^.  +  (?/,=  =L?^^^4 

..  =  ^^  +  y^'=^2,5--0,7i 

—  4 


§.  200.    Komplexe  Wurzel  einer  quadrat,  Gleichung.      6il 

also,   da   der   reelle  Tbcil   von  Wi  f^enan   =  —  2,5  ist;   sodass 
man  ebenso  gut  «^  =  —  2 ,  wie  auch  a^  =  —  3  nehmen  kann, 

—  2  +  6,821      —  25,28— 1 4,82t 
•^*  =  — -f— 47"  = j7 =-1,48  -  0,8i 

also  «2  -(-  flj'i  =  —  1  — i 

ft  +  P;i  =  (-  1  -i)(-  1  -  40  -(-  2  +  4i)  =  -  1  +,• 

—  1+3,821      —  7,64— 2i 
^^  = 32i ==— ^^1 =-l,9  — 0,5< 

also,  da  der  imaginäre  Theil  von  Ts  genan  =»  — o,5f  ist 

fli  +  Äs  ^  =  —  2 

P»4-P»'i  =  -2(-2t)-(-  l+t)=t+3i 

als»  a» -|- a/t  =  2» 

ft  +  P.'ir«  2i .  3  -  (1 -I- 3i)  =  - 1  +  3t 

^,==-yy^»-2,9-(h,5.- 

und  da  der  imaginäre  Theil  von  »s  genau  =0,5  ist, 
«6  +  Äs  t  =  —  3 
Pe  +  Pe't=  -  3(-  20  -  (-  1  +3t)  =  1  +3i 

e.+e.'.= -«-_<' +»•'■=« 

und  da  der  imaginäre  Theil  von  Xa  genau  =s  —  5i  isl, 

ae  +  a6'»  =  3 

P,  +  /*7'i  =  3(2f)  ^  (i  +3f)=  -  1  +  3i 
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g,+g,w-''-(-'+'*-=3 


—  1  4-  5,82i 

:r,  = 3 


:  — 0,3  +  l,9i 

also  fl7-j-a7't=2f 

ft-f  P,'i  =  2i.3~(^l+3i)=l4-3i 


ft+p..=-''-(;+»o-__, 


1  -f  5,82i 


0,3  — 1,9f 


also  «8  +  08«  =  —  2i 

Da  ö8+öf'»=-(«»+«*'0.  Ps+A't^i'^  +  ft't,  C^n+ft'i 
=  —  {Qk-\'Qhi)  ist;  so  erkennt  man,  dass  die  Grössen  P'\-Pi 
von  den  Zeigern  8,  9 .  • .  gleich  denen  von  den  Zeigern  4,  5 . .  ^ 
und  dass  die  Grössen  Q-^i/i  and  a-^ai  von  den  Zeigero 
8,  9 . . .  das  Entgegengesetzte  der  betreffenden  Grössen  von  den 
Zeigern  4,  5...  sind,  dass  also  vom  Zeiger  4  an  eine  acbt- 
gliederige  Periode  eintritt.  Der  Anfang  der  Keltenbrucbseot- 
Wickelung  ist 


n 

-2 

-1 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
Vit 

12 


Fn+Pn't       Qn+Qn'i 


-10 
10 
-2+41 


--3t 
--3i 
i--3f 
--3t 
--3t 
-1— 3t 
i--3t 
[—3t 
-3t 


.-4 
27 
-4 

-1  —4t 
—2t 
3 
—2t 
2t 
3 
-3 

2t 
—2t 
-3 
3 


a.-} 

-«.'< 

0 

t 

0 

0 

-2- 

• 

-t 

1 

-1- 

• 

-t 

-1    t 

-2 
-3 

2t 

3-|-2i 
-5-h5t 
18     13t 

3 

49     34t 

2t 
-2t 

86-|-85t 
219- 206t 

3 

-3 

— 

-2t 
2t 

1 

0 
1 
-2-t 

2+3i 

-6— 7f 

16-9t 

-54-f-20f 

-i46-j-5lt 

-I56~272f 

-690+3631' 


etc. 


etc. 

IX.  Als  ferneres  Beispiel  fügen  wir  noch  die  Enlwickeluog 
von  K=  Y^  hinzu,  indem  wir  darauf  aufmerksam  machen,  dass 
die  Determinante  t  kein  vollkommenes  Quadrat  ist.  Hier  hat 
man  2>-f-2)'t=t,  Po+Po  t=0,  (>o+^o't=l,  also  ß.t+ß'.i^- 
Bei  einer  Annäherung  bis  auf  Hundertstel  ist  nach  Gl.  (4) 

K7=|/4-  +  V4"-*  =  ^'70... -1-0,70...  t 
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aUo  8  4"  8't  =  0,7  +  0,7i  oder  8  =  0,7,  8'  =  0,7.   Hierdurch  wird 

ir  =  .,  =  ?lI±?^  =  0,7  +  0,7.- 

also  ao-\-aöi^\-\-i 

i»,-j-/>,'i  =  (| +i).  1 —0=  I  4-i 

also  a,  -|-  a,'i  =  —  2  -f-  2« 

ft  +  ft'»  =  (-  2  +  2i)(-  i)  _  (I  -!-,•)=:  I  -j-i 

p.-|.ftW'-0+')'^t 


..=.M±i:!.^=,,7  +  U. 


also  a» -j- oi'i  =  2 -{- 2i 

7',-J-/»,'t=(2  +  2«)l  - (1+0=1  4-i  =  P,-|-P,'i 

Q,^  Q'i  =  *~^'^+'^'  =  _  ,•  =  ß,  +  Q,'i 

dfj  =  a?i 

Hiemach    ist  die  Entwickelung  von  K==  Yi  vom  Zeiger  1 
au  zweigliederig  und  man  hat 

n        P.+'o't     (?.+(?;t       a.+öo'« 


c 
c 


-2 
-I 
0 
l 
2 
3 
4 


0 
l--i 

14-1 


1 


— t 


1 

1 
etc. 


l--f 
-2- -2t 
2-  -2i 
-2- -2t 
24-21 
etc. 
Wir    bemerken    noch,    dass    sich    die    Entwickelung    von 

ür=  r  — t  aus  der  vorsiehenden  ergibt,  wenn  man  darin  überall 
—  t  an  die  Stelle  von  t  schreibt,  die  reellen  Znhien  aber  säromt- 
lich  ungeändert  lässt. 


0 

1 

t-ft 
-3 

-5  — 5i 
17 
29-|-29t 

etc. 


iV„-(-iV.'t 
t 
0 

1 

-2-f-2t 
-7 

12-I2t 
41 


§.  201.    ^erlodtoifAf  und  8onaHge  wiekHge  Migensehaften  der 
vrgtehenden  MeHemhruehBeniwiekeluHg.  —    Mitdmum  von 

].     Wir  wollen  jetzt  zeigen,  dass  die  vorstehende  Ketten- 
bruchsenlwickelung  Ky   wenn   sie  unendlich  ist,  also   wenn  die 
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Peleroiinante  keinen   qaadralisclien   Werib   hat,   sleU  perio- 
disch sein  wird. 

Bezeichnen    wir    den    bei    der   Division    mit   ^o-^^n*  in 

K^r^rXTi  +  P„  +  P;t    verbleibenden  Rest    mit    ä„  +  Äb'«;    so 
haben  wir 

Zur  Abkttrznng  wollen  wir  schreiboii 

sodass  rf=  KZ>«4-Zy«,  p=  KjV+K^elc.  die  absoluttn  Werlhc     . 
der  betreffenden  Grössen  darstellen. 

Da  hier  immer  ein  mit  absolut  kleinsten  Resten  entwickelter 
Ketlenbruch   vorausgesetzt   wird;   so   muss  der  absolute  Werlh 

jeder  Grösse  j?.,   deren   Zeiger  ^0    ist,  ^  i^  sein,  während 
immer,  auch  für  den  Zeiger  0  der  absolute  Wertb  des  Resl- 

bruches  ^-7=  sein  muss.     Nun  hat  man 

8 

=  -ijjl  — 

Folglich  ist  der  absolute  Werth  von  af" 


(2) ^:i2 y>^ 

q  — 

Dieser  Werth  erreicht  sein  Maximum  für  co$(— (p  )=1> 

Demnach  ist 

und  wegen  des  Restbruches  hat  man  — ^zf^-^  miihiu 

_  q      YV 
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Bezeichnen  wir  die  Grössen  vom  iiäcbslfulgenden  Zeiger 
n-^i  dadurch,  dass  wir  den  vorsiebenden  einen  Index  zufügen, 
so  haben  wir  nach  §.  200  (il.  (1) 

(5)  p,«^i  i  t3=  «^i«+*)*  —  pe*^' 
Nach  G!.  (I)  ist  aber  auch 

(6)  aqd^^  ^^^  —  pe"^'  =»  Vd^  -  re^^ 
folglich  bal  man  auch 

(7)  p,e^i '  =  Vd^^  -  r«/.' 
Hierans  leuchtet  ein,  dass  man  jedenfalls 

(8)  Pi  ^  yd+  r 
d.  i.  wegen  der  Beziehung  (4) 

Die  beiden  Beziehungen  (3)  und  (9)  beweisea  die  Periodi- 
zität Denn  Mp^^Vd;  so  wird  nach  (9)  pt^p.  Ist  da- 
gegen p<i3Vd;  so  bleibt  nach  (9).  auch  pi^zVd.  Demnach 
mass  im  Laufe  der  iiechnung  der  absolute  Werlh  der  Grössen 

P-^Fi  unter  den  Werth  sVd  herabsinken,  und  kann  sich  von 

der  SleHe,  wo  Dies  zuerst  geschieht,  nicht  wieder  über  SVd 
erbeben.  Dadurch  sind  die  ganzen  Zahlen  P  und  P  in  gewisse 
tiränzen  eingeschlossen,  indem  man  von  der  fraglichen  Stelle  an 

(tO)  VP»4-r«^3'^K/>«+^  oder  (i»-h/^T^81(/>»+2y«) 
hat. 

Die  Werlhe  von  q  müssen  von  dieser  Stelle  an  wegen  der 

Beziehung  (3)  q^-^  oder  ^2 1^2  V^  sein.     Demnach   sind 

auch  die  ganzen  Zahlen  Q  und  Q  von  jener  Stelle  an  in 
die  durch 

(11)  V0'+Q*^2V2^VW+ff^  oder  (P*-he'')*^64(Z?«-f/y») 
bezeichneten  Gränzen  eingeschlossen. 

Hieraus  folgt  die  endliche  Wiederkehr  zweier  Grössen  wie 
Pn-^-Pni  und  Qn-\'Qnif  »Iso  die  Wiederkehr  des  Werthes  Xa 
an  einer  späteren  Stelle  und  daraus  die  Periodizität  der 
Entwickelung. 

II.  Es  leuchtet  ein^  dass  für  die  periodischen  Kettenbröehe 
mit  komplexen  Quotienten  auch  die  Reduklionsformel  des 
§.  58,  sowie  die  Formeln  der  §§.  67  und  68  gültig  sind.  Dabei 
ist  es  hier  wie  dort  statthaft,  dass  sich  unter  den  Quotienten 
auch  willkürliche  Zahlen  befinden.     Allemal  jedooh,  wo  die 
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Konvergenz  des  Kettenbruches  eine  nothwendige  Bedingung 
ist,  muss  die  Entwickelung  nach  dem  Prinzipe  der  absolut 
kleinsten  Reste  geschehen  sein. 

Ähnlich  wie  in  §.  70  gelangt  man  auch  zu  dem  Schlüsse; 
dass  alle  anfangs  willkürlichen  Entwickelungen  von  K,  wenn 
sie  von  irgend  einer  Stelle  an  mit  absolut  kleinsten  Heslen 
fortgesetzt  werden,  früher  oder  später  sämmllich  Ein  und 
dieselbe  Periode  annehmen. 

Ferner  ist  klar^  dass  die  in  §.  73  beschriebene  Kombi- 
nation zweier  Kettenbrüche  auch  hier,  wo  es  sich  um  kom- 
plexe Quotienten  handelt,  ausgeführt  werden  kann,  insofern  die 
dazu  erforderlichen  Bedingungen  erfüllt  sind.  Diese  Bedingun- 
gen sind  bekanntlich  Gleichheit  der  Perioden  oder  des  Schlusses 
beider  Entwickelungen  bei  gleicher  Determinante. 

III.  Es  ist  noch  von  besonderer  Wichtigkeit,  den  absoiat 
kleinsten  Werth  q  von  Q-^(/i  zu  untersuchen,  welcher  sich 
durch  angemessen  gewählte  Quotienten  erreichen  lässt. 

Bei  der  Entwickelung  mit  absolut  kleinsten  Quotienten 
haben  wir  vorhin   gesehen,   dass  der  numerische  Werth  einer 

jeden  periodischen  Grösse  ^-l-^t  der  Bedingung  q^2V2Vd 
entsprechen  müsse.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Werth  auch  <^d 
ist;  sobald   man   d'^8  hat.     Wenn   also   der  absolute  Werlh 

V />* -}" ^"*  ^^^  Determinante  grösser  als  8  ist,  wird  der 
absolute    Werth    einer    jeden    periodischen    Grösse 

0-\'Qh  d.i.  Fß«  +  ß'«<Vl>«-fZy»,  also  kleiner  als  der 
absolute  Werth  der  Determinante  sein. 

Wenn  jedoch  der  absolute  Werth  der  Determinante  klei- 
ner oder  gleich  8  ist,  lässt  sich  aus  dem  Vorstehenden  nicU 
ohne  Weiteres  schliessen,  dass  sich  in  der  Periode  eine  Grösse 
^-|-^t  antreffen  werde,  welche  absolut  kleiner,  als  die  De- 
terminante sei. 

IV.  Zu  einem  solchen  Werthe  von  Q-j-Qi,  welcher  ab- 
solut kleiner  als  die  Determinante  ist,  kann  man  aber  slels 
gelangen,  wenn  man  im  Sinne  des  §.  69  eine  Entwickelung 
vornimmt,  wobei   die  Quotienten   a4-at   den  rationalen  Theii 

P+Fi 
der  Ausdrücke  o?.,   also  die  Grösse  ^      ^,,  möglichst  vollstän- 

dig,  d.  h.  unter  Zurücklassung  absolut  kleinster  Reste,  er- 
schöpfen. 

Denn  setzt  man  unter  diesen  Umständen 


(12) 


pef^ «  ,    reXi 


t^ = 0«,«  -j- 1^ ,  also  pet' «  «««(«+*)' + r«xi 
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so  mass  —  ^r?=  oder  r^-~    sein,    und    man    hat    für   das 
q  ~V2  ~V2 

nächstfolgende/?  nach  Gl.  (5)  und  (12) 

( 1 3)  pte'fi'  —  —  r^xi  =  r^(3t+X') 

(14)  p^='^n 

Wäre  nun  nicht  gleichzeitig  auch  fi^-^,  sondern  ^^; 

so  hat  man  för  das  jelzt  folgende  p,  wegen  (14),  pi==^fi^-^^ 

also  Pi<ipi7  folglich  wäre  dann  das  spätere  p  absolut  kleiner, 
als  das  vorhergehende.  Da  dies  Kleinerwerden  eine  Gränze 
null  hat^  welche  in  der  That  kleiner  ist^  als  jeder  Werlh  von 

der  Form   rt~;  so  ist  klar,  dass  endlich  einmal  gleichzeitig 

(15)  pi^tr=^  und  auch  ^^ 

oder 

(16)  ^^Pi^q  und  aoch  ^qi 
werden  muss.     Für  diese  Werthe  hat  man  also 

(17)  ?9i^2pi* 

Nun  ist  nach  der  Grundformel  §.  200,  Gl.  (2) 

d^^  —  (pi«^*')*  =  qe'^^e'Pi^ ,    d.i. 

(18)  de^^  — p4V1^ii=yyie(^'+*i)^ 
also  entschieden 

(19)  rf+Pi'^Wi 
mithin  wegen  (17) 

d+pi^^2pi\    folglich 

(20)  Pi^^d    oder    pt^Vd 
und  demnach  auch  wegen  (19) 

(21)  qqi^2d 
folglich 

(Ä2)  entweder  q  oder  qt  ^  1^2i/ 

Es  ist  also  immer  möglich^  in  der  Entwickelung  von 
üTeine  Grösse  P-f-Ft  herzustellen,  für  welche  nach  (20) 

(23)  Vp-fP'«^  VyW^W'  oder  (P»  +  P'T^^'  +  ^« 
ist,  während  für  die  zugehörige  oder  die  nächstfol- 
gende Grösse  Q-^Qi  nach  (22) 
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(24)  ^W+Q'^^zVW^W  oder  (Q''^Q'y<^{D'+ff') 
ist. 

V.  Man  kann  auch  behaupten ,  dass  der  absolute 
Wcrtb  q  der  ztilelzt  erwähnten  Grösse  Q'\'Qi  stets 
kleiner,  als  der  absolttte  Werth  d  der  Determinante 
D-{-Ifi,  dass  also  q<id  sei,  und  dass  nur  dann  tief- 
sten s  }=(/  werde,  wenn  man  rf=l  hat.    Denn  allgemein 

wird  die  rechte  Seite  der  Ungleicbheil  (32)  oder  V^<^d  sein, 
wenn  man  J^2,  also  in  allen  den  Fällen,  wo  der  numerische 

Werth  der  Determinante,  d.i.  //>*-{-//*]>  2  oder  das  Quadrat 
davon  />*  +  />'•>  4  ist. 

Was  aber  die  hierunter  nicht  enthaltenen  Fälle  betriiTt,  in 
welchen  J^2  ist;  so  kann  für  dieselben  die  Determinante 
D-\-I/i  nur  Eine  der  vier  Formen  0,  t»,  (i+i)t",  21"  haben. 

Hiervon  sind  0,  Hrl,  +2«  vollkommene  Quadrate,  welehe 
zu  einer  endlichen  Entwickelung  und  schliesslich  zum  Werthe 
^  =  0  fuhren,  also  die  gewünschte  Etgenschaft  besitzen. 

Keine  Quadrate  sind  dagegen  ^i,  (1-f-i)t",  •;jz^^  welche 
wir  einzeln  als  Determinanten  betrachten  wollen. 

Wenn  />-|-^*  =  ^^^=lt^  *'*^  d=\  ist;  so  muss 
nach  (20) 

pi'^1  also  =0  oder  1,  folglich  pi«Vii  =  o,  ±\,  ±i 

und  (pi«<Piy  =  0,        1,-1 
werden.     Da  maa  nun  wegen  der  allgemeinen  Gl.  (18)  stets 

ist;  so  ist  klar,  dass  wenn  das  zweite  Glied  aaf  der  recbtca 
Seite  nur  den  Werth  0,  t  oder  — 1  haben  kann,  diese  rechte 
Seite   nar  =^i  oder  =(f-|-t)t"'  sein   kann,  dass  also,  da 

1-[~<  ^>O0  Primzahl  ist^  Eine  der  beiden  Grössen  qe^^  oder 
qie^i^=i^,  folglich  entweder  q  oder  qi=l  sein  muss,  was  zn 
beweisen  war. 

Wenn  />  +  /yt  =  ifo^^  =  (l +i)#",  also  rf=»^2  ist;  so 
muss  nach  (20) 

Pi'^>^,  also  =0  oder  1,  folglich  pie^ii=0,  ±1,  ±i 

md  (pieViV  =  0,        U  —  I 
werden.     Die  Gl.  (18)  ist  hier 

qe'^q.e'^i^  =  (I  +  f)i"  —  (pte^f^y 

Da  nun  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  nur  =3  0,  1  oder 
--  1  sejn  kann;  so  kann  diese  rechte  Seite  nur  von  Einer  d<^ 
drei  Formen  f»,    (t+t)i",  (2-|-t>'»  sein.     In  jedem  Falle  mas$ 
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aber,    da  Dies  sämmtltch  Primzahlen  sind,  entweder  qe"^^  oder 

q^e^i^=i\  folglich  entweder  q  oder  q\=^\  sein,  was  zu  be- 
weisen war. 

Wenn  endlich  /)  +  2>'i  =  rf<;^^  =  +  2,  also  d  =  2  ii^l;  so 
mnss  nach  (20) 

pi»^2,  also  =0, 1,2,  folgtiefa  p,«^i^=*0,        «»,  {\  -ff)!» 

nnd  <p,^9iy«0,  +\,         +2f 

werden.     Die  Gl.  (18)  gibt  hier 

qe'^^e'^i^  =  ±  2  —  (pie^^ 

Nimmt  man  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  =  0 
oder  =-^\\  so  wird  diese  Seite  =2^2,  ^1,  ^t^.  Da 
2=r(|^f)*t^   und  3  eine  Primzahl  ist;    so  ist  klar«  dass  unier 

diesen  Umständen  qe^^  oder  ^le^i*  entweder  =•■  oder  =(t-|-i)i" 
also  in  beiden  Fällen  absolut  kleiner,  aU  die  Determinante 
sein  muss,  was  zu  beweisen  war. 

Nimmt  man  das  zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  »:^2t; 
so  wird  dieselbe  =2(1 -f-0«'*=(t  "h  «)**'•  Alsdann  mnss  aber 
qe^^  oder  yieH^i*=(1  -|-f)t",  also  absolut  kleiner  als  die  Deter- 
minante sein,  was  zu  beweisen  war. 

Man  kann  also  unter  alfen  Umständen  bewirken, 
dass    wenn    die   Determinante   absolut   ^1    ist,    eine 

Grösse  Q-\-Qi=^qe^^  entsteht,  welche  absoint  kleiner 
ist,  als  die  Determinante.  In  dem  besonderen  Falle,  wo 
die  Determinante  absolut  =»1  und  kein  Quadrat^  also  s=:f:i 
ist;  kann  slets  eine  Grösse  ^-f-^i  =  t"  von  demselben  abso- 
luten Werlhe  erzielt  werden.  Da  nun  aber  jeder  Ausdruck 
von  der  Form  

^   ,-in 

in  der  nächsten  Entwickelungsstufe  für 

ön  +  a:i  =  ^i^  =  A-'»  +  P't«"+* 
das  Glied  

erzengt,  und  Eine  der  beiden  Grössen  t"  oder  i*-"  jedenfalls 
reell,  also  =-t^  '^^5  ^^  '^^  '^^^'^  dass  sich  bei  der  Deter- 
minante -^i  immer  eine  Grösse  (?4-iP't'=^l  erzielen 
lässt,  welche  ein  vollkommenes  Quadrat  ist. 
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Vi.  Die  Möglichkeit,  die  Grössen  pi,  9,  ^i  aiif  gewisse  Mi- 
nima zu  bringen,  gewährt  ähnlich  wie  in  §.  124  die  Mittel  zur  Re- 
duktion der  quadratischen  Formen  in  komplexen  Zahlen. 


§.  202.    AufiSMmu§  der  wmb€»iUmmien  WeiehMugen  «mm  awH' 

tem  Grm4e  wM   mt^ei  M/nkeiBmm^em   im   ktmjfieaßen  fOTi»«ii 

JPuMeit,  tremt  die  Umke  SMie  eime  h^mw§ene  Werm  tsl.  - 

Auf9mehmn§   der  durch    4   theUbaren  Maiden  von  der 

I.  Die  Betrachtung  des  §.  74  ist  auch  hier,  wo  es  sieb 
um  komplexe  Grössen  handelt,  anwendbar.  Demnach  kann 
die  Auflösung  der  unbestimmten  Gleichung 

(t)  aar»  —  26a:y  —  cy' =  i 

worin  die  Koeffizienten  Oy  b,  c,  k  beliebige  komplexe  Zahlen 
sein  können  und  die  Unbekannten  o?,  y  in  allgemeinster  Form 
gesucht  werden,  nach  den  im  fünften  Abschnitte,  §^  100  ent- 
wickelten Prinzipien  geschehen. 

Wäre  in  einer  gegebenen  Gleichnng  der  Koeffizient  an/ 
nicht  paar;  so  kann  man,  um  Dies  zu  erreichen^  die  Gleichnng 
resp.  mit  l4:t  oder  mit  2  multipliziren,  jenachdem  jener 
Koeffizient  vollkommen  unpaar  ist  oder  nicht. 

Man  bildet  hier  wie  dort  die  Grösse  K  = 1*  und 

entwickelt  sie  in  einen  Kettenbruch  mit  absolut  kleinsten  Resten. 

Jetzt  untersucht  man,  ob  es  ganze  (im  Allgemeinen  kom- 
plexe)  Wertbe  p  gibt,  für  welche  D—p*  durch  k  theilbar  wird. 

Gibt  es  solche  Wertbe  nicht;  so  ist  die  Aufgabe  unmöglich. 
Gibt  es  deren  aber;  so  hat  man  für  irgend  Einen  derselben  die 

Grösse  K' = =3Ii   in  einen  Kellenbruch  mit  absolut  kleinsten 

k 

Resten  zu   entwickeln.     Stimmt  die  Periode  desselben   mit  der 

von  K  überein;  so  kann  K  und  IT  kombinirt  werden,  und  Dies 

führt,   wenn  die   Determinante  D  kein   vollkommenes  Quadrat 

ist,    hier   wie  dort  zu  einer  unendlichen,   sonst    aber  zu  einer 

endlichen  Menge  von  Auflösungen.     Von   der  Bedingung,  dass 

bei  den  zu  kombinirenden  Entwickelungen  die  Zeigersnmme  der 

übereinstimmenden  Glieder  eine  paare  Zahl  sei,   kann  hier  ab- 

strahirt  werden^  wenn  man  die  sich  für  x  und  y  ergebenden  Werthe 

nöthigenfalls   mit  t  multiplizirt^   wodurch  die   rechte  Seite  der 

Gl.  (!)=  —  *  wird. 

Bei  der  Untersuchung  der  quadratischen  Faktoren  von  k 
hat   man  die  vollständige  Zerlegung  dieser  Zahl  in  ihre  kern- 
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plexen  Faktoren   zu   berücksichligen;   auch   zu   beachten,   dass 

-|-  1  =  (—  1)«  uod  auch  = —  (i)',  und  dass  —  1  =(t)'  ist. 

II.  Nach  dem  Vorstehenden  kommt  es  also  darauf  an, 
Zahlen  p  zu  finden,  für  welche  /=Z^ —p*  durch  eine  gegebene 
Zahl  q  theilbar  wird. 

Zuvörderst' ist  klar,  dass  wenn  p  ein  gesuchter  Werth  ist, 
auch  — p  ein  solcher  sein  wird,  dass  man  also,  um  auch  die 
letzteren  leicht  zu  bestimmen,  nur  die  ersteren  zu  bestimmen 
braucht. 

Alsdann  leuchtet  hier  ebenso  ein,  wie  in  §.  75  (f.,  dass 
wenn  p  ein  gesuchter  Werth  ist,  auch  p-\-wq  ein  solcher  ist, 
worin  U7  eine  willkürliche  ganze,  also  im  Allgemeinen 
komplexe  Zahl  darstellt.  Demnach  ist  p  der  Vertreter  einer 
unendlichen  Gruppe  ähnlicher  Zahlen,  welche  in  der  Form 
p-^wq  enthalten  sind,  indem  man  darin  für  w  nach  und  nach* 
alle  denkbaren  ganzen  Zahlen  setzt. 

Man  erkennt  bald,  dass  es  auch  hier  nur  darauf  ankommt, 
aus  jeder  verschiedenen  unendlichen  Gruppe  dieser  Art  ein 
einziges  Glied  p  zu  kennen  und  in  den  Werth  von  K'  zu  sub- 
stituiren.  Jedes  andere  Glied  liefert  genau  dieselben  Auflösun- 
gen wie  p. 

Es  entsteht  nun  die  Frage  nach  den  Gränzen,  bis  zu  wel- 
chen man  in  dem  Ausdrucke  I=D  —  p'  die  Zahlen  p  in  der 
komplexen  Form  wachsen  zu  lassen  und  die  Theilbarkeit  von  / 
durch  q  zu  untersuchen  braucht,  um  von  jeder  selbstständigen 
Gruppe  der  Zahlen  /,  welche  der  Form 

(2)  /=!>  — (p-(-tr^)»  =  Z>  — P» 
entspricht,  mit  Gewissheit  Ein  Glied  zu  entdecken. 

III.  Diese  Untersuchung  wollen  wir  durch  geometrische 
Konstruktion  erledigen,  um  ein  ferneres  Beispiel  von  der  Frucht- 
barkeit des  Situationskalkuls  zu  geben. 

Um  die  komplexe  ^ahlform  besser  vor  Augen  zu  führen; 
so  sei  p-f-pt  irgend  eme  ganze  Zahl,  wodurch  I=iD-\-Di 
—  {^pJ^piy  durch  q-^-qi  theilbar  wird.  Die  einzelnen  Glieder 
der  zugehörigen  Gruppe  werden  erbalten  ^  wenn  man  statt 
p-\-pi  irgend  eine  Zahl  von  der  Form 

(3)  P-\-P'i=p-{-p'i  +  {w-\-wi){q-\-q{) 

nimmt.  Es  kommt  jetzt  darauf  an,  zu  zeigen,  dass^  welches 
auch  die  Zahl  p-\-pi  sei,  die  Willkürliche  w-^-w'i  stets  so 
genommen  werden  kann^  dass  die  Grösse  P-^-P'i  innerhalb 
gewisser  Gränzen  zu  liefen  kommt,  welche  nur  von  f-^-f^ 
nicht  aber  von  p-f-pt  abhängen. 
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Um  die  verscbie-  Fig.  t2. 

denen  Werihe  der 
Crosse  P+f  igeo- 
inelrisch  zu  kon- 
slruii'vn;  su  sei  in 
Frg.  (2  0  der  Null- 
piinkl,  OXdie  positiv 
reelle  und  OY  die 
posiliv  imaginäre 
Axe.  Stall  Gl.  (3) 
kann  man  schreiben 

(4)  P4-f'i  =  p+p'i-|-w(y  +  ,'0  +  »''(?  +  ?-)i 

hl   nun  OM=p,   MH  =  p'-,   so  ist  (0/t)=p-t-p'i.     Ist  ferner 
in  der  Kichlong  der  reellen  Axe  HN=q  und   in  der  Ricblung 
der  imaginären  iVB,a=j';  to  ist  {Hß,)  =  ^ -\- q i. 
Jenavhdem  man  «>=0,  1,  2...  seti:!,  ist  resp. 
(«),  (««,),  (RR,)...  =  0,  (J  +  Ji),  2(,  +  qi)... 
Jenachdem  man  ic  =  0,  — I,  —2...  setzt,  ist  resp. 

(«),  (M.,),  {M_,)...-0,  -(,+50.  -2(,+,i),.. 
Isl  RS,   recblwinklig  auf  RR,   durcb  Drebung  von  lecbls  nacb 
links  aus  RRi  enistanden,  und  der  Länge  nach  RS,=BRi;  w 
hat  mun  (RSi)  =' (q -\- ^' )i,  also  jenacbdem  man  w  =ü,{,i..- 
setzt,  resp. 

(Ä),  {RS,),  {ßS.)...  =  0,  (q-\-qi)i,  2{q-\-qi)i... 
und  jenacbdem  man  w'=^0,  — 1,  —2...  setzt,  resp. 

(Ä).  (ÄS.,),  (fiS_,)...  =  0,  -(q-\-qi)i,  -2q-^qi)i... 
Dadurch  also,  dass  man  sowol  die  (irösse  w,  wiu  auch  dir 
firösse  v  zwischen  positiven  und  negativen  reellen  ganzen 
Zahlen  Tariiren  lüsst,  gelangt  man  ^«tn  Punkte  R  am  in  die 
verschiedenen  Eckpunkte  des  verzeichneten  quadratischen  NeU«. 
z.  B.  in  d«n  Punkt  T,  für  welchen  man  hat 
iOT)  =  (OB)  +  (fi7)  =  <Ofi)  +  (ÄÄ_.)  +  (Ä_»  7) 

=p+p'*-4(¥-N'0-(9+}0*={H-p'0-H-4-0(?-h'0 

sodass  für  diesen  Punkt  io-(-ic't=— 4— i  und  P-^P'i={OT)tti. 
Bei  gehöriger  Erweiterung  des  quadratischen  Net/.es,  wovon 
R  ein  Eckpunkt  isl,  wird  der  Nullpunkt  0  in  das  Innere  oder 
n  den  Umfang  Bines  jener  Quadrate  zu  liegen  kommen,  und 
es  leuchtet  ein,  dass  für  Einen  der  vier  Eckpunkte  det 
letzteren  Quadrates  die  parallel  zu  den  Kicbiungen 
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RRi  und.  J?5i  gemessenen  beiden  Abstände  vom  Null- 
punkte   nicbt    grösser    sein    können,    als    die    halbe 

Länge    der   Quadratseiie   flÄi=  l^^r^-f-y *.     Es    ist   also 

jeder  der  fraglichen  beiden  Abslände  ^-5-^9*4*9',  d.  h.  klei- 

ner  oder  gleich  dem  halben  absoluten  Weilhe  von  q-\-qi. 

Tragen  wir  nun  an  den  Nullpunkt  ein  den  früheren  glei- 
ches und  paralleles  Quadrat  OACB,  sodass  {OA)  =  q'\-qi  und 
(OB)  =  {q-^qi)i  ist;  so  muss  nolhwendig  Ein  Eckpunkt  T  des 
mehrgenannten  quadratischen  Netzes  in  dieses  Quadrat  fallen. 
Es  kann  aber  auch  nur  ein  einziger  solcher  Punkt  in  das 
Innere  dieses  Quadrates  fallen.  Fielen  zwei  Netzpunkte 
darauf;  so  müssen  dieselben  beide  im  Umfange  des  Qua- 
drates OACB  und  zwar  entweder  parallel  zu  OA  oder  parallel 
zu  OB  einander  gegenüber  liegen.  Fielen  gar  vier  Nelzpunkte 
auf  das  Quadrat  OACB)  so  könnte  Dies  nur  in  den  Eck- 
punkten des  Letzteren  geschehen. 

Die  verschiedenen  zu  untersuchenden  Netze,  von  denen 
jedes  durch  seine  Eckpunkte  zu  einer  besonderen  Gruppe  von 
Zahlen  1  führt,  unterscheiden  sich,  da  ihnen  sämmtlich  die 
flrösse  q-^qi  gemein  ist,  nur  durch  den  Werlh  von  p-f"P*» 
also  durch  die  Lage  des  Punktes  jR. 

Untersuchen  wir  also  alle  in  dem  festen  Quadrate  OACB 
liegenden  Punkte,  welche  ganze  Zahlen  (Or)  =  -P-}-P't  dar- 
stellen; so  ist  ein  jeder,  welcher  der  Bedingung  der  Aufgabe 
entspricht,  der  Anfangspunkt  eines  selbstsländigen  Netzes  und 
entspricht  einer  selbstsländigen  Gruppe  von  Zahlen  /.  Nur 
wenn  ein  solcher  Punkt  in  eine  Seitenlinie  jenes  Quadrates 
fiele,  muss  man  schliessen^  dass  der  gegenüber  liegende  keine 
neue  Gruppe  bedingt.  Dasselbe  gilt,  wenn  ein  solcher  Punkt 
in  einen  Eckpunkt  des  genannten  Quadrates  fällt,  von  den 
übrigen  drei  Eckpunkten. 

Bei  unserer  Aufgabe  kommt  aber  nicht  der  Werth  von 
P-\-P'i  selbst,  sondern  der  von  (P-}-P't)*  in  Betracht,  sodass^ 
wenn  P-\-Pt  einen  gesuchten  Werth  darstellt,  auch  — P — Fi 
ein  solcher  ist,  welcher  der  konjugirten  Gruppe  entspricht. 
Ist  nun  das  Quadrat  OACB  durch  die  Diagonale  AB  in  zwei 
kongruente  Dreiecke  OAB  und  CAB  getheilt  und  sind  T  und  U 
zwei  diametral  einander  korrespondirende  Punkte,  für  welche 
CT  gleich  und  parallel  OU  ist^  von  denen  also  der  Eine  in 
diesem  und  der  andere  in  jenem  Dreiecke  liegt;  so  hat  man, 
wenn    man    (0J7)  =  P-|-P'i    setzt    und    beachtet,    dass   {OC) 
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(07)  =  (0C)  +  (CT)  — (OC)-(OP),    d.i. 

=  -{P+P>i)  +  it+i)(q  +  ,-i) 
Hieraus  folgt,  dass  wenn  es  im  Dreiecke  CAB  einen  gesucblen 
Punkt  gibt,  es  auch  im  Dreiecke  OAB  einen  solchen  geben 
wird,  dass  man  also  nur  für  die  Pimhle  des  lelzleren  Dreiecks 
zu  anlersucben  braucht,  ob  sich  darunter  solche  Enden,  für 
welche  D-^-I/i  —  (P-\-P'i)'  durch  j-J-^'t  (heilbar  wird. 

Schliesslich  hat  man  dann  die  gefundenen  Wertlie  Toa 
P-\-Fi  auch  mit  entgegengesetztem  Zeichen  zu  nehmen,  wo- 
durch die  konjugirlen  Gruppen  entstehen.  Man  findet  leicht, 
dass  wenn  ein  Punkt  in  irgend  eine  Seitenlinie  OA,  OB, 
AB  des  Dreiecks  OAB  fällt,  nuthwendig  ein  Punkt  der  kon- 
jugirlen Gruppe  in  dieselbe  Seilenlinie,  und  zwar  gleich  veil 
von  der  Mitte  dieser  Linie  nach  der  entgegengesetzten  Seile 
fallen  muss.  Vwn  den  in  eine  Seitenlinie  fallenden  Punkten 
braucht  man  also  nicht  auch  noch  die  entgegengesetzten  Wertbe 
zu  betrachten.  Ausserdem  erhellet,  dass  die  Eckpunkte  0, 
A,  B  immer  nur  eine  einzige  Gruppe  bedingen  würden. 

Man  kann  eneh  die  Noiirung  der  Zahlen  so  vornebmea. 
Man  Botirt  fiir  alle  vier  Eckpunkte  des  Quadrats  den  Einen 
Zahlwerlb  0  mit  der  Bemerkung,  dass  sich  daraus  keine  kofl- 
jugirte  Reihe  ergibt.  Ferner  notirt  man  für  jede  Mitte  der 
drei  Seilen  des  Dreiecks  OAB,  velche  sich  als  Endponkt  einer 
ganzen  Zahl  berausslellt,  den  betreifenden  Einen  Zahlwerlb 
mit  derselben  Bemerkung.  Endlich  nimmt  man  von  den  übrigen 
etwa  in  eine  Seitenlinie  des  Dreiecks  OAB  fallenden  Zahlen 
nur  die  in  der  Einen  HSlfle  liegenden.  Diese  letzteren  Zahlen 
ergeben  dann,  ebenso  wie  die  im  Innern  des  Dreiecks  0^ 
liegeaden,  durch  Umkehmng  des  Zeichens  auch  konjugirteGruppU' 
IV.  Die  Aufsuchung  der  Punkte  des  Dreiecks  GAS  mi 
erleichtert,  wenn  man  immer  dafür  sorgt,  dass  in  dem  Divisor 
q-\-q'i  die  beiden  Grössen  q  und  q  positiv  sind.  Dies  kann 
stets  geschehen,  indem  man  diesen  Divisor  nöthigenfalls  mit  i, 
t*  oder  j'  mnltiplizirl,  was  anf  die  gesucblen  Werlhe  von  P-^P'i 
odenbar  ohne  Einflnss  ist.  Alsdann  liegt  OA  stets  im  Qua- 
dranten XOY. 

FSlIt  man  in  Fig.  13  von  .<1 
und  B  die  Perpendikel  AD  und 
BE  auf  die  reelle  Aie;  so  hat  man 
OD  =  q,  DA=^q.  OE=-q, 
RB  =  q.  Die  zur  imaginären  Aie 
parallelen  Ordinalen  der  Punkte 
des  Flächentheils  0GB  liegen  zwi- 
schen denen  der  Linien  OB  nnd 
GB,  nnd  die  Ordinalen  der  Punkte 
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des  FlSchentheik  06^1  liegen  zwischea  denen  der  Linien  OA 
und  GA.  Nun  hat  man,  wenn  p  irgend  eine  reelle  Zahl  be- 
zeichnet, für  den  Vektor  p-^pi  irgend  eines  Punktes 

der  Linie  OB  den  Ausdruck  (5)  p  — %'pi 
»       »      OA     n         »  (5)  p-|-jLpt 

Jetzt  substitnirt  man  für  p 

in  (5)  alle  reellen  ganzen  Zahlen  von  — q  bis  0 

»    (6)     »         »  »  n  n         0  bis  q 

»    (7)     »         »"  »  »  9  —  q  bis  q 

und  sieht  nach,  welche  komplexe  ganze  Zahlen  es  für  jeden 
Werth  von  p  gibt,  and  welche  der  Bedingung  entsprecbeo;  dass 
ihre  imaginären  Tbeile  zwischen  denen  von  (5)  und  (7),  resp. 
von  (6)  und  (7)  liegen. 

Wäre  }  oder  q  =0;  so  hätte  man  nur  resp.  eine  Kom- 
bination von  (5)  und  (7)  oder  von  (6)  und  (7)  zn  betraditen. 

Hierdurch  ergeben  sich  alle  Zahlen  von  der  Form  p-l-pi, 
für  welche  zu  untersuchen  ist,  ob  dadurch  I=D-\-iy i—(p-{-p  «*)* 
durch  q-^-qi  theilbar,  oder  ob 

q-\-qi  9*+?* 

oine  ganze  Zahl  wird. 


V.  Als  Beispiel  zu  Vorstehendem  sei  04-1/4= — l7-[-27t, 
jf  +  jf'i=5-j-8i  gegeben,  sodass  also  —  IT  +  ^Tt  —  (p-j-pi)« 
durch  5-f-8i  theilbar  werden  soll.  Die  Ausdrücke  (5),  (6), 
(7)  werden  hier 

(5)        p  —  '^pi 

Lässt  man  die  Grösse  p  in  (5)  von  —8  bis  0,  in  (6)  von  0 
bis  5  und  in  (7)  von  —  8  bis  5  variiren;  so  erhält  man  durch 
leichte,  auf  Additionen  sich  zurückführende  Rechnungen 

40* 
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ans  (5) 

aiiB(6) 

aiu(7) 

also  in  nasen  Zahlen 

m 

p 

0 

P 

r 

P 

P 

P  = 

—8 

5 

5  ^ 

5 

—  7 

H 

1 

5t\ 

5 

^6 

^ 

1 

r 

5t5 

4, 

5, 

—5 

H 

5t5 

4, 

3, 

—  4 

2{. 

K  l  9 

3, 

4,5, 

—3 

6t\ 

2, 

3,  4,  5,  6 

^2 

1  ** 

1 

6t5 

2, 

3,  4,  5,  6    - 

—  1 

6t  I 

1, 

2,  3,  4,  5,  6 

0 

0 

0 

OTT 

0, 

1,  2,  3,  4,  5,  6 

l 

tl 

^¥ 

2, 

3,  4,  5,  6,  7. 

2 

3i 

7i\ 

4, 

5,6,  7 

3 

4* 

5, 

6,7 

4 

6^ 

7 

5 

8 

8 

8 

Diese  47  ganzen  Werthe  von  p-j-p't  sind  aaf  die  verlangte 
Eigenschaft  zu  prüfen.  Im  Umfange  des  Dreiecks  OAB  liegen 
davon  drei»  nämlich  — 8-)- 5t,  0  and  5-}- 8t,  und  zwar  liegen 
dieselben  in  den  Ecken  B,  0,  A.  Erwiese  sich  also  Einer  von 
diesen  drei  Werthen  als  zulässig;  so  würden  die  anderen  keine 
neuen  Gruppen  bedingen.  Jeder  andere  zulässige  Werth  führt 
aber  hier^  wenn  er  mit  entgegengesetztem  Zeichen  genommen 
wird,  zu  einer  anderen  und  verschiedenen  konjugirten  Gruppe. 

Die  eben  genannte  Prüfung  wird  aasgeführt;  indem  man 
nachsieht,  welche  der  vorstehenden  Werthe  von  p -[-/>'*  <)eo 
Ausdruck 

_  17  +  27t  -  {p^'iy_^  -  17  — y*+p^'  +  (27  ^-p/jt 

5  +  8t  5  +  8t 

_  131  —  5(p«  ~p «)  —  16pp^ 

89 
,  271+8(p«  — p')->iQpf  . 

"^  89 

zu  einer  ganzen  Zahl  machen.    Man  findet,  dass  nur  der  ein- 
zige Werth  p-f-p't== — l+2t  dieser  Bedingung  genügt,  indem 
der  vorstehende  Ausdruck  hierTür  =2-|-3t  wird.     Die  kon- 
jugirte  Gruppe  entspricht  dem  Werthe  P'\'pi=  1  —  2t. 
Hiernach  ist  allgemein 

P+Ft=  -  l +2t  +  (i£?  +  ir't-)(5  +  8t)  =  (— 1  +  So?  -  Stt;') 

4-(2  +  8tr  +  5tr')i 
and 

P4-jP't=l  -2t  +  (ir  +  tp't-)(5  +  8t)  =  (l+5tt?-8ti7') 

+  (— 2  +  8t(?+5tr')i 

eine  ganze  Zahl,  welche  der  Aufgabe  genügt. 
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Es  wird  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  man  bei 
einer  einigermaassen  genauen  Konstruktion  die  in  dem  Dreiecke 
OAfi  liegenden  ganzen  Zahlen  auch  durch  Zeichnung  ermitteln  kann. 

VI.  Schliesslich  bemerken  wir,  dass  wenn  relativ  prime 
Faktoren  bekannt  sind^  in  welche  sich  die  Zahl  q-^-qi  zer- 
legen lässt,  man  auch  für  jeden  dieser  Faktoren  die  Zahlen  / 
aufsuchen  und  nach  §.  79,  III.  verfahren  kann.  Auch  lehrt 
eine  Betrachtung  wie  in  §.  80,  dass  wenn  q-^-qi  vollkommen 
prim  ist,  es  nur  eine  einzige  Gruppe  der  Zahlen  /  und  die 
konjugirte  derselben  geben  kann. 

§.  203.    JBei9lel  wM  nieJU  fwuMAratUeker  neiermtkumie  : 

(l_|-2fa?*  — 2(l+t);2y  — (2  — t)y'=  — 2  +  5f 

Hier  ist  öo  +  Po't=l-f2t»  Po  +  A't=l+t,  ^-i  +  P./i 
=  2-1,  />+/yt  =  (l+ty  +  (l-f2i)(2-i)  =  4  +  5f,  also 

>^4  +  5t4-i+f 

1  +  21 
Die  Entwickelnng  dieser  Grosse  ist  in  §.  200,  VI.  mitgetheilt. 

Ferner  hat  man  Ä"  =*=  — "*"  »  i   r»        *     Es    sind   also 

—  2-|-5f 

die^  durch  — 2-f~^>  theilbaren  Zahlen  von  der  Form  4 -[-5* 
—  (/^+pO*  2°  suchen.  Damit  im  Divisor  beide  Theile  positiv 
werden,  setzen  wir  statt  desselben  die  Zahl  (— 2-f-5t)i'=5-|-2t 
sf-f-ft.  Demnach  hat  man  statt  der  Ausdrücke  (5),  (6),  (7) 
aas  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

(5)  p  —  y  pt 

(6)  p  +  ^pi 


,,.  ,  /^29       3    >.. 


Lässt  man  die  Grösse  p  in  (5)  und  (7)  von  —  2  bis  0  und  in 
(6)  und  (7)  von  0  bis  5  variiren;  so  kommt 

aus  (5)  ans  (6)  aus  (7)        also  in  ganzen  Zahlen 


p 

P 

P 

P 

P== 

—2 

1 

5 

0 

0 

H 

0 

0 

^ 
ih 

3,4 

0,  1,  2,  3,  4 

•   1 
2 
3 

2 

3f 

3i 

2^ 

1,  2,  3 
1,2,  3 
2 

4 
5 

n 

2 

2^ 
2 

2 
2 
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Aus  diesen  Werlhen  von  p-^pi  sind  diejenigen  auszalesen, 
für  welche 

4_|.5,-(p-f-p',y      174-2(p«  — p«)— lOp/ 

—  2  +  5t  29 

.   ^a0  +  5(p'->p»)  +  4pp\ 

"^29  ' 

eine  ganze  Zahl  wird.  Es  findet  sich  darunter  nur  der  brauch- 
bare Werlh  p-|-pi=l -|-3i,  welcher  auch  noch  mit  entgegen- 
gesetztem Zeichen  genommen  werden  kann,  und  die  ganze  Zahl 
=  — 1  —2t  liefert.     Nimmt  man  p-[-pt=  1 -|-3t;  so  ist 

jf'=2!H^+V+3t 


—  2  +  5t 


zu  entwickeln. 

Dies  gibt 

n 

p.+'P.'» 

Qn+Q^i 

1 

— l     2t 

0 

l+3i 

2^ 

-5t 

1 

4— i 

3- 

• 

-t 

2 

3 

t- 

-2t 

3 

2 

2     t 

4 

1+' 

l4-2t 

>  i    " 

etc. 

1 

2— t 
— l--2t 

l— t 


Die  Periode  von  JT'  stimmt  vom  Zeiger  4  an  mit  der  Pe- 
riode von  K  vom  Zeiger  0  an  überein.  Man  kann  alsoy  ita  die 
Periode  achtgliederig  ist,  die  Kombinationen 

Jir(O),  (8),  (16)...*omJ.Ä'(4) 
J5r(0)*oi»i.r(4),  (12),  (20).,. 
bilden. 

Für  die  erste  Kombination  der  ersten  Reibe  JSr(O)  komb.K'  (4) 
hat  man 


n 

«D+Ö»l 

i»f»+jtf;t 

N.+N;i 

2 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

l 

1 

-~t--t 

1 

1    t 

2 

l-4-2t 

l+2i 

2     3t 

3 

2--t 

3     3t 

2-|-7t 

Für  die  zweite  Kombination  der  ersten  Reihe  K{%)komh.K  {^) 
hat  man,  mit  Bezug  auf  die  Entwickelung  von  K  in  §.  200,  VJ.^ 


n 

a»-f-fl,i 

6 

7 

8 

0 

9 

— 1— f 

10 

1-j-2f 

U 

— 24-i 
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— tlO+  50f  -^65+  8t 

— 173— t20t  —70—901 

-110+  50i  —63+  8f 

—  13—  60f  3— 33t 

_-     3_^  36«  4— 19t 

29+     9t  14+  9t 

Bezeichnet  man  die  beiden  hierdurch  gefundenen  Auflö- 
sungen mit 

M=  —  3  —  3t.  N=  —  2  +  7t 

Jtf=    29  + 9t,  N=    14  +  9t 

so  kann  man  alle  übrigen  in  den  obigen  beiden  Kombinalions- 
reihen  enthaltenen  AnllÖsuBgen  mittelst  der  aus  §.  82  und  84 
zu  entlehnenden  Rdtursionsformel  berechnen^  für  deren  An«- 
wenduBg  der  fünfte  Abschnitt  mehrfache  Beispiele  enthäU. 

Um  eine  neue  Reihe  von  Auflösungen  zu  finden,  hat  man 

den  zweiten  Werth  von  K',   welcher  = "'        .      ist, 

—  2  +  5t 

zu  entwickeln  und  wie  den  vorstehenden  zu  behandeln. 

Alle  hierdurch  gefundenen  Auflösungen  sind  vollkommen 
relativ  prim.  Um  die  etwa  vorhandenen  Auflösungen  mit  ge- 
meinschaftlichem Maasse  zu  bestimmen,  hat  man  die  quadra- 
tischen Faktoren  von  k=  —  2  +  5i  zu  ermitteln.  Da  diese 
Zahl  eine  vollkommene  Primzahl  ist;  so  kommt  nur  ihre  Zer- 
legung in  der  Form 

*=  — Ät>  =  (2  — 5ty 

in  Betracht.  Demnach  suche  man  die  Auflösungen  der  Glei- 
chung 

(1  +  2i>«  —  2(1  +  i)ay  —  (2  —  t)y*  =  2  —  St- 
und mulliplizire  jede  sich  ergebende  mit  t. 

Alle  dureh  das  bisherige  Verfahren  gefundenen  Auflösiingen 
ohne  Ausnahme  können  nun  auch  noch  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  genommen  werden. 


§.  204.  JVeiijpiel  mUt  mcht  qflUBdraiUehtr  neiertmimmm^  s 

2a?*  +  4ry  — 3y*=«— 7 

In  diesem  Beispiele  sind  alle  Koeffizienten  reell.  Dasselbe 
wird  behuf  allgemeiner  Auflösung  genau  nach  der  generellen 
Regel  behandelt.  Es  darf  aber  nicht  übersehen  werden,  dass 
alle  Kettenbrüche,  gleichviel,  ob  imaginäre  Zahlen  darin  vor- 
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kommeo  oder  nicht,   sleU  nach  dem  Prinzipe  der  niiraerisch 
kleinsten  Reste  zu  entwickeln  sind.     Demnach  hat  man  zu- 


vörderst  für  K 
n 

r 

2 

«n 

Ma 

iV. 

—2 

0 

l 

1 

3 

1 

0 

0 

-2 

2 

l 

1 

1 

/1 

4 

—3 

2 

1 

2 

2 

2 

2 

—  3 

4 

7 

3 

4 

3 

2 

7 

12 

u 

2 

2 

3 

25 

43 

5 

4 

3 

2 

—43 

—74 

Jetzt  sind  die  durch  7  theilbaren  Zahlen  /  von  der  Form 
^^  —  {p+piy  zu  suchen.  Nach  der  Regel  des  §.202,  IV. 
hat  man  hier^  wo  y-(-yi=7,  also  y=7,  q  t=sO  ist,  statt  der 
dortigen  Ausdrücke  (6)  und  (7),  indem  der  Ausdruck  (5)  un- 
beachtet bleibt, 

(6)  P 

(7)  p  +  {7^p)i 

Hierin  ist  p  von  0  bis  7  zu  variiren.     Man  hat  also 

ans  (6)  ans  (7)  also  in  ganzen  Zahlen 

P  P  P  P  = 

0  0  7  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7 

1  0  6  0,  t,  2,  3,  4,  5,  6 

2  0  5  0,  1,  2,  3,  4,  5 

3  0  4  0,  1,  2,  3,  4 

4  0  3  0,  l,  2,  3 

5  0  2  0,  l,  2 

6  0  1  0,  1 

7  0  0  0 

Hiervon  sind  diejenigen  Werthe  auszuwählen,  wodurch 

10  — (p+pt)'^10— p'+p*      tpp  . 

7  ""  7  7    * 

eine  ganze  Zahl  wird.  Dies  ereignet  sich  nur  für  p-\-p'i=2i 
und  =5f.  Da  diese  beiden  Werthe  in  der  Kathete  OB  des 
Dreiecks  OAB  liegen:  so  braucht  man  demnächst  keine  kon- 
jugirten  Gruppen  zu  betrachten,  indem  die  aus  den  vorstehen- 
den    beiden     Werlhen     hervorgehenden     einander     konjugirt 

sind.     Für  den  ersten   Werth  gibt  ÜT'  = —^ —    die   Ent- 

wickelnng 


f.  205.     Patt  mit  quadrat,  Determinante, 
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ft+p;i 

Q.+Q:i 

fln-f-^n' 

\ 

—2 

0 

2t 

7 

0 

1 

2i 

2 

-2+.- 

2 

4 

3 

2 

3 

2 

2 

3 

4 

4 

3 

2 

Diese  Eiitwickelung  von  K'   hat   dieselbe  Periode  wie  die 
von  iSf.     Es  lassen  sich  also  die  Kombinallonen 

i>r(l),(5),(9)...Äo«»6.r(4) 

ir(l)ftom6./ir'(4),(8),(l2)... 

bilden.  Da  jedoch  in  denselben  die  Zeigersumnie  Tür  zwei 
üfbereinstimmende  Glieder  unpaar  ist;  so  liefern  die  hierdurch 
entstehenden  Werthe  von  x  and  y  die  rechte  Seite  der  gege- 
benen Gleichung  nait  entgegengesetztem  Zeichen.  Dieselben 
sind  also  sämmtlich  mit  t  zu  multipliziren. 

Die  ersten  beiden  Kombinationen  der  ersten  Reihe  ergeben 


K(\)komb.K'  {^) 

Ki^)komb,K 

(4) 

n 

an^üni 

Mrr^M:i  JV.+iVa't 

n 

ön+ön't 

JMfn-f-Jlfn' 

i  Nn-\-N:i 

-2 

0               1 

-1 

1                0 

3 

7 

12 

0 

1 

1                1 

4 

25 

43 

1 

0 

1                0 

5 

0 

7 

12 

2 

-3 

-2                1 

6 

-3 

4 

7 

3 

-2 

5              -2 

7 

-2 

-1 

-2 

4 

2     t 

8— 5t      -3-[-2i 

8 

2— • 

2+i 

3+2i 

MaltipHzirt  man  die  hierdurch  gefundenen  Werthe  mit  t;  so 
ergeben  sich  die  beiden  Auflösungen 

M=      5  +  8«,  iV«=~2  — 3i 

J»f=— l  +  2t,  ^r=  — 2  +  3t 

auf  welche  man  zur  Berechnung  der  obigen  unendlichen  Menge 
von  Kombinationen  die  bekannte  Rekursionsformel  in  Anwen- 
dung bringen  kann. 

Dies,  sowie  die  Berechnung  der  übrigen  Reihen  üherlassea 
wir  dem  Lehrer. 


$.  205.    WaU^  wo  die  M^eiermktante  ein  ^,uadrat  isi. 

I.  Wenn  man  auch  auf  den  Fall,  wo  die  Determinante 
ein  Quadrat  tP  ist,  die  bisher  befolgte  allgemeine  Auflösungs- 
methode in  Anwendung  bringen  will,  muss  man  dafür  sorgen^ 
dass  die  Kettenbruchsent Wickelungen  stets  in  absolut  klein- 
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sten  Zahlen  schliessen,  d.  b.  so,  dass  wenn  die  drei 
Grössen  Pj,s=d,  Qn'^O  und  ^b.i  den  Schluss  bilden^  der  ab- 
solnle  Wertb  von  ^n-i  so  klein  als  möglich  sei.  Da  man  ferner 
nach  §.  88  leicht  einen  Zeichenwechsel  in  der  zum  Schlüsse 
gehörigen  Grösse  Qn^i  bewirken  kann;  so  Igsst  sich  stets  errei- 
chen, dass  der  reelle  Theil  dieses  Werthes  von  ^..i  positiv 
wird,  oder  dass  der  imaginäre  Theil  positiv  wird,  insofern  der 
reelle  zufällig  =0  sein  sollte.  Einen  solchen  Schluss  wollen 
wir  den  Schluss  in  kleinsten  positiven  Zahlen  nennen. 
Wir  setzen  voraus,  dass  derselbe  bei  jeder  Entwickelung  erzielt 
werde,  was  nach  §.  90  geschehen  kann.  Ist  nämlich  ^n-i  der 
zu  untersuchende  und  eventuell  zu  reduzirende  Werth  irgend 
eines  bereits  erreichten  Schlusses;  so  dividirt  man  mit  2d  in 
Qu^i  nach  dem  Prinzipe  der  absolut  kleinsten  Reste.    Der  sich 

^2d 
ergebende  absolut  kleinste  Rest  ist  bekanntlich  absolut  ^Tf^ 

d.i.  ^V2d.  Bezeichnen  wir  nun  mit  R  eine  Grösse^  deren 
reeller  Theil  entschieden  positiv  ist,  oder  deren  imaginärer 
Theil  es  fdr  de»  Fall  ist,  dass  der  positive  :e=0  sein  sollte;  so 
steUt  sich  der  erwähnte  Rest  der  Division  entweder  als  R  oder 
als  —  R  dar.  Im  ersteren  Falle  bedient  man  sich  der  Formeln 
(1)  und  (3),  im  zweiten  Falle  dagegen  der  Formeln  (2)  und 
(4)  aus  §.  90,  um  zu  bewirken,  dass  für  den  neuen  Schluss 
das  vorletzte  Q  genau  =sA  werde. 

Wenn  die  Determinante  =0  ist»  zerfällt  auch  hier  die 
gegebene  Gleichung  in  zwei  unbestimmte  Gleichungen  vom 
ersten  Grade. 

II.  Übrigens  kann  man  die  Auflösung  der  Gleichaogea 
mit  quadratischer  Determinante  auch  nach  der  besonderen  Regel 
des  §.  121  bewirken,  welche  in  mancher  Beziehung  als  einfachem 
gelten  kann,  insofern  man  die  Faktoren  der  zu  zerlegenden 
Zahlen  kennt. 

Als  Beispiel  für  das  Verfahren  nach  §.  121  diene  die 
Gleidinng 

adr*  +  (2  —  31)^ —  %'«=— 44-3t 

Da  der  Koeffizient  von  ay  keine  paare,  vielmehr  eine  an- 
v«>Hcommen  paare  Zahl  ist;  so  bat  man  mit  2  zu  ranitipliziren 
und  die  Gleichung 

4^«  —  2(--  2  +  3i)xy  —  6^«=  —  *8  +  6t 

zu  bebaodelo. 

Hierin  ist  die  Determinante 

/>  +  />'f  =  (-2  +  3t)«  +  4.6i  =  -5-f  12t 

Dass  diese  Grösse  das  Quadrat  von  2  4*  3t  ist,  erkeniU  tnan, 
indem  man  die  Formel 
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in  AnwenduDg  bringt. 

Nach  §.114  müssen  nan 

^_     P-9  ^_P  +  g-2(2-3i> 

y  — 2(2  +  3i)'  8 

gaoze  Zahlen  sein^  indenn  p  and  q  je  zwei  Faktoren  darsieUen^ 
in  welche  sich  die  Grösse  4(— 8-f-ö0  =  —  8(4  —  3t)  zerlegen 
lässt.  Alle  möglichen  Werthe  von  p  und  q  finden  sieh,  wenn 
man  die  voilkommenen  Primfaktoren  von  8  und  4  —  3i  kennt. 
Nun  ist 

8=;=t(l+t)« 

4  +  3t  =  t»(l  +  2t)»  =  (0  + 1)'(  1  +  W 
also  nach  §.  i  93,  IV. 

4  —  3i=  (0  —  t)»(l  —  2i)«  =  1(1  —  2t)» 
mithin 

—  8(4  —  3t)  =  (1  +  iy(l  -  2tr  =  t*(l  +  t)Hl  -  2t)  =pq 

Der  Faktor  t*  =  t  ist  dieser  Zahl  deshalb  nochmals  beige- 
fügt, um  auf  den  daraus  hervorgehenden  zulässigen  Zeichen- 
wechsel von  p  und  q  aufmerksam  zu  machen. 

Nimmt  man  unter  Anderem  /?=t(l-|-t)*(*— 2»)*=— ^(4— 3t) 
qsss^(^\^iytssit;  so  ergibt  sich  die  Auflösung  ir== — 4,  yss3f. 

111.  Wir  bemerken  noch;  dass  in  Ermangelung  einer  Fak- 
torentafel,  und  wenn  man  nicht  das  praktische  Verfahren  aus 
§.  195  vorzieht,  die  Zerlegung  einer  Zahl  in  ihre  Faktoren  ein 
Problem  ist,  welches  auf  die  Lösung  einer  diophantischen  Glei- 
chang  vom  zweiten  Grade  mit  quadratischer  Determinante  zu- 
rückkommt. Die  in  §.  120  erläuterten  Regeln,  namentlich  die- 
jenigen sub  II.  und  III.,  sind  auch  hier  mit  geringen  Modifika- 
tionen anwendbar.  Die  KaussleFsche  Rege!  in  §.  120,  III.  ver- 
weitläuftigt  sich  übrigens  hier,  wo  es  sich  um  komplexe  Grössen 
handelt,  in  höherem  Grade ^  als  die  Regel  in  demselben  Para- 
graphen sub  II. 


§.  206.    Aufiämmg  der  aUgetmehien  Gieiehungem  vom  aweiien 
Grade  mM  tntei  und  «teAr   Unbekannien  in  gunaen,  re9p. 

rationalen  MäMen. 

I.     Die  Auflösung  der  altgemeinen  Gleichung  vom  zwei- 
tea  Grade  mit  zwei  Unbekannten  in  der  Form 

(1)  «a?»  — 263!y  —  iy*-}-2i*i?-j-%~* 

worin  die  Koeffizienten  komplexe  Zahlen  sein  können,  ist  nach 

den  Regeln  des  §.  125  zu  bewirken,   indem  man  für  £e  auf- 
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tretenden  Willkürlichen  u,  t,  w.,.  willkürliche  komplexe 
ganze  Zahlen  einfuhrt. 

Dabei  ist  nur  zu  bemerken^  dass,  um  der  einschlagenden 
Betrachtung  des  §.  86  auch  Tür  komplexe  Zahlen  Gültigkeit  zu 
verschaffen,  die  dort  erwähnten  Reste  die  absolut  kleinsten 
sein  müssen. 

II.  Ebenso  ist  die  homogene  Gleichung  mit  drei  Un- 
bekannten in  ganzen  und  rationalen  Zahlen^  sowie  die 
allgemeine  Gleichung  mit  zwei  Unbekannten  in  rationalen 
Zahlen  nach  den  Vorschriften  der  §§.  160  ff.  zu  lösen. 

Hierbei  machen  wir  darauf  aufmerksam,  wie  aus  §.201 
hervorgeht,  dass  durch  die  in  §.161  vorgeschriebenen  Trans- 
formationen der  absolute  Werth  der  Determinante  fortwährend 
verkleinert  werden  kann,  und  dass  man,  wenn  sich  hierdurch 
nicht  schon  früher  eine  quadratische  Determinante  >>>  1  ein- 
stellt, schliesslich  immer  entweder  auf  die  Determinante  -|-1 
oder  —  1  geleitet  werden  muss^  welche  beide  Quadrate,  näm- 
lich resp.  =( — \y  oder  =«*  sind. 

Da  bei  der  Zulassung  imaginärer  Werlhe  —  1  als  ein  voll- 
kommenes Quadrat  erscheint;  so  fällt  hier  die  einschränkende 
Bedingung,  dass  in  der  Gleichung 

(2)  aa?*+iy*  +  cj&*==0 

die  drei  Koeffizienten  nicht  gleiche  Zeichen  besitzen  dürfen, 
ganz  hinweg,  und  die  Bedingungen  der  Lösbarkeit  dieser  Glei- 
chung sind  vollständig  durch  die  Formeln  (11)  oder  (12)  in 
§.168  dargestellt. 

Auch  bemerken  wir  noch,  dass  bei  komplexen  Zahlen,  wo 
die  Zerlegung  in  Faktoren^  sowie  die  Prüfung  auf  die  Eigen- 
Schaft  eines  vollständigen  Quadrates  bedeutend  umständlicher 
ist,  als  bei  reellen  Zahlen,  das  in  §.  167  bezeichnete  Verfahren 
um  so  grössere  Rechnenvortheile  darbietet. 

III.  Die  Auflösung  der  homogenen  und  allgemeinen  Glei- 
chungen mit  beliebig  vielen  Unbekannten  resp.  in  ganzen  und 
in  rationalen  Zahlen  kann  unter  den  im  achten  Abschnitte  nam- 
haft gemachten  Umständen  ebenfalls  nach  den  dortigen  Regeln 
ausgeführt  werden. 


§.  207.  IKe  GrundfnrtneiM  der  Mnngru^nn  kwmfUexer  Mahiem 

I.  Wir  übertragen  die  in  der  Einleitung  des  §.  135  erläu- 
terten Grundbegriffe  über  die  Kongruenz  der  Zahlen  jetzt  auch 
auf  den  allgemeineren  Fall^  wo  es  sich  um  ganze  komplexe 
Zahlen  handelt. 
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Alsdann  ist  die  Kongruenzformel 

(1 )  a  -f-  a  i  ^  6  4"  *  *  modp  -{-pi 
der  kürzere  Ausdruck  für  die  Gleichung 

(2)  (a  +  di)^(b  +  b'i)  =  {n-\-ni)(p^pi) 
oder 

(3)  a  -f-  ai  =  (^  +  w'i)(p  -|-p'i)  +  (6  -j-  *'0 
Besliinmt  man  den  liest  b-{-b'i  aus  dem  Bruche 

(4)  a'\'ai^ap+ap    ■  dp-^ap. 
p-\-p'i       P*"f"P*        p'-j-p'* 

nach  §.  1^0,  III.  dergestalt,  dass  r  und  r  positiv  und  <Cf*H"P * 
wird;  so  stellt  n-\-ni  den  grössten  Subquotienlen  jenes  Bruches 
dar,  und  man  kann^  analog  wie  hei  den  reellen  Zahlen,  den 
Rest  b-{-b'i  den  kleinsten  positiven  Rest  von  a-\-di 
nennen^  wiewol  schon  in  §.  190  hemerkt  ist,  dass  in  diesem 
Reste  die  beiden  Zahlen  b  und  b'  keineswegs  immer  positiv 
aasfallen.     Es  ist  übrigens  immer  der  absolute   Werth  dieses 

Restes  oder  1^6' +  4'*  <  |^2(p* +;>'•). 

Bestimmt  man  jenen  Rest  so,  dass  r  und  r  negativ  und 
<Cp*+/>*  wird;  so  stellt  n-|-ni  den  kleinsten  Superquotienten 
des  fragh'chen  Bruches  dar,   und    man  kann   den  Rest  b-^-b'i, 

wofür  ebenfalls  K6*4-A'*<  1^2(p*4-p'*)  sein  wird,  den  klein- 
sten negativen  Rest  von  a-^-di  nennen. 

Wenn  man  will,  kann  man  offenbar  von  r  und  r  auch  die  Eine 
positiv  und  die  andere  negativ,  obwol  absolut  immer  <Cip^-\-p^ 
werden  lassen,  sodass  von  den  beiden  Zahlen  n  und  n  die  Eine 
einen  grössten  Super-  und  die  andere  einen  kleinsten  Subquo- 
tienten  darstellt. 

Bestimmt  man  jedoch  nach  §.  190,  IV.  den  fraglichen  Rest 
so,  dass  r  und  r   absolut  ^-^-(p'-f-P*)  w'^d;  so  erhält  man 


b-^-b'i  den  absolut  kleinsten  Rest  von  a-^di  nach  dem 
Model  p-\-pi  nennen.  Man  sieht,  dass  bei  komplexen  Zahlen 
der  absolut  kleinste  Rest  nicht  nolhwendig  entweder  der  kleinste 
positive  oder  der  kleinste  negative  Rest  zu  sein  braucht,  wie 
es  bei  reellen  Zahlen  der  Fall  war,  wol  aber  ist  es  immer 
Einer  der  vier  im  Vorstehenden  bezeichneten  kleinsten  Reste. 
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Zwischen  den  ganzen  Zahlen  r-|-r'i  nnd  b^b'i  bestefal 
immer  die  neziehuog 

(5)  t^b'i^'±Sj_ 

p-pt 

ü.  Es  leuchtet  ein,  dass  alle  in  §.  t35  sab  1.  bis  XI.  and 
sub  XIII.  bis  XV.  vorgetragenen  Lehrsätze  auch  fiir  bomplexü 
Zahlen  Gültigkeit  haben,  insofern  man  unter  den  primen  und 
relaliv  primen  Zahlen  Bleis  die  vollkommen  primen  und 
vollkummen  relativ  primen  Zahlen  verslebt. 

Der  dortige  Satz  XVI.  errordeil  jedoch  bei  seiner  Über- 
Iragung  aaf  komplexe  Zahlen,  dass  man,  wenn  a,  b,  p  jetzt 
komplexe  Zahlen  (n  und  a  jedoch,  wie  dort,  positive  reelle  Zah- 
len) bedeuten,  in  den  Exponenten  von  a  und  b  anstatt  des 
Models  p  dessen  Norm  (also  wenn  der  Model  =p-\'f' 
gesetzt  wird,  den  Werth  p'-\-p'^)  subsliluire. 

Ebenso  erfordeTt  der  dortige  Satz  XVII.,  dass  man  in  den 
Exponenten  von  A  und  B  anstatt  des  grüsslen  gemein scbafl- 
licbcn  Maasses  m  von  P  und  Q,  die  Norm  dieses  Msasse« 
(also  wenn  jenes  Maass  ^m-\-m'i  gesetzt  wird,  den  Werth 
m'-j-m'')  sabstitnire. 

In  derselben  Weise  bat  man  in  dem  dortigen  Satze  XVIII. 
in  den  Exponenten  statt  des  Models  p  dessen  Norm  lo 
snbstituiren. 

III.  Der  in  §.  135,  XII.  entwickelte  Satz  über  die  Grin- 
zen,  innerhalb  welcher  nolhwendig  Eine,  und  auch  nur  Eine 
zu  a-\-a'i  nach  dem  Model  p-\-p'i  kongruente  Zahl  h-^-Si 
liegen  muss,  bedarf  jedoch  hier  Tür  komplexe  Zahlen  einer  Er- 
weiterung. 

Das  fragliche  Gesetz  Igsst  sich  durch  die  Prinzipien  de« 
Sitnationskalkuls  sehr  anschaulich  machen.  Zu  diesem 
Ende   sei   in  Figur  14   resp.  "■     -• 

OXund  OYäie  positiv  reelle 
und  positiv  imaginäre  Axe, 

(6)  {OA)=p-{-pi 

nnd  über  (OÄ)  als  Quadral- 
seite  ein  Netz  von  Quadraten 
entworfen.  Die  vom  Null- 
punkte 0  nach  den  verschie- 
denen Nelzpunkten  gezogenen 
Linien ,  wie  (OD) ,  stellen 
dann  die  verschiedenen  kom- 
plexen Vielfachen  von  {OÄ) 
dar;  man  hat  also 

(r)  (Oi))  =  («+»o(p+p'o 
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in  unserer  Fignr  würde  man  für  die  spezielle  Lage  des 
Punktes  D 

(0/>)  =  (OG)+(G/>)  =  2(p+pi)+i(p  +  pi)=(2+i)(p+/i) 

haben. 

Jede  beliebige  Zahl  fl-j-ai,  welche  durch  {OE)  vertreten 
sei,  kann  nun  in  zwei  Theilcn  {OD)  und  {DE)  dargestellt  wer- 
den, von  denen  der  erste  in  irgend  einem  Net/punkte  D  endigt, 

also  ==(n-|-'*'*)(p"l~P'*)  '^^'  ^^^  zweite  Theil  {DE)  muss 
dann  offenbar  ein  zu  a-\-di  kongruenter  Rest  h-\-l)i  sein. 
Statt  der  Gleichung 

{OE)  ==  {OD)  +  {DE) 

hat  man  also  die  Gleichung 

(8)  a-\-di  =  {n-\-  n%){p-\-pi)  +  *  "h  *  * 
oder  die  Kongruenz 

(9)  a-\-dt^h'\-  b'i  modp  -f-  pi 

Zieht  man  allgemein  nach  irgend  einem  Punkte 
E  von  zwei  Netzpunkten,  z.  ß.  von  D  und  G,  die  Ge- 
raden (/>£)  =  6 -f-fi'f,  {GE)  =  c-\-ci;  so  sind  dieselben 
in  Beziehung  zu  der  Quadratseite  {OÄ)=p-\-pi  als 
Model  einander  kongruent. 

Denn  man  hat  nun  {OE)  =  {DE)  und  {OE)  =  {GE),  mithin 
auch  {DE)  =  {GE)mod{OA)  oder  b-{-b'i=c4-cimodp+pi. 

Ziehen  wir  nun  von  dem  Endpunkte  £  jeder  gegebenen 
Zabt  {OE)  =  a'\-'di  behuf  Bestimmung  eines  kleinsten  kon- 
gruenten Restes  b-^-b'i  die  Linie  ED  immer  nach  Ein  und  dem- 
selben, z.  B.  immer  nach  dem  unteren  Eckpunkte  D  des 
Quadrates^  in  welchem/?  liegt;  so  leuchtet  ßin,  dass  jeder  Rest 
{DE),  wenn  er  parallel  zu  sich  selbst  an  den  Nullpunkt  nach 
(OF)  getragen  wird,  eine  von  0  auslaufende  und  in  dem 
Quadrate  OACB  liegende  Linie  sein  wird. 

Die  in  einem  solchen  Quadrate  liegenden  ganzen 
Zahlen  {OF)  sind  es  also,  unter  welchen  nothwendig 
für  jede  gegebene  ganze  Zahl  a-j-at  ein  zum  Model 
p-^-pi  kongruenter  Rest  vorkommen  wird. 

Wenn  das  Quadrat  OACB  so  verzeichnet  worden,  dass 
(0A)=p-\-pi  und  {OB)  =  i{p+pi),  dass  also  (OB)  aus  (0^) 
durch  die  positive  Drehung  von  rechts  nach  links  um  90^  ent* 
standen  ist;  so  folgt  ans  der  Beziehung  (5)  leicht,  dass  die  darin 
liegenden  ganzen  Zahlen  b-^b'i  die  kleinsten  positiven 
Reste  von  a-^di  sind. 

In  dem  diametral  gegenüber  liegenden  Quadrate  OH  liegen 
die  kleinsten  negativen  Reste.     In  dem  Quadrate  Ol  wür- 
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den  diejenigen  kleinsten  Heste  liegen,  flir  weiche  r  positiv  and 
r  negativ  ist^  und  in  dem  Quadrate  OK  diejenigen,  fiir  welche 
r  negativ  und  r   positiv  ist. 

Man  erkennt  ohne  Schwierigkeit,  dass  von  den  vier  eben 
genannten  Resten,  welche  in  dem  grösseren  Quadrate  BICK 
liegen,  der  absolut  kleinste  in  die  Tiränzen  des  Quadrates 
HI' CK'  fällt,  dessen  Seite  H'r=OA,  dessen  Mittelpunkt 
aber  der  Nullpunkt  ist.  Das  letzlere  Quadrat  bezeichnet  also 
die  Gränze  für  die  absolut  kleinsten  Reste. 

Dass  im  Innern  eines  jeden  der  vorstehend  betrachteten 
fünf  Quadrate  immer  nur  eine  einzige  Zahl  i-|-i't  liegen 
kann,  welche  ^a-^ai  ist,  oder  dass  von  allen  diesen  Zahlen 
keine  zwei  nach  dem  Model  p-\-pi  einander  kongruent  sind, 
leuchtet  ein.  Nur  wenn  ein  solcher  Rest  in  einer  Seitenlinie 
eines  solchen  Quadrates  endigt,  fällt  auch  in  die  gegenüber- 
stehende Seite  ein  kongruenter  Rest,  und  wenn  der  erslere  in 
einer  Ecke  des  Quadrates  endigt,  fallen  in  die  anderen  drei 
Eckpunkte  ebenfalls  kongruente  Reste.  Von  den  in  den  Um- 
fang eines  solchen  Quadrates  etwa  treffenden  ganzen  Zahlen 
sind  also  nur  diejenigen  zu  betrachten,  welche  in  zwei  zasam- 
menstossenden  Seiten,  wie  OA  und  OB  liegen^  mit  Ausnahme 
der  beiden  in  den  Eckpunkten  A  und  B  selbst  endigenden. 

IV.  Bestimmen  wir  jetzt  die  Anzahl  a  der  in  einem  Qaa- 
drate  wie  OACB  liegenden  einander  nicht  kongruenten  Zahlen, 
indem  wir  die  vier  Eckpunkte  0,  A,  Cj  B  für  einen  einzigen 
zählen  und  von  den  sonst  in  den  Seitenlinien  liegenden  Zahlen 
nur  die  in  OA  und  OB  fallenden  in  Betracht  ziehen. 


Fig.  15 


Zu  diesem  Ende  sei  in  Fig.  15 
um  die  Ecken  des  Quadrates  OACB 
ein  anderes  Quadrat  PQBS  beschrie- 
ben, dessen  Seiten  s=p-j-p'  sind 
und  in  den  Richtungen  der  Grund- 
axen  liegen.  Ermitteln  wir  nun  die 
Anzahl  der  im  Quadrate  PQRS,  so- 
wie der  in  den  Dreiecken  OPA, 
AQCy  CRBj  BSO  liegenden  ganzen 
Zahlen;  so  ist  die  Differenz  zwischen 
beiden  die  Anzahl  a  der  im  Qua- 
drate OACB  liegenden  ganzen  Zah- 
len. 

Mit  Ausschluss  aller  im  umfange  liegenden  ganzen  Zahlen 
enthält  das  Quadrat  PQRS  in  seinem  Innern  olTenbar  deren 

(10)  a,  =  {p+p~\){p  +  p-^\) 


§.  207.    Kongruenz  komplexer  Zahlen.  639 

Was  die  in  dem  Dreiecke  OFA  liegeoden  ganzen  Zahlen 
beirifft;  so  nehmen  wir  zuvörderst  an,  p  und  p  besitzen  kein 
gemeinschafth'ches  reelles  Maass  }>1.  Alsdann  kann  in  der 
Hypotenuse  OA,  ausser  in  den  Endpunkten  0  und  A,  keine 
ganze  Zahl  liegen.  Die  übrigen  in  jenem  Dreiecke  vorkom«* 
menden  ganzen  Zahlen,  mit  Ausschluss  der  in  den  Katheten 
OPy  PA  liegenden^  sind^  wenn  allgemein  g^  die  in  dem  Bruche 

-^    enthaltenen   grösslen   Ganzen    bezeichnet,    durch    folgende 

Werlhe  von  h-^-h'i  dargeslelll. 

h  y 


1 

2 
3 
4 

1 ,  2,  3  . . .  ^, 
1 ,  2,  3  . . .  ^g 
1 ,  2,  3  . . .  ^3 
1 ,  2,  3  ...  ^4 

• 

l 

1,  2,  3  . . .  jfp.i 

p-l 

Die  Anzahl  dieser  Wertbe  ist 

00  «j=fl't+s't+y3  +  ...  +  ^p-i 

Dividirt  man  die  sukzessiven  V^ielfachen  von  p  durch  p; 
so  hat  man 

Da  p  und  p  relativ  prim  sind;  so  bat  man  nach  §.  136,  VII. 
für  die  Summen  der  Quotienten  ^,  indem  jetzt  die  Reste  n, 
r2...rp_i  alle  ganzen  Zahlen  l,2;...(p — 1)  enthalten, 

z 

Eben  so  viel  ganze  Zahlen  liegen  offenbar  in  jedem  der 
vier  kongruenten  Dreiecke  OPAj  AQC^  CRBy  BSO.  Man  hat 
also,  wenn  man  die  dem  Nullpunkte  0  angebörige  Zahl  mrt 
berücksichtigt, 

a=ai-4a24-l=(/?H-p'-^l)(p+p  ~1)— 2(p-~I)(p —O-fl  d.  i. 

(13)  a  =  p«+/?'* 

Dieselbe  Formel  gilt  auch  für  den  Fall,  wo  p  und  p  das 
grösste  gemeinschaftliche  Maass  771  ^  1  besitzen.    Alsdann  liegen 

ScbefTlor's  unbrsliinaite  Analytik.  4  1 
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in  jetler  Seile  Jes  QuAdrolea  OACB,  wie  Figur  IG  zeigt,  ausser 
jr,v  jg,  in  den  Eclipnnhlen,  m  —  1  ganie  Zahlen. 

Nimmt    man    nun    0(i  =  —  OA      oder 
m 

(0(i)  =  -^  +  -^i,  worin  nun    Op  =  ^ 

und  pa^~  relativ  prim  sind;  so  liegen 

in  dem  Quadrale  Oacb,  mit  Ausschluss  der 

Ecken,  nach  Gl.  (laj^^T+r^J-l 

ganze  Zahlen;  mithin  in  allen  m*  kleinen  Quadraten,  welche  das 

grosse  Quadrat  OACB   ausmadien,  m'  f  -^  ^ -(-(  P_  J  _l  I 

=p*-|-p''  —  m*.  Hierzu  kummen  noch  die  in  den  Ecken  der 
kleinen  Quadrate  liegenden  Punkte,  mit  Ausschluss  der  in  AC 
und  BC  liegenden.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  isl  m.tn  =  ffl'. 
Demnach  bat  man  auch  hier 

a=p'+p''  — »i'-i-m*=p'  +  p'' 

Dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben,  wenn  man  gleich 
bei  der  Summirung  der  Quotienten  g,,  g,,..  die  allgemeinere 
Formel  (Ei)  aus  §.  136,  VII.  zu  Grunde  gelegt  hätte. 

Da  Kp'~j-p''  der  absolute  Werth  des  Models  isl;  so  sind 
wir  auf  den  interessanten  Satz  gcslossen,  dass  die  AnzabI 
der  in  einem  Quadrate  der  oben  beschriebenen  Art 
von  der  Seitenlinie  Fp'  +  p*  liegenden  ganzen  Zah- 
len, unter  welchen  sich  nuthwendig  eine,  aber  aocb 
nur  Eine  zu  a-\~ai  nach  dem  Model  p-|-pi  kongruente 
Zahl  b-\-b'i  befindet,  gleich  dem  Quadrate  p'-f-p'  des 
absoluten  Werlbes  des  Models  ist. 

V.  Um  die  verstehenden  p'+y  Zahlen  selbst  darzustellen, 
kann  man  die  Untersnehnng  aus  §.  202,  IV.  zu  Hülfe  nehmeo. 
Man  beachte  nämlich,  dass  wenn  die  Diagonale  AB  gezogen 
wird,  und  b-\-b'i  irgend  eine  Zahl  im  Dreiecke  OAB  ist, 
(l^,-)(p-|-p'i)_(i^6'i]  eine  Zahl  im  Dreiecke  CAB  ist.  In 
dem  Einen  dieser  beiden  Dreiecke  liegen  also  so  viel  ganie 
Zahlen,  als  im  anderen,  und  nachdem  man  z.B.  die  in  OAB 
liegenden  gefunden  und  mit  6 -|- A't  bezeichnet  hat,  ergeben  sich 
die  in  GAB  liegenden  durch  die  Formel 

(u)  (i  +  i)(/'+p0-(ft+i'0  =  (p-p'-i)  +  (p+f-O 

Man  bat  hierbei  nur  zu  berücksichtigen,  dass  wenn  die 
Zahl  b-[-b'i   in   die  Diagonale  AB  selbst  Rilllj   auch  di«  ent- 
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sprechende  Zahl  (14)  in  diese  Diagonale»  jedoch  aaf  die  ent- 
gegengesetzte Seite  des  Mittelpunktes  in  einen  gleichen  Abstand 
V4HI  diesem  feilen  wird.  Von  diesen  in  der  Diagonale  AB  paar- 
weise vorkomeMndea  Zahlen  ist  nur  die  Eine  Hälfte  zu  notiren, 
indem  sich  (fie  eadere  Hälfte  nach  der  Formel  (14)  als  dem 
Dreiecke  CAB  angebörig  ergeben  wird. 

Nur  wenn  im  Mttlelpunkte  des  Quadrates  OACB  eme  ganze 
Zahl  liegt,  also  Eines  der  eben  genannten  Paare  von  Punkten 
iB  dem  Mittelpunkte  der  Diagonale  AB  zusammenfallen,  ist 
dieser  Punkt  nur  ein  einziges  Mal  zu  notiren.  Dieser  Fall 
cbaraklerisirt  sich  ftbrigeos  sofort  dadurch,  dass  die  Formel  (14) 
nochmals  denselben  Wertb  b-\-b'i  ergibt.  Derselbe  verlangt 
offenbar,  dass  (0C)  =  (l-f-f)(p-f-»'t)=p—/i'-f-{p-4-p')f  durch 
2  tbeilbar,  dass  also  sowol  p — p,  wie  auch  p-f-p  paar  sei. 
Dies  ereignet  sich  immer,  aber  auch  nur  dann,  wenn  entweder 
p  und  p  paar  oder  wenn  beide  unpaar  sind,  wenn  also  der 
Model  p-^p'  entweder  vollkommen  paar  oder  vollkommen  un* 
paar,  d.h.  allgemein,  wenn  er  durch  l-|-t  tbeilbar  ist. 

Ebenso  wird  der  Werth  0  für  den  Nullpunkt  0  nur  ein 
einziges  Mal  für  alle  vier  Eckpunkte  0,  A,  C,  B,  und  ausser- 
dem werden  die  in  den  Katheten  OA  und  OB  liegenden  Zahlen 
nur  Ein  Mal  und  nicht  zum  zweiten  Male  für  die  entsprechen- 
den Punkte  in  den  gegenüberliegenden  Seiten  notirt. 

Im  Übrigen  sind  die  hiernach  im  Dreiecke  OAB  liegenden 
ganzen  Zahlen  genau  dieselben,  welche  in  §.202,  IV.  zu  be- 
stimmen waren.  Man  hat  nur  nach  der  jetzigen  Bezeichnung 
p-^pi  für  q-^-qi  und  4-j-4'i  für  p+P*  ^*'  nehmen,  wie  wenn 
man  die  durch  P'\-pi  theilbaren  Zahlen  /  von  der  Form 

/=/>  +  fl't  — (Ä  +  6'i)» 
aufsuchen  wollte. 

Demnach  hat  man,  nachdem  man  dafür  gesorgt  hat,  dass 
p  und  p'  positiv  sind,  was  immer  zulässig  ist, 

in  (15)     b  —  A-bi  b  von  — p'  bis  0 

(16)    6-f^6i  »    »         0    »     p 


(")  .+C^+öO' 


» 


P+F       P  +  P   ^ 
variiren  zu  lassen. 

VI.    Man  kann  auch  zu  vorstehendem  Zwecke  folgender* 
maassen   verfahren.     Man   notirt  erst  alle  im  Innern  des  Qua- 

41* 
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drates   PQRS   (Fig.   15)    liegenden  p-     ^^ 

ganzen  Zahlen,  mit  Ausscblnss  der  ^' 

im  Umfange  selbst  liegenden.    Diese 

Zahlen  sind  darch  &-)-&'f  dargestellt^ 

wenn  man  darin  b  von  — -(«'— -1) 

bis  p  —  1   und  gleicbzeilig  b  von  1 

bis  p  —  1  variiren  lässt. 

Hiervon  schliessl  man  zunächst 
die  im  Innern  des  Dreiecks  OPA 
liegenden  ganzen  Zahlen  b-{-b'i  nach 
der  Formel  (16)  aus,  indem  man 
darin  b  von  1  bis  p  —  1  wachsen 
lässt.  Die  hierdurch  in  der  Hypo- 
tenuse OA  selbst  sich  ergebenden  Zahlen  werden  nicht  aus- 
geschlossen. 

Drehet  man  das  Dreieck  OPA  von  rechts  nach  links  um 
270^  und  verrückt  dasselbe  alsdann  parallel  zu  (OB)=s^{p-{^'i)i; 
so  erhält  man  das  Dreieck  BSO.  Demnach  subslituirt  man 
ferner  die  soeben  genannten  Zahlen  b-^-b'i  des  Dreiecks  OPA 
in  die  Formel 

{p-\'pi)i  -f-  (6  -f-  b'i)i^  =  [p  -j-p'i  —  (4  -}-  b'i)]i 
und  schliesst  auch  die  hierdurch  dargestellten  Zahlen  aus. 

In  ähnlicher  Weise  erhellet^  dass  wegen  des  Dreiecks  AQC 
die  Zahlen 

(p  -j-p  i)  -j-  (i  -j-  b'i)i 

und  wegen  des  Dreiecks  CRB  die  Zahlen 

(p+p'0(i +»•)-(* +*'•■) 

auszuschliessen  sind.  In  den  letzten  beiden  Formeln  hat  man 
unter  b-^b'i  die  Zahlen  des  Dreiecks  OPA,  jedoch  ohne  die 
in  der  Hypotenuse  OA  liegenden  Werthe  zu  verstehen,  weil  die 
in  AC  und  CS  liegenden  Zahlen  in  der  That  aosgeschlossea 
werden  müssen. 

Endlich  ist  wegen  des  Nullpunktes  0  die  Zahl  0  zu  no- 
tiren. 

Vif.  Die  soeben  genannten  ganzen  Zahlen  b-\-b'i  des 
Quadrates  OACB  bilden  die  kleinsten  positiven  Reste  aller 
möglichen  Zahlen  nach  dem  Model  p-^pi.  Will  man  die 
kleinsten  negativen  Reste  haben,  welche  in  dem  Quadrate 
OH  liegen;  so  hat  man  die  vorstehenden  mit  —  1  zu  mullipli- 
ziren.  Die  im  Quadrate  OK  und  die  im  Quadrate  Ol  liegenden 
Reste  ergeben  sich  dagegen  durch  Multiplikation  der  ersteren 
resp.  mit  i  oder  mit  — t,  indem  diese  Multiplikationen  einer 
Drehung  des  Quadrates  OACB  resp.  um  90®  oder  um  270* 
entsprechen. 
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Will  man  endlich  die  absolut  kleinsten  Reste  bilden^ 
welche  in  dem  Quadrate  Hl  CK'  liegen;  so  hat  man  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens  den  Fall,  wo  f-^-pi  durch  1  -|-<  theilbar  ist,  also 
ein  Rest  im  Mittelpunkte  des  ersten  oder  im  oberen  Eckpunkte 
C  des  zweiten  Quadrates  Hegt.  Man  hat  alsdann  die  Punkte 
des  ersten  Quadrates  um  (CC)  =  — \{p'^p{){\-\-i)  zu  ver- 
schieben.    Dies   gibt    für   die    gesuchten   Reste   den   Ausdruck 

i-fA't-KP  +  p  0(1+0. 

Zweitens   den  Fall,   wo  p-j-p't  nicht  durch  1-j-t  theilbar 

ist^  also  kein  Rest  in  dem  gedachlen  Mittelpunkte,  resp.  Eck- 
punkte liegt.     Man  findet  dann  leicht,  dass,  jenacbdem  p^p 

ist,  die  Verschiebung  resp.  um  die  Entfernung  — 5[(P"1"P0X 
(t -{-i)  + 1 -j-t]  geschehen  müsse,  wodurch  sich  die  VVerlbc 

resp. 

h  +  Vi-\[p+{p-\-\)m-Sri) 

ergeben. 

§.  208.    Jter  VervMMtsche  Mtehrsaia  für  komplexe  Mahlen* 

I.  Es  sei  P'\-pi  eine  vollkommene,  in  a  +  at  nicht  ent- 
haltene Primzahl  von  unpaarer  Form  (also  verschieden  von 
1  -[- 1  oder  allgemein  von  (1  -f-  f)t").  Ist  dann  b  -\-  Vi  der  Ver- 
treter irgend  Einer  der  im  vorigen  Paragraphen  bezeichneten 
Zahlen  des  Quadrates  OACB,  mit  Ausschluss  der  im  Nullpunkte 
liegenden  Zahl  0,  deren  Gesammtmenge  also  =p*-j-p'*  —  1 
ist;  so  bilde  man  die  Produkte  aus  a--\-di  und  allen  diesen 
Zahlen^  also  die  Produkte  von  der  Form  (« -|- a'i)(J -}- 6' t%  Von 
diesen  Produkten  können  keine  zwei  nach  dem  Model  P']rP^ 
einander  kongruent  sein.     Denn  wäre  z.  B. 

(a  +  dt){hi  -f-  hxi)  ^  (a  -]-  di){ht  -f-  hÜ) 

so  müsste,  da  a-[-ai  und  der  Model  p-f-p't  relativ  prim  sind, 
auch  i|-|-fti't^is-f-6i't  sein^  was  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen  unmöglich  ist. 

Bildet  man  daher  die  kleinsten  positiven  Reste  aller  jener 
Produkte,  und  bezeichnet  dieselben  mit  c-|-ct,  sodass  man 

(ö  -j-  di){h  -f-  Ui)  ^  c  -}-  c« 
bat;  so   müssen   unter  den  Resten   c-j-c't  alle  Zahlen   b-\-b'i 
enthalten  sein. 

Mulliplizirt  man  jetzt  die  so  entstehenden  p*--|-p'^  —  1 
Kongruenzen  miteinander^  und  setzt  das  Produkt 

{bi  +  bii){bt -f- ii't)  . . .  5=  (ci  +  Cii){ct  +  Cti)  . . .  =  Ä 

so  erhält  man 
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Da  aber  jeder  Faktor  von  k  relativ  prin  zum  Model  f^fi 
ist;  so  ist  es  aoch  das  Produkt  k.  Dividirt  mao  also  die  vor- 
stehende Kongruenz  mit  i;  so  kommt 

(1 )  («  -(-  a  ly-^^-«  =  1  moip + pi 

In  dieser  Formel  bestelil  der  für  komplexe  Zahlen  erwei- 
terte F  er  maische  Lehr  salz,  welcher  natürlich  in  dieser 
Form  aoch  for  reelle  Zahlen  Gültigkeit  hat.  Derselbe  sagt  aus, 
dass  die  Potenz  der  Zahl  a -|- dt  rom  Grade  p* -f- p*  —  I .  wenn 
man  t  davon  sobtrahirt,  durch  die  vollkommene  Primzahl 
p-^-p'i  Iheilbar  ist. 

II.  Da  für  jede  Primzahl  p-\'pi  (mit  Ausnahme  der  Zahl 
*iO  <^"C  Norm  p'-\-p*  unpaar,  also  p* -}-/>'* — 1  paar  isl; 
so  kann  man  die  Gl.  (2)  in  der  Form 

[(a+«  0'^*""'*"''+  l][(a+« i)''''+''*-"-  |]=(H-i''0{FfpO 
schreiben.  Weil  nun  p-^pi  eine  Primzahl  ist;  so  mnss  sie  ia 
Einem  der  beiden  Faktoren  der  linken  Seile  aufgehen.  Man 
hat  also 

(2)  (a  -j-  ö  O'  ^  db  ^  modp  -{-p'i 

Für  den  besonderen  Fall,  dass  p-|-p«=l+«  '^f  ^^^ 
man,  weil  P'\-pi  nicht  in  a-\-di  aufgehen  soll,  also  die  letz- 
tere Zahl  unvollkommen  paar  oder  unpaar  sein  mnss^  a-{-a  ^f 
und  auch  ^  —  1  mod  1  -j- 1 .  Demnach  ist  jede  beliebige  Po- 
tenz von  a-^di^l  und  auch  ^—  I  modl  -}-». 

III.  Da  für  jede  Primzahl  p-\-'pi  (mit  Ausnahme  der  Zahl 
i-f  t)  dieGr<ftsse  p'+p'  von  der  Form  4ii4-t  ist  (§.  194,11); 
so  ist  p'-f-P  * — l=4ii  ein  Vielfaches  von  4,  folglich  i(p*-t-p'*''^-' 
eine  paare  and  i(p'-{-p' — ^)  ^loe  ganze  Zahl. 

Hieraus    und    aus    der    Gleichung  (2)   folgt    leicht,    dass 

(a-f-fl'i)*  entweder  ^t   oder  ^  —  1    oder  ^*  oder 

^  —  i  sei.    Man  bat  also 

(3)  (ö  -f-  di)  *  ^  i"  modp  -j-  p'i 

IV.  Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Formeln  (t)  bis  (3) 
stall  p-}-p't  den  Model  p  —  p'i;  so  ändere  sich ^  die  Grösse 
p^-^-p* — 1  und  überhaupt  die  linke  Seile  dieser  Kongruenzen 
nicht.  Da  nun  p-f-p't  und  p  —  pi  zwei  ganz  verschiedene 
vollkommene  Primzahlen  sind^  welche  nicht  durch  Mulliplikalton 
mit  Polenzen  von  t  einander  gleich  werden ;  so  gellen  die  obi- 
gen Kongruenzen  offenbar  auch  dann  noch,  wenn  man  für  den 
Model  das  Produkt  (p-f-p'«)(p — p't)=p*-f"p'*  nimmt.  So  ist 
unter  Anderem  nach  (1) 

(4)  (a  +  diy'-^f"-^  =  1  modp' + p « 
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V.  Was  die  in  §.  140  Tür  reelle  Zahlen  nachgewiesene 
Verallgeraeinening  des  Fe r maischen  Lehrsatzes  Tiir  deii  Fall 
belrim,  wo  der  Model  P-^-fi  eine  znsammengesclzle,  aber 
zu  A-\-Ai  relativ  primc  Zuhl  von  der  Form 

(5)  f+P'j  =  (p  +  pO«(?  +  r)l'(r+rt)l... 

isl,  worin  p-j-pi,  q-\-q'i...  vollkommene  Primzahlen  darstellen; 
so  findet  man  durch  eine  ähnliche  Schlussfolgerung  wie  dort, 
wenn  man 

(6)  q>  =  (p*+p'-l)(p'+p'r-'(?*  +  9'-t)(5'  +  9')»-'--. 
setzt. 

(7)  {A  +  Ai)f  =  I  modP-\-  P'i 

Wir  bcmerlien  noch,  dass  tp  die  Anzahl  der  zu  P-\-P'i 
relativ  primen  Zahlen  darstellt,  welcLe  in  dem  Quadrate 
OACB  liegen,  dessen  Seite  {OA)^P-\-P'i  ist.  Diese  Anzahl 
ist  auch  gleich  der  Menge  der  reellen  Zahlen,  welche  relativ 
pnm  zur  Norm  P'-\-F'  des  Models  und  kleiner  als  diese 
Norm  sind. 

VI.  Der  letztere  Satz  gewährt,  ähnlich  wie  in  §.  t40,  II., 
das  Mittel,  die  Aufläsang  der  unbestimmten  Gleichungen  vom 
ersten  Grade  in  allgemeinen  Zeichen  zu  bewirken. 
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I.     Fassen    wir    nochmals    die   in    dem   Quadrate    OACB 
(Fig.  17)   liegenden   ganzen  Zahlün  fig^  j7. 

ins  Auge.  Es  sei  i^OA)=p-\-p'i 
eine  vullkommene  Primzahl.  Als- 
dann können,  ausser  in  den  vier 
Eckpunkten,  nur  in  dem  Falle  ganze 
Zahlen  in  den  Suilentinien  des  Qua- 
drates liegen ,  wenn  p  =  0 ,  also 
p-^p'i  eine  in  die  Ase  OX  fallende 
reelle  Zahl  ist.  Die  vier  Eckpunkte 
schliesseo  wir  stets  aus,  sodass  wir 
im  Ganzen  p'-j-p' —  t  ganze  Zah- 
len zu   betrachten   haben.     In  dem 

eben  erwähnten  speziellen  Falle  aber,  wo  die  vollkommene 
Primzahl  p+p'i  reell  (mithin  von  der  Form  4n-|-3)  ist,  ver- 
Iheilen  wir  die  in  den  Umfangslinien  liegenden  ganzen  Zahlen 
80,  dass  wir  immer  nur  die  in  den  Hälften  OD,  AE,  CF, 
BG  der  betreffenden  Seilenlinien  liegenden  Zahlen  nehmen  and 
die  in  den  anderen  Hälften  DA,  EC,  FB,  GO  liegenden  aus- 
scbliesseo   (also  nicht,   wie  früher  in  §.207,   alle  in  DA   and 
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OB  liegenden  nehmen  and  alle  in  CA  und  CB  liegenden  aa^ 
scbiiegsen).  In  diesem  Falle  beachten  wir  auch,  da«s  niemab 
eine  ganze  Zahl  weder  in  den  MiUelpnnkl  einer  Seileolinie, 
noch  in  den  Mittelpunkt  des  Quadrates  fallen  kann. 

Den  Fall,  wo  die  vollkommene  Primzahl  p-|-pi=l4'^ 
ist,  wo  also  nur  eine  einzige,  im  Mittelpunkte  des  Quadrates 
endigende  ganze  Zahl  t  in  Betracht  kommen  würde^  nehmea 
wir  von  der  nachfolgenden  Untersuchung  aus. 

In  allen  übrig  bleibenden  Fällen  ist  also  p'-f^P'  —  ^  ^^^ 
Zahl  von  der  Form  4fi,  und  von  diesen  4fi  Zahlen  sind  niemals 
zwei  nach  dem  Model  p-\-pi  einander  kongruent. 

Ist  (Oif )  =  ft -f- 6't  irgend  eine  dieser  p^-^-p* — 1  ganzen 
Zahlen;  so  ist  auch,  wenn  CN  parallel  und  gleich  iPfO  ist, 
(OJV)=(OC)+(CiV)=(OC)~(O*)=(p-fp'i)(t+O--(i+6'0 
eine  solche  und  zwar  eine  von  {OM)  verschiedene.  Je  zwei 
dieser  Zahlen  wie  (OM)  und  (OJV)  ergänzen  sich  also  zu  der 
Summe  (OC)  =  (p-|-p'i)(l +t).  Bezeichnet  man  demnach  die 
Summe  aller  in  dem  Quadrate  OACB  liegenden  ganzen  Zahlen 
mit  B-^-Bi;  so  hat  man 

(1)      fi  +  2r,=  i(p«-}./*-l)(p+;,',)(1+i) 

II.  Ist  a-^di  eine  ganze  Zahl^  in  welcher  die  vollkom- 
mene Primzahl  p-^-pi  nicht  enthalten  ist;  so  bilde  man  die 
Produkte  aus  a-^ai  und  allen  Zahlen  b-^b'i.  Dies  gebe, 
wenn  c-^-ci  die  in  demselben  Quadrate  OACB  liegenden  klein- 
sten Reste  jener  Produkte  sind^  eine  Gruppe  (G)  von  Glei- 
chungen 

(CA       S^^  +  ^  0(*i  +  *i'0  =  (»1  +  ^ii){P'\-pi)  +  ^t  +  cvi 
^^^       \{a  +  a  f)(6,  +  b^i)  =  {vt  -f  !?;0(P  -fp'O  -Vot-V  cü 

etc.  etc. 

Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  p'-j-p'' — 1  und  unter  den 
Resten  c-f-^'t  kommen  alle  Zahlen  o-^-Vi  vor.  Addirt  man 
also  alle  diese  Gleichungen;  so  ergibt  sich,  wenn  man  die  Summe 
der  Quotienten  v-^-vi  mit  F-j-  Vi  bezeichnet, 

(Ä-fa,)(fi+Ä^i)=(r+ri)(p-fp',-)+*+^«' 

also  wegen  Gl.  (1) 

(2)  F+r.=i(p'+p*-i)(ö  - 1  +fl't)(i +0 

Hl.  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  Q  des  Quadrates 
OACB  eine  gerade  Linie  HI\  so  wird  dadurch  dieses  Quadrat 
in  zwei  kongruente  Hälften  zerlegt.  Insofern  in  der  Halbiruogs- 
linie  HI  ganze. Zahlen  endigen,  rechnen  wir  die  in  QH  liegen- 
den zur  vorderen  Hälfte  OHIB  und   die  in  Ql  liegenden  zur 
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hinteren  Hälfte  CIHA  (was  in  der  Figur  durch  die  Pnnkti- 
rang  der  vorderen  und  hinteren  Seite  resp.  von  QH  und  QI 
angedeutet  ist).  Alsdann  lässt  sich  behaupten,  dass  in  jede 
Hälfte  des  Quadrates  die  Hälfte,  also  ^p'+p'  — 1)  der  im 
ganzen  Quadrate  liegenden  ganzen  Zahlen  anzutreffen  sind« 
Dies  leuchtet  ein,  wenn  man  erwägt,  dass  für  die  in  der 
ersten  Hälfte  liegende  Zahl  (OM)  =  b  +  b'i  die  Zahl  (OiV) 
^(P+P'OC^  "hO  —  (ÄH-fti)  in  der  entgegengesetzten  Hälfte 
liegt. 

Stellt  man  aus  der  Gruppe  (G)  der  p'-f~P*  —  ^  Gleichun- 
gen diejenige  Hälfte  zusammen,  für  welche  die  Faktoren  b-^b'i 
die  in  der  Einen  Quadrathälfte  OHIB  liegenden  Zahlen  siod; 
so  iverden  von  den  Resten  c-{-ci  eine  gewisse  Menge  in  der- 
selben Hälfte,  die  übrigen  aber,  deren  Menge  =m  sei,  in  der 
entgegengesetzten  Hälfte  CIHA  liegen.  Schreibt  man  für  jeden 
der  letzteren  8  Reste  wie  (OJV)  den  Werlh  (OC)  — (OJtf);  so 
rouss  (OM)  ein  in  der  ersten  Quadratbälfte  liegende  Zahl  sein. 
Diese  Zahl  {OM)  ist  aber  auch  verschieden  von  dem  zuerst 
genannten  in  derselben  Hälfte  liegenden  Reste;  denn  wäre  sie 
einem  solchen  Reste  gleich;  so  würde  man  zwei  Gleichungen 
von  der  Form 

(«  +  di){b,  +  bii)  =  (v,  +  t^/i  )(p+p'i )  +  (OM) 

{a  +  diXb,  +  b,'i)^(v,  +  v,'i)(p^pi)  +  {00)-{OM) 

haben,  und  aus  der  Addition  dieser  Gleichungen  würde  folgen, 
weil  (OC)  =  (l-f  t)(p+|>'i)  also  ein  Vielfaches  \on  p-fp'i 
ist,  dass  die  Summe  der  beiden  in  derselben  Hälfte  liegenden 
Zahlen  ii-j-fti'i  und  bt-^b^i  durch  p+p'i  theilbar  sei,  was 
unmdglich  ist,  da  diese  Summe  weder  =s{OA),  noch  =»(0^), 
noch  =={0C)  werden  kann. 

Nimmt  man  nun  nach  der  eben  erwähnten  Substitution 
siaii  der  bezeichneten  ^ip^-^p*  —  1)  Gleichungen  der  Gruppe 
(G)  die  gleichbedeutenden  Kongruenzen  von  der  Form 

(a  +  at)(*  +  *'0  =  c+c'« 
so  werden  auf  der  rechten  Seite  unter  den  Grössen  c  -}-  ci  die 

Zahleo    b-^-b'i   der   ersten   Quadrathälfte   vorkommen,    indem 

jedoch   deren  m  mit   —  i   muitiplizirt  erscheinen.     Bildet  man 

das  Produkt  aller  dieser  Kongruenzen,    und  beachtet,  dass  die 

daraas  entstehende  Kongraenz  durch  das  Produkt  der  Grössen 

If^b'i  dividirt  werden  kann;  so  ergibt  sich 

(3)  (a+öt)  =(— l)"»morfp+pi 

Hierdurch  findet  die  Formel  (3)  im  vorhergehenden  Paragraphen 

eine  nähere  Erläuterung. 

IV.  Zieht  man  durch  den  Mittelpunkt  Q  des  Quadrates 
eine  auf  HI  perpendikular  stehende  Linie  KL;  so  wird  dadurch 

ScheSler's  unbestionte  Analytik.  42 
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das  Quadrat  in  vier  kongroenie  Viertel  zerlegt.  Bezeichnen  wir 
das  l9le,  2le^  3le,  4te  Viertel  durch  die  Eckpunkte  0,  A,  C, 
B'y  80  sollen  die  in  QH^  QL,  Ql,  QK  liegenden  ganzen  Zahlen 
resp.  zum  Isten,  2teny  3ten,  4ten  Viertel  gehören  (was  in  der 
Figur  durch  Punklirung  angedeutet  Ist). 

Man  kann  alsdann  behaupten,  dass  von  allen  im  ganzen 
Qiiadrale  zu  betrachtenden  Zahlen  in  jedem  Viertel  der  vierte 
Theil,  also  iip'-f-p*  —  1)  liegen.  Denn  wird  i^A  pcrpendikolar 
und  gleich  OM  genommen,  und  (OM^^h-^-bi  gesetzt;  so  hat 

m;in  (.^Ä)=(6-fft'i)t  und  (0Ä)==<0^)+(^Ä)=p4-pf +(*+*'» X 
und  wenn  (OM)  im  ersten  Viertel  liegt,  liegt  {OR)  im  zweiten. 

In  ahnlicher  Weise  hat  man  (CJV)  =  — (ft  +  6'i)  und 
(OiV)  =  (p+p'i)(l-f-i)  — (A4-6','),  und  wenn  (0J»f)  =  6+ii 
im  ersten  Viertel  liegt,  liegt  (ÖN)  im  dritten. 

Endlich  hat  man  (B5)=  -  (6+J'i)t  und  (OS)=(p+p't)t 
—  (6  +  6'i)i  und  wenn  {OM)=^b-\-h'i  im  ersten  Viertel  Hegt, 
liegt  {OS)  im  vierten. 

Stellt  man  aus  der  obigen  Gruppe  (G)  von  Gleichungen 
diejenigen  i(p'+P'' — l)  zusammen,  für  welche  die  Faktoren 
b'\'}/i  im  ersten  Quadralvierlel  liegen;  so  werden  darunter 
resp.  rf  8f  t,  u  sein,  deren  Reste  c-j-c'i  im  ersten,  zweiten, 
dritten,  vierten  Viertel  liegen.  Für  jeden  der  im  zweiten  Viertel 
liegenden  s  Reste  substituire  man  die  Form 

für  jeden  der  im  dritten  Viertel  liegenden  t  Reste  die  Form 
{p+pi){\+i)-ic  +  ci)  =  (p+pi){i  +  i)  +  (c  +  ci)f 
und  für  jeden  der  im  vierten  Viertel  liegenden  u  Reste  die  Form 

(p+P'i)i~(c-f  Ci)i=(p+pi),-f  (c-fct)f' 
Die  hierdurch  in  den  Resten  erscheinenden  Zahlen  c-^c'i 
werden  sämmtlich  verschieden  und  gleich  den  im  ersten  Vierlei 
liegenden  Zahlen  b^b*i  sein. 

Nimmt  man  nun  statt  der  eben  erwähnten  Gleichungen 
die  gleichbedeutenden  Kongruenzen^  multiplizirt  dieselben  mit- 
einander und  dividirt  die  sich  ergebende  Kongruenz  durch  das 
Produkt  der  Zahlen  b-\-bU  des  ersten  Viertels;  so  ergibt  sich 

(4)  (a+fl'f)*^'*"^'"'*^  =  t'+«*^»«morfp+pt  • 
Hierdurch  findet  die  Formel  (4)  im  vorhergehenden  Paragraphen 
eine  nähere  Erläuterung. 

Wenn  man  die  Kongruenz  (4)  quadrirt;  so  kommt 

(5)  (a  +  fl'f  y^'''^'''"'^  =  (— 1 ).+«  modp  +  p'i 

welche  in  einer  anderen  Weise  als  die  Kongruenz  (3)  die  For- 
mel (3)  des  vorhergehenden  Paragraphen  erklärt. 


S.  210.     WiUon't  Lehriati  für  komplexe  Zahlen.       649. 
g.  210.    »er  Wilttnche  Mjthramt*  für  kmmpUxe  Xabten. 

I.  Betraobten  wir  nochmals  die  im  Quadrate  OACB 
(Fig.  17)  liegenden  ganzen  Zahlen  gig,  ij, 

mit  Aosscblnss  der  Eckpunkte.  £s 
sei  der  Model  {OA)  =  f-\-p'i  eine 
vollkommene  Primzahl  von  unpaarer 
Norm.  Für  den  Fall,  dass  diese 
Primzahl  reell  isl,  bleibt  es  gleich- 
gültig, ob  man  die  ia  den  Umfang 
des  Quadrates  Tallenden  ganzen  Zah- 
len nach  §.  207  oder  nach  §.  209 
verlheilt. 

Wenn  man  BS  |tarallel  zur 
reellen  Aie  und  =1  nimmt;  so 
ist  (OS>  =  (OB)  +  (BS)  =  (f+p'i)i  . 

im  Quadrate  liegenden  ganzen  Zahlen.  Insofern  p-j~P*  ''^^" 
isl,  aisu  OA  in  die  reelle  Axe  füllt,  liegt  nicht  die  eben  be- 
zeichnete Zahl,  wol  aber  die  reelle  Einheit  1  selbst  in  jenem 
Quadrate.  Es  ist  also  klar,  dass  es  unter  den  Zahlen  des 
Quadrates  stets  Eine,  aber  auch  nur  Eine  gibt,  welche  ^  1  ist« 
und  welche  wir  mit  c-\-ci  bezeichnen  wollen. 

Ist  nun  a-j-a'i  irgend  eine  beliebige  ganze  Zahl  des  Qua- 
drates, also  jedenfalls  relativ  prim  zu  p-\-pi\  so  ist  nach 
§.  210,  I.  klar,  dass  es  irgend  ein  Vielfaches  von  a-j-a'i  geben 
muss,  welches  der  Zahl  c-\-ci  kongruent  ist,  und  zwar  ein 
solches,  dessen  zweiter  Faktor  b-\-i>i  ebenfalls  in  dem  Qua- 
drate liegt  und  von  allen  diesen  Zahlen  der  einzige  ist, 
welcber  jener  Bedingung  genügt.  Man  hat  also 
(1)  («-|~fl'i)(6-H6'0  =  c  +  c'i=l 

Zwei  solche  Zahlen,  wie  a-f-a'i  und  b-\-l)i,  deren  Pro- 
dukt der  positiven  reellen  Einheit  nach  dem  Model  p-\~pi 
kongruent  ist,  beissen  Gefährten. 

Wenn  man  AR  parallel  XO  und  =1  nimmt;  so  ist  {OH) 
=  p-j-ji'i  —  1.  Wäre  p-\-p'i  reell;  so  hat  man,  wenn  die  im 
Umfange  des  Quadrates  liegenden  Zahlen  nach  g.  207  vertbeilt 
sind,  gleichfalls  {OR)^p-\-p'i — I  zu  nehmen:  wenn  jedoch 
die  im  Umfange  des  Quadrates  liegenden  Zahlen  nach  §.  209 
verlheilt  sind;  so  hat  man  (CJVj  =  — 1  und  statt  (0/()  die  Zahl 
{ON)^{p-\-pi)[\-\-i)~\  zu  nehmen.  Es  gibt  also  unter 
den  Zahlen  des  Quadrates  stets  Eine,  aber  auch  nur  Eine, 
welche  ^  —  1  ist,  und  welche  wir  mit  d-j-tfi  bezeichnen 
wollen. 

Dass  jede  Zahl  des  Quadrates,  wie  a-|-a'i  einen  in  dem- 
selben  Quadrate   liegenden   tiefährlen   i-|-6't,    und    auch   nur 
einen  einzigen  solchen  Gefährten  bat,  ist  nach  dem  Obigen  klar. 
42* 
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E«  sind  aber  aach  je  zwei  GefUnien  Ton  einander  Ter- 
schieden,  mit  Aasnahme  der  beiden  Fälle,  wo  ein  Geiahrle 
^1,  also  s=c?-f-cf,  oder  wo  er  ^ —  1,  also  asj-j-^fi  ist. 

Denn  damit  in  der  Formel  (1)  a-^di^s^b-^Vi  sei,  mnss 
man  haben 

(a-f-a'f)'^l        aUo 
(a  +  a'f)«  — l  =  (ö-fö<+0(«  +  «»-*)sO 

Es  ronss  also  entweder  der  Faktor  tf4-at— -!  oder  der  Faktor 
a-j-ö't-f-l  durch  p-^-p'i  theilbar,  also  entweder  a-^-di^X, 
also  =c-|-c<,  oder  a-^-di^ — 1,  also  =rf-f-rf'f  sein. 

Der  Gefährte  von  c-f-ri  ist  also  ebenfalls  C'\'Ci  und  der 
von  d'\'d'i  ebenfalls  d-f-di.  Von  jeder  anderen  Zahl  ist  der 
Gefährte  Tcrschieden  and  niemals  gleichzeitig  der  Gefährte  einer 
anderen  Zahl. 

Gruppirt  man  also  die  im  Quadrate  liegenden  Zahlen  mit 
Torläufigem  Ausschlösse  der  beiden  Zahlen  c-f-ct  und  d-^-di 
so,  dass  immer  zwei  Gefährten  zusammenstehen;  so  wird  das 
Produkt  aus  diesen  p'-|-p'*— -3  Zahlen  ^1  sein.  Da  nun 
(c-J-cfXrf-j-rf'f)^  —  1  ist;  so  ist  klar,  dass  das  Produkt  aller 
P^'tP'*  —  ^  Zahlen  des  Quadrates  ^  —  1  ist.  Man  hat  also, 
wenn  man  dieses  Produkt  mit  P  bezeichnet, 

(2)  P=  — Imorfp+pi 

Hierin  besteht  der  für  komplexe  Zahlen  erweiterte  Wilsonsche 
Lehrsatz. 


II,  Wenn  p-^-pi  keine  vollkommene  Primzahl  ist;  so  lä»t 
sich  auch  P-j-l  nicht  durch  p-^p'i  tbeilen.  Dennjeder  Fak- 
tor von  p  +  P*  ^^^  einen  absoluten  Werth  <C^P'+P*5  ^®''" 
selbe  wird  also  (nachdem  man  ihn  nöthigenfalls  noch  mit  einer 
Potenz  von  t  multiplizirt  hat)  unter  den  Zahlen  des  Quadrates 
OACB  vorkommen,  aus  welchen  das  Produkt  P  besteht.  Da 
mithin  P,  nicht  aber  1  durch  jenen  Faktor  theilbar  ist;  so  kann 
auch  P-|-t  nicht  durch  denselben,  folglich  auch  nicht  durch 
p-|~P'*  theilbar  sein. 

Demnach  bildet  der  erweiterte  Wilsonsche  Lehrsatz  in 
Verbindung  mit  diesem  Nachsätze  ein  Kriterium  für  eine  voll- 
kommene Primzahl. 

Im  Übrigen  lässt  sich  der  Wilsonsche  Lehrsatz  für  den 
Fall,  dass  der  Model  P'\'Pi  keine  vollkommene  Primzahl  sei, 
ähnlich  wie  in  §.  145,  III.  dahin  erweitern,  dass  das  Produkt 
aus  den  im  Quadrate  OACB  liegenden  zu  p-^-pi  relativ  prinieo 
Zahlen  ^ — lmorfp-f"P*  s^*- 

III.  Jede  Zahl  des  Quadrates  OACB^  welche  in  einer 
Quadrathälfte  wie  OEIB  liegt,  wobei  man  jedoch  die  etwa 
in  den  Umfang  und  in  die  Halbirungslinie  des  Quadrates  falieo- 
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den  Zahlen  nao£  §.  209  nnd  nicht  nach  §.  207  za  vertheiien 

hal^  ergänzt  sich  mit  einer  in  der  anderen  Hälfte  CIHA  liegen« 

den  Zahl  za  der  Diagonale  (OC),  welche  ein  Vielfaches  von 

p-f-p't  ist.     Wenn   also  die  erste  Zahl  osa'\-ai  ist,  ist  die 

andere  ^  —  (a-j-di).    Bezeichnet  man  daher  das  Produkt  der 

in  einer  Quadrathälfte  liegenden  Zahlen,  deren  Gesammtmenge 

in    der    Voranssetzong^    dass    p-^pi   vollkommen    prim    sei^ 
t 

—  (|i*-|-p'*~"l)  =  2n  ist,  mit  Q;  so  hat  man  offenhar 

also,  da  nach  (2)  P^^l  ist, 

(3)  Q^^^imodp+pi 

Hieraus  folgt  auch  ß«  + 1  =  (ß  -f  0(Ö  —  f)  =  einem  Viel- 
fachen von  p-f-p't.  Es  muss  also,  da  p-^pi  eine  Primzahl 
ist,  entweder  ^4"*  ^^^r  Q  —  i  durch  p+pi  theilbar  sein. 
Demnach  ist 

(4)  Q^^^  i  modp + p  t 

IV.  Wenn  a-f-ai  eine  in  dem  Qnadratviertel  OHQK 
liegende  Zahl  ist;  so  gibt  es  in  dem  zweiten  Viertel  ALQH  eine 


(p+p  t)t  —  (a+fli)f  =  —  (a+ö't)i=(a  +  af)t».      Bezeichnet 

man  also  das  Prodnkt  der  in  einem  Qnadratviertel  liegenden 

1 
Zahlen,  deren  Gesammtmenge  -T-(p*+p*  —  l)=n  ist,  mit  Ä; 

so  hat  man  offenbar 

P=  iVi»"Ä*  =  (— 1)-Ä* 
also,  da  nach  (2)  P^ — 1  ist, 

(5)  Ä*  =  (~  1  )-+*  =  (— 1  )*^^*-^P"+'^  modp + pi 

Ist  also  in  der  Zahl  p*-\-p*=^4n'{-l   die  Grösse  n  un- 
paar;   so  hat  man  Jfi^^l.    Ist  dagegen   n  paar;  so  hat  man 


§.211.    Mongrtienaen  höherer  €irade»  —  ^ß*adrati$ehe  Aesle« 

I.  Im  Allgemeinen  haben  die  Sätze  des  §.  146  über  die 
Kongruenzen  höherer  Grade  auch  für  den  Fall  Gültigkeit,  wo 
die  Koeffizienten  und  Wurzeln  der  Kongruenzen  komplexe 
Zahlen  sind. 

Man  hat  jedoch  jetzt  unter  Primzahlen  stets  vollkom- 
mene Primzahlen  zu  verstehen.    Ferner  hat  man  zu  beachten. 


652    Zdinter  Abschnitt.    Höhere  Geselle  d.  kompl,  ZiMen. 

dass  weon  P'\-pi  der  Model  ist,  jetzt  imnier  p'-f-p^  ganze 
Zahlen  in  einem  Quadrate  zusamoieoliegen^  unler  denen  ^h 
nothwendig  Eine  finden  inuss,  weiche  irgend  einer  gegebenen 
Zahl  a-^ai  nach  jenem  Model  kongruent  ist,  aber  auch  nur 
Eine,  insofern  der  Model  vollkommen  prim  ist.  Im  letzteren 
Falle  sind  auch  diejenigen  p'-f-p'  —  ^  ganzen  Zahlen  jenes 
Quadrates,  welche  nach  Ausschluss  der  Null  ührig  bleiben,  re- 
lativ prim  zum  Model.  Im  Übrigen  überlassen  wir  es  dem 
Leser,  die  hieraus  hervorgehenden  Modifikationen  der  Gesetze 
des  §.  146,  deren  Entwickelung  keine  Schwierigkeit  hat;  näher 
zu  spezialisiren. 

II.  Die  in  §.  147,  I.  erläuterten  BegrifTo  ijber  quadra- 
tische Reste  und  Nichtreste  finden  auch  bei  komplexen 
Zahlen  unbedingte  Anwendung. 

Für  diese  Reste  ist  der  dem  Lehrsatz  des  §.  147,  II.  ana- 
loge Satz  von  besonderer  Wichtigkeit.  Derselbe  lautet  hier 
folgendermaassen. 

Wenn  p-\-pi  eine  in  a-\-ai  nicht  aufgehende  voll- 
kommene Primzahl  von  unpaarer  Norm  ist;  so  ist 
Ä-f-Ä«  quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  nach  p-^-p'h 
jenachdem  man  hat 

(a-j-at)  ^l   oder  ^— 1  moap-f-pt 

und  im  ersleren  Falle  gibt  es  in  jeder  Quadrathälfle 
wie  OHIB  einen  Werth  für  x-^a/i,  weldher  die  Kon- 
gruenz 

a  -[-  ai^(x'\-xiy  tnodp-\-pi 
erfüllt. 

Der  Beweis  dieses  Satzes   lässt  sich    hier  ähnlich   wie  in 

§.  147  führen,  wenn  man  den  erweiterten  Fermatschen  Lehrsatz 

aus  §.  208  zu  Hülfe  nimmt  und  hier  immer  die  in  dem  ganzen 

und  in  dem  halben  Quadrate  liegenden  Zahlen,    deren  Menge 

1 
resp.  p«-j-p'«-~  1    und  -^(p*+P*  — 1)  ist,  betrachtet,  wo  dort 

resp.  die  positiven  Zahlen  betrachtet  wurden,  deren  Menge  resp. 

p  —  1   und  -^^-(p  — 1)  war. 

III.  Wenn  sowol  die  Zahl  a-f-at,  als  auch  die  vollkom- 
mene Primzahl   p-f-p't    reell    ist;    so   hat   man    stets  «*' 

=  (ap-i)  8  ^Imodp.  Demnach  ist  jede  reelle  Zahl  a 
quadratischer  Rest  nach  jeder  vollkommenen  reellen 
Primzahl  p  (weiche  letztere  immer  die  Form  4ii-f-5  besitzt). 
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§.  212.    Mmikekfikhrmmg  der  kmmpSexeu  Meaie  auf  reeüe. 

I.  Wir  gehen  zunächst  von  der  Voraussetzung  aus,  dass 
der  lyfode]  p-\-p'i  eine  vollkommene  und  auch  wirklich  kom- 
plexe Primzahl  sei,  sodass  darin  weder  p,  noch  p  gleich  Null 
ist.  Ferner  sei  a-^-ai  eine  beliebige  Zahl,  in  welcher  p-\-pi 
nicht  enthalten  ist. 

Offenbar  ist  von  den  reellen  Zahlen  1,2,  3  .  ..(p*-|-p' — 1) 
keine   durch  p-{-pi  theilbar.     Denn   wäre  b  eine  solche  und 

— 1 — TT  eine  ganze  Zahl:  so  müsste  auch  j;  ,  ,J  =  »  i  ,4 
P-^P^  P'+P'       P'  +  P* 

,  I     .,t  eine  ganze  Zahl  sein.     Da  nun  p'-f"P*  ®'"®  röelle 

Primzahl  ist,  welche  weder  in  6,  noch  in  p,  noch  in  p'y  also 
auch  nicht  in  hp  und  nicht  bp'  aufgeht;  so  kann  auch  nicht 
p-\-pi  in  h  enthalten  sein. 

Hieraus  folgt  auch,  dass  keine  zwei  Zahlen  wie  b  und  c 
aus  der  eben  genannten  Reihe  nach  dem  Mod^l  p-^-pi  einander 
kongruent  sein  können,  weil  sonst  die  Differenz  b  —  c,  welche 
derselben  Reihe  angehört,  durch  p-|^p't  theilbar  sein  müsste. 

II.  Bildet  man  also  sukzessive  die  Produkte  aus  a*^äi 
und  den  reellen  Zahlen  1,  2,  3...(p*-|-p*  —  1),  und  nimmt 
von  jedem  dieser  Produkte  den  kleinsten  positiven  Rest  b-^-b'i; 
so  werden  alle  diese  Reste  von  einander  verschieden,  mithin 
gleich  den  in  §.  207  ebenso  bezeichneten,  in  dem  Quadrate 
OACB  liegenden  Zahlen  sein. 

in.  Ferner  ist  klar,  dass  jede  der  in  dem  Qandmi&OACB 
liegenden  komplexen  Zahlen  irgend  Einer  der  reellen  Zahlen 
aus  der  mehr  erwähnten  Reihe. nach  dem  Model  p-^pi  kon-^ 
gruent  ist. 

Demnach  kann  auch  stets  statt  des  kleinsten  positiven  kom- 
plexen Restes  ft-}-6't,  welcher  irgend  einer  gegebenen  Zahl 
a-^-ai  nach  dem  Model  p-f-p<  kongruent  ist  und  in  dem 
Quadrate  OACB  liegt,  eine  reelle  Zahl  A  aus  der  Reihe  1,  2, 
3...(p'-f"P*"~  ^)  gefunden  werden,  welche  ebeöfalls  der 
a-\-ai  kongruent  ist. 

Das  Letztere  und  zugleich  die  nähere  Beschaffenheit  der 
reellen  Zahl  A  ergibt  sich  auch  unmittelbar,  wenn  man  die 
Möglichkeit  der  Kongruenz 

(I)  a-\-di^Afnodp-\-pi 

näher  untersucht.  Diese  Kongruenz  ist  gleichbedeutend  mit 
der  Gleichung 

a  +  öf'«  =  -A  +  (ü  "h  ^  «((P  "f'P'O 

=  A-^vp  —  irp'  -f-  («'P  +  tfp')i 
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weUbe  in  foigeade  zim  daicbiiiigen 

(2)  a^=Ä'{'ff'^vp     oder    ii=5a  —  «f -}-»>' 

(3)  a  =p>  +  w'  ^ 

zerfällt  Da  ouo  p-f-pi  eine  vollkoanneiie  and  wirklieb  kom« 
plexe  Primzahl  ist,  abo  p  ond  p  relaliv  prim  oder  beide  =4:^ 
sind;  so  gibt  es  sleU  ganze  Wertbe  für  v  ond  tD\  welche  die 
Gl.  (3)  erfdllen,  nnd  welche  mithin  nach  GL  (2)  auch  für  A 
eine  ganze  Zahl  ergeben.  Diese  ganze  Zahl  kann  stets  positiv 
ond  ^p'-f-p*   gemacht  werden,   da,   wenn  a-^-ai^Ä  ist, 

aoeh  Ä-j-at  ^  i42fc*'(P*4"P*)  '**i  indem  man  p*+p' 
=  (P-F0(p+P0hat. 

Wenn  der  absolote  Werth  von  p  ond  p'  gleich  1 ,  also 

}»*-|-p*s=2  ist,  kann  A  stets  =-|-l  gemacht  werden.  lo 
edem  anderen  Falle  ergibt  sidi,  jenacfadem  man  zwischen  den 
beiden  Gleichongeo  (2)  ond  (3)  die  Grösse  v  oder  die  Grtoe 
9  eliminirt,  für  A  der  Aosdrock 

(4)  A  =  —  [ap-\-dp—v(y-{-p'^)]       oder 

(5)  4-A-[i^'-a>+9(p«+P')] 

IV.  Behof  der  Untersachongen  in  §.  208  und  209  bildeten 
wir  die  Prodokte  ans  der  Zahl  a-^-ai  and  den  innerhalb  des 
Quadrates  OACB  liegenden  komplexen  Zahlen,  deren  Anzahl 
p*-|-p' — 1  ist,  and  sachten  die  kleinsten  positiven  Reste  die- 
ser Produkte,  worunter  alle  Zahlen  desselben  Quadrates  zum 
Vorschein  kommen  mussten. 

Bilden  wir  jetzt  zu  ähnlichem  Zwecke  die  Produkte  aas 
a-f-al  ond  den  reellen  Zahlen  1,  2»  3...(p'-|~p'' — I),  und 
nehmen  wir  die  kleinsien  positiven  reellen  Reste  dieser  Pro- 
dukte; so  müssen  darunter  alle  eben  genannten  reelleii  Zahlen 
vorkommen.  Diese  Gruppe  von  Kongruenzen  sei,  indem  wir 
den  Fall  p''4~P''=^'^^  wofür  alle  jene  Reste  =»1  werden,  aas- 
schliessen  und  «zur  Abkürzung  dje  Norm  p^-^p*  des  Models^ 
welche  alsdann  eine  redle  Primzahl  von  der  Form  iit^-l  i^ 
mit  r  bezeichnen, 

(G) 
1  (a  +  di)  ^  At  modp  +  pi 

2(a-^di)s£AM  -* 

3(a  4"  di)  ^  A9 

m 

r— 1 


(r^l)(ö  +  a'»)  =  ^-i 
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Ifdltiplixirt  man  alle  Hm^  Kiomfmeuwm  «itl  eifian4(er^  «od 
beaohtat^ . das«  das  Produkt  1  .2.3...  (r — \)txttAiAt . . .  A,^i  Unt 
mid  da«  m  keinam  Faktor  üe^a  Produtttes  die  voH^aniiiiaiie 
Primzahl  p-^-p'i  enthalten  ist,  dass  man  alae  die  efdstebeiide 
Kangriieiix  mit  jenem  Produkte  dividfren  kann;  so  eiigifaC  sich 
suvOrderst  der  erweiterte  Fermatsche  L^rsatz  (<§.  2f  8),  nämliah 

(6)  (a  +  diy-^  =  1  modp-^pi 

Betrachten  ^ir  jetzt  die  obere  fiäine  der  Kengmenten  der 

<<jirtoHie  (G).    Angenommen  ^  es  fcemniiin  untar  den  fttsten  mf 

r 
der  rechten  S^ite  derselben   deren  fß  vor,   welche  2>'x~    sind. 

Offenbar  kann,  da  r  =  p* + p»  =  (f> ~ /»Xf  +f '0  »*»  ^öf  j«*^ 
Rest  ii  dieser  Art  der  Ausdruck  r  —  J9  oder  der  ihm  kongruente 

WerUi  -^B  gesetzt. werden,  worin  nun  B  positiv  pnd^r—ist. 

Nimmt  man  diese  Snbstilation  für  jeden  Rest  der  eben  genann- 
ten Art  vor;  so  werde«!  unter  den  Grössen  A  and  B'  anf  der 

rechten  Sett^  alle  Zahlen  J,  2,  ß*^*^-T~-  cr«iQh^i|ie9,  ff^n  ^mßfOL 

r 1 

fft  negativ  sind.    MullipU^rt  «van  also  die  ersten  — ^  Kongruen* 

zen  mit  einander  und  dividirt  die  eali^eheode  Kongruenz  dqrch 

r— 1 
1.2.3. ..— ^— ;  so  kommt 

r-t 

(7)  (a-f-Ä'i)*  =(— t)-morfj)4-pi 

Diese  Formel  vertritt  die  Kongruenz  (3)  in  §.  209. 

Da  allgemein  w*  und  (r—ny  zwei  reelle  Zahlen  sind,  welche 
rtach  dem  Mod«!  r=p*-j-p'«,  also  auch  nach  dem  Model  p-]-;>'i 
efinander  Ifongruent  sind;  so  leuchtet  ein,  dass  man  bei  der 
Untersuchung  des'§.  202^  wo  alle  Werthe  für  xA-a^'i  gesucht 
werden,  welche  den  Aufdruck  7=^2>-|-i>'t-^^a?-(-a:'t)*  durch 
•.0-f<^j  IheiMiar  machen,  stall  x-A-^wi  nach  und  nach  die  neellen 

Zahlen  l,  2,  3...^ — ^— ^ substiluireu     kann,    in^soferTn 

^•4"^'«  wirkli'ch  komplex  und  eine  vo'llkemmene  Prien'- 
zahl  ist.  (Die  Methode  des  §.{^02  ist  allgemein  güKig  ntid 
von  den  letzteren  Bedingungen  nicht  abhängig.) 

V.  Nachdem  man  die  TeelIeJZaht  Ai  gefunden  liat,  welche 
^a-f-at  nach  dem  Model  p-\-pi  ist,  lassen  sich  die  reellen 
^este  Afy  Ai,..An  der  sukzessiven  Vielfaclien'  von  a-^ä'i  sehr 
leicht  durch  die  Bildung  von  Kongruensen  «os  taater  r^elieii 
Zahlen  darstellen.  Denn  offenbar  iiat  man  für  jeden  späteren 
Rest  i^n  die  Beziehung  Au'^^^Äimodp-{^'i;  es  ist  also  Au-^nAt 

Sch«iner*s  «ubesUmmte  AnalTtlk.  43 
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dlureli  P'\-pi  thiiUbar.  Pwnifh  maaa  aber  aacb,  weil  f +Ft 
doe  follkosmeoe  Primxahl  iaU  A^  —  nÄt  diirdi  f-^pU  aidua 
^"^  (P'hP^P'^P^^^P^'j'P*  tlt^Ukar  seiii;  es  mus  also 
aach  An^nAimodp*-\'P^  seio. 

Hiernach  liellen.  die  GrGsien  ili,  ilt»  ils...  die 
Ref  le  der  sakzessiven  Vielfachen  voo  At  nadi  dem 
reellen  Model  p*-|-p'*=r  dar. 

VL  Die  vorstehende  Beoierkong  gibt  ein  Hilte)^  den  Werth 
Ton  (-— !)*  anf  der  rediCen  Seite  der  Kongroeoz  (7)  ans  redkn 
Zahlen  za  bestimmen ^  ohne  dass  man  nöthig  hat,  zayördent 
den  reellen  Rest  Ai  von  a-^ai  za  ermitteln.  Denn  zuvörderst 
ist  klar,  dass  man  aoch  hat. 

(8)  A*  =(— l)-morfr 

Hierin  und  in  (7)  hat  die  Grösse  m  denselben  Werlh  und 
A=^Ai  bezeichnet  den  reellen  Rest  von  a-f-at,  welcher  nadi 
^  Formel  (4)  oder  (5)  zasanmengesetzt  isL 

Verstehen  wir  also  unter  dem  Ansdrocke  amodp  den  ab- 
solut kleinsten  Rest  von  a  nach  dem  Model  p,  sodass 
die  Formel 

amodp  =ssbinodq 

ansdräckt,  dass  der  absolut  kleinste  Rest  von  a  nach  dem  Mo- 
del p  gleich  dem  absolut  kleinsten  Reste  von  (  nach  dem  Model 
f  sei;  so  haben  wir  nach  (7)  und  (8) 

r-t  r-t 

(9)  (a  +  ai)'  modp+p'i=A*  modr 

Von  den  beiden  Zahlen  p,  p'  ist  die  Eine  paar^  die  andere 
onpaar.  Angenommen^  psei  unpaar.  Alsdann  sind  alle  Fak- 
toren von  p  unpaar.  Setzt  man  nun  p  =  bcd,..,  sodass  b,  c^ 
d ...  alle  gleichen  und  ungleichen  Primfaktoren  von  p  dar- 
stellen; so  hat  man 

Hiernach  ist  r  ein  quadratischer  Rest  nach  jeder  der  Primzahlen 
b,  Cf  d...  Da  diese  Primzahlen  ebenso  wie  r  unpaar  sind,  uod 
ausserdem  r  die  Form  4ft-|-l  besitzt;  so  ist  nach  dem  Fan- 
dameatalsatze  für  die  quadratischen  Reste  (§.  149)  auch  um- 
gekehrt jede  der  Zahlen  b,  Cf  d...  ein  qoadratisdier  Rest  nach 
r,  und  demzufolge 

r-l  r-t  r-1 

6'  =lmoir,       c'  ^Xmadr^       d*  ^imodr  etc. 

Multiplizirt  man  alle  diese  Kongruenzen  mit  einander;  so 
kommt,  da  bcd,..sssp  ist, 

(10)  p>  ^Imodr 


§.  a2.    ZkrtkkfSikftikg  i.  impi  B^te  auf  rjdk     «ST 
Hiernach  ist  auch 

(11)  a*  ^{pA)^  modr 

Nach  Gi.  (4)  hat  man  aber 

pA  =  ap'\-ap — vr^ap'\'ap  modr 
folglich  ist 


r--t_  r-1 


(12)  A*  ^(ap-\'dp)*  modr 

ttod  jniihin  auch  wegen  (8) 


r-l 


(13)  («?  +  «>')'  =(— l)"iwoi/r 

oder  wegen  (9) 


r-l  T-l 


(14)  (a  +  fl'f)*  modp+p't==(Äp  +  ay)  *  morfr  . 

r-l 

Um  also  zu  entscheiden ,  ob  (a  ^  ai)  '  ^  -|-  ^^  ^^^^  —  ^ 
nach  dem  Model  P'\-pi  ist,  braucht  man  nur  zu  untersuchen, 

r-l 

ob  (öp  +  öp)*  ^+1  oder  —1  nach  dem  Model  r  ist. 

Wäre  p  paar,  also  p  unpaar;  so  fände  man  auf  den- 
selben Wege  statt  (10)  die  Beziehung 

r-l 

(15)  p'  »  =lmorfr 

und  mit  Hülfe  der  Gl.  (5)  statt  (13)  und  (14)  resp. 

•  !ri 

(16)  («p'  — «»*  =(— l)"iiiorfr 

(17)  (a+Äi)*  madp-^p'iBr^iap  -—dp)^  modr 

Will  man  es  gleichgültig  lassen,  ob  p  oder  p'  die  unpaare 
Zahl  ist;  so  nehme  man  allgemein  an,  der  Faktor  2  sei  in  p 
überhaupt  q  mal  und  in  p  überhaupt  q'  mal  enthalten.  Es 
sei  also 

p  =  2?fc(i...,  p=2Ucd... 

worin  stets  entweder  q  oder  9   gleich  null  sein  wird. 

Für  die  unpaaren  Faktoren  (,  c,  J...  gelten  immer  die 
obigen  Kongruenzen.  Was  den  Faktor  2  betrifft;  so  hat  maip 
nach  §.  148,  XIII. 

2  *  ^(—1)  *  modr  also 

SM)  gfc:!! 

2  «    =(—1)  *    morfr 

SJlzÜ  SLfczÜ 

2    «   =(—1)   *   modr 
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Hiernach  ist 


r-t                      Q(r-1) 

(18) 

p*  ^(— «)  *    modr 

(19) 

T-t                      Q'(r-l) 

p'  •  »<— 1)  *    modr 

milhin 

r-l 

Q(r-l)            f-1                     Q'{f-1) 

Hieraus  und  aus  (4),  (5),  (9)  ergibt  sich  ife  Doppe1btfzh%f3ttiig 
(20)  (ö+«'iV  modp-^yi=± 

Q(r-t)r  i;:!      n  sVyr  —      1 

(-1)  *  Uflp-hi>')"«worfrJ  =  (-l)   *   L<«p-«»'  »»^^^/d 

Bei  den  vorstehehden  Untersuchungen  war  nur  die  Be- 
dingung gestellt^  dass  der  Model  p-4-p't  wirklich  komplex  sei. 
bie  Zahl  ä-^ai  kann  dagegen  aucn  reell  oder  reih  imaginär 
%e{n.  Ist  a-f-ai  iheell,  also  a  =0;  so  erhält  mad  aus  (20) 
unter  Beröeksiobtigung  der  Beziehungen  (18);  (19) 

T-l  T-l 

t«1)  ä^moip-^f/ii^ä'  inod¥ 

Ist  a-\'di  rein  imaginär^  also  a  =  0;  so  erhält  man 

(22)        (at)*  iiiorf|i4-p'f  =  (— 1)      *      \ji\  modr} 

yil.  Betrachten  wir  jetzt  den  Fall^  wo  der  Model  f-\-fi 
reell  oder  rein  iopsiginär,  wo  also  ^1=0  «oder  p  =  0  ist.  Der 
absolute  Werth  dieses  Models,  welcher  stets  als  vollkommen 
prim  vora|isg0set29t  Wird,  ist  alsdeflfn  V<m  der  Foilm  4fi-f-3. 

Jetzt  ist  es  nach  Ansicht  der  Gleichungen  (2)  und  (3) 
'otTenhar  nicht  in  allen  Fällen  möglich,  eine  reetle  Zahl  A  zu 
Wtiiitteln,  welche  nach  dem  gegenwärtigen  Model  koi^uent  zu 
ö-f-ö'«  sei. 

Auch  findet  hier  die  Betrachtung  sub  I.  keine  Anwendung, 
indem  die  Zahlen  t,  2,  3 ...(p"-f-p'*— I)  nicht  sämmtlich  in- 
kongruent! nach  dem  jetzigen  Model  sind. 

Immer    aber    ist    es    möglich ,    den    Rest    der    Potenz 

^ä  +  fl  ^'^'*^''*'"*^ = («  +  ö  0^,  welcher  bekannflich  ==  ±  1  trnd 
vorhin  mit  ( — 1)°*  bezeichnet  ist^  aus  reellen -Zahlen  ttx  be^im^^ 
men.  Nehmen  wir  zu  dem  Ende  ^n,  es  sei  p'  =  0,  also  der 
Model  reell  =f  und  r=p^-[-p'*  =  P*«  T^er  andere  Fall, 
wo  der  Model  rein  imaginär  ist,  fährt  zu  demselben  Resul- 
tate^  wenn  man  unter  p  'den  absoluten  AVerth  des  Models  ver- 
steht, da  jede  zwei  nach  p  kongru^te  Zahlen  auch  nach  pt 
kongruent  sind.)  •• 


Nach  §.  135,  XVIII.  hat  man,  in  Beröcksichtigang;  dami'Pi 
die  Form  4ii-}-3  hat,  also  1^  =  —  i  ist, 

(«  + a  •)**  ^  ^"^ +  («'»)' ^fl^  —  cl^imodp 
loMiiar  ist  null  4fi^a  ond  a^^d.  Denn  geht  p  im  a,  r^ip« 
in  d  aqf;  90  ist  Dies  ekne  Wettere«  klar.  Gebt  at)er  p  \n  «^ 
resp.  in  d  nicht  auf;  so  erkeiint  inao  die  Aichtigkeit  aos  dem 
Fermatschen  Lehrsatze  o^'  ^  1 ,  resp.  d^^  ^1.  Demnach 
hat  man 

(23)  (a'\'diy^a  —  dimodp 

Multiplizirt  man  diese  Kongruenz  auf  beiden  Seilen  mit  a-^di; 
so  kommt 

(24)  ((i  +  «/)p+*Sa'-j-ö'*morfp 

also,  wenn  man  auf  die  Kytenz  vom  Grade  ^-^e —  erhebt, 


p*-*  p-t 


(25)  ia  +  di)  »   =(a«  +  a'«)«  mo4p 

Hjeriii  bestebt  die  geemcbte  ^Q^iebupgi   OHttelst  welcher   man 
den  Ae4t  (— t)"^  lA  (7)  Koff  Iftuter  reellen  Zahlen  bestimmen 

Es  muss  hierbei  bemerkt  werden,  dass  wemn  p  neg^iti^ 

reell». sawüe  wph  d^on,  wemi  die^  Zahl  positiv  oder  ne- 

gativ  rein  imaginSr  ist,  nqr  im  Exponenten  ^        '  auf 

der  reehben   Seite  der  -  Kengneftz  (25)  für  p  der  abeolote 
Werth  dieses  Models  im  nehmen  ist 


§.  213.    J9as  Wepfipr^tfUätsgeMeia  flkr  kwmplexä  MSoMen. 

t 

I.  Es  seien  p-\'pi  und  q'\-qi  zwei  wirklich  kora- 
plexC;  vollkofnmene  und  nicht  bloss  durch  den  Fak- 
tor t,  t'  oder  t*  von  einander  verschiedene  Primzahlen 
von  unpaaren  Normen.  In  beiden  seien  die  reellen 
'fheiie  p  ond  q  unpaar  und  die  imaginSten  Theile  oder 
p  und  q  paar.    Setzt  man  die  Normen 

sodass  r  und  «  zwei  ppsi(ive  reelle  Primzahlen  von  der  Form 
4n-f-l.  darstellen;  so  besteht  das  Keziprozitätsgesetz  (§^143) 
darin,  dass  man  gleichzeitig 

(1)  («+/*)*  ^{-\Ymip+pi 

(2)  .  (fl^p<)Ts(^«0'»f^#+f i,  . 


od«r 

(3)         (f+»'0^iiwJp+/i=(p+/0^«iiHl,+,'t 

btt^  eine  Reziebvng,  welche  man  analog  der  iron  Legendre 
fir  reelle  Zahlen  angewandten  Rezeiehnong  (§.  149,  IX.)  auch 
folgendermaasien  sehreiben  kann: 

DeoD  man  hat 

(M +p'5'')* + (p  *  -  pq'y = (p* +p' W + ?' 0 = " 

Hierin  ist  die  Grösse  p^-^p^'  entschieden  anpaar,  und 
hat  demnach  nur  nnpaare  Faktoren.  Setzt  man  also  pq-^rPI 
=  bcd*,^9  worin  b,  c,  d.,.  lauter  Primzahlen  bedeuten;  so  i«t 
ans  der  Formel 

r$  =  {p'q—pqY^(bcd...){jHd...) 

klar,  dass  die  Zahl  r$  ein  quadratischer  Rest  nach  jeder  der 
Zahlen  h^  c,  d...  ist.  Demnach  mnss  laut  §.  151,  I.,  sowol  r, 
als  auch  $  gleichzeitig  ein  quadratischer  Rest  oder  es  mnss 
sowol  r,  als  auch  $  gleichzeitig  ein  quadratischer  Nichtrest  «ach 
hf  nach  c,  nach  d  b.  s.  w.  sein« 

Da  nun  r  und  $  Primzahlen  von  der  Form  4ii-f-l  «od; 
so  mnss  nach  dem  Fundameotaisatze  für  die  quadratischen 
Reste  (§.  149)  auch  umgekehrt  jede  der  Zahlen  b,  c,  i...  in 
derselben  Besiehnng  zu  r  stehen,  m  welcher  sie  zu  s  steht, 
d.  b.  entweder  gleichzeitig  nach  r  und  $  ein  quadratiscber  Rest 
oder  nach  r  und  «  ein  quadratischer  Nichtrest  sein.  Demnach 
kann  man  schreiben 

r-i  »-i 

6«  =(— l)Pfiiorfr    und    J*  ={—\fmod$ 

c'  ^{—^\yfmodr  c*  ^{—\)'*mods 

etc.  etc. 

Multiplizirt  man  die  links  stehenden  und  auch  die  rechts 
stehenden  Kongruenzen  für  sich;  so  kommt,  da  bcd...=pq-{-pq' 
ist, 

IzL  »-1 

(*)  (iPy+P?)*  fnodr^=i{pq'{-p'qy'fnods 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  nach  dem  vorhergehenden 
Paragraphen,  Gl.  (14) 

(jf4-?*)*  modp'{-p'iss:(pq-^p'q)*  modr 
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ist;  so  erkennt  mM,  dess  die  Gl«  (4)  mit  der  za  beweisenden 
Gl.  (3)  identisch  ist. 

II.  Das  obige  Reziprozitätsgesetz  behält  auch  dann  Gül- 
tigkeit, wenn  die  Eine  Primzahl  p-^-pi  komplex,  die  andere 
dagegen  reell  =jf  (also  nnpaar  und,  absolut  genommen,  von 
der  Form  4ii-{-B)  ist. 

Behalten  wir  die  frühere  Bezeichnung  bei,  sodass  nun 
r=p^-\-p'*  eine  Primzahl  von  der  Form  4n-|-l>  «od  s  =  fl^ 
das  Quadrat  einer  in  der  Form  4n4-3  enthaltenen  Primzahl, 
also  selbst  eine  Zahl  von  der  Form  4ii4*l  ist;  so  ist  statt  der 
Gl.  (3)  die  Gleichung 

(5)  q*  modp+p't  =  (p+PO'  tnodq 
zu  beweisen. 

Dieser  Nachweis  ergibt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen, indem  man  nach  der  dortigen  Gl.  (21) 

q*  madp-^pisssq*  tnodr 
and  nach  der  dortigen  Gl.  (25) 

»-1  5ri  5z*         ' 

(P+P'«V  «iorfj=(p*+p'*)  *  modq^^r^  modq 
bat.    Beachtet  man  jetzt,  dass  die  Primzahl  r  v<m  der  For«i 
4ii~)~^   >8t>  ^^  Mi^   Ans  dem  Reiiprozität^esebce   für  reelto 
Zahlen  (§.  148) 

q  *  modr=r*  modq 

was  unter  Berücksichtigung  der  vorhergehenden  beiden  Glei- 
chungen die  Richtigkeit   der  Formel  (5)  erkennen  lässt.     (Ist  q 

negativ;  so  ist  nur  im  Exponenten  ^-^ —  auf  der  rechten 

Seite  der  letzten  und  vorletzten  Kongruenz  der  absolute 
Werlh  von  q  zu  verstehen.  Auf  die  Gl.  (5)  bat  Dies  keinen 
Einfluss.) 

III.  Endlich  gilt  das  obige  Reziprozitätsgesetz  auch  für 
den  Fall,  wo  beide  Primzahlen  reell  =p  und  q  (also  beide 
unpaar  und,  absolut  genommen,  von  der  Form  4n-f*3)  sind. 

Wir  haben  jetzt  ra=p^  und  s^s^q*,  sodass  beide  Zahlen 
Quadrate  von  der  Form  4n-f-l  sind.  Statt  Gl.  (3)  ist  die 
folgende 

(6)  jf*  modp=p*  modq=l 

zu  beweisen.  Die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  leuchtet  ein, 
wean  man  beaditet,  dass  nach  dem  Fermatschen  Lehrsatze 


tm    ZdmM  Ah«flmm.    f^öltm  dwtu^  d,  lUmpl.  Zielen. 

(p+i){p-i)       p'-i       '-* 


q      ".    =jf*    =j[*^l  tnodp 


9-1 


and  ebenso  f  *  ^  I  fnodq  isf. 

(Wäre  p  oder  9  oder  beide  negativ;  so  bälie  nifsin  nur 
10  den  Exponenten  der  lelxteren  Kongruenzen  unter  p  und 
f  deren  absolute  Werthe  zu  versieben,  was  auf  die  Kon- 
gruenz (6)  obne  Einiluss  isL) 

Man  siebt,  dass  die  beiden  Formeln  (9)  und  (6) 
in  der  allgemeineren  (3)  als  spezielle  Fälle  enthal*« 
ten  sind. 

IV.  Um  die  Beziehungen  darzustellen,  welche  sich  ergeben, 
wenn  der  reelle  Theil  der  Einen  oder  der  anderen  jener 
beiden  Primzahlen  paar  ist;  so  bezeichne  man  mit  p  und  { 
stets  unpaare  and  mit  p'  nnd  q'  stets  paare  Zahlen^  welche 
letzteren  auch  =0  sein  können.  Alle  diese  Zahlen  können 
positiv  oder  negativ  sefn.  Die  früher  mit  r  and  8  bezeichneten 
Zahlen  behalten  immer  denselben  Werth  und  sind  stets  positive 
Zahlen  von  der  Form  in^\. 

Es  lettehtet  ein,  dass  zwei  Zahlen,  welche  nach  irgend 
•ineai  Modd  Icongnsent  dni,  es  auch  nach  einem  Model  s^ii^ 
wttvdmiy  welofctr  das  ProdakI  am  jenem  und  irgend  einer  Po^ 
tenz  von  t  darstellt. 

Hat  nun  die  Eine  Primzahl  die  Form  p*'\-pi;  so  kann  man 

g j 

seUep    «(y'+J>0=r-P+P»-     ^^    — r— .eiae    paare    Zahl 

•  -^  1  .  , 

=  2. — ■: —  ist:  so  hat  man 

Nach  (3)  ist  aber 

r-t  a-t 

iq--\-qi)^nio4-r^P'^p'i'^(—P'{'Pi)~modq-\-qi 

Sobätittiirt  nMn  auf  der  rechte«  Seile  für  (— p-f-p'O  '  ^^ 
s»  ^b^n  gefundo^eo  gleichen  Werth  und  verwandelt  auf  d6r 
liQkeo  Seite  d»n  Model  ^p+p't  in  den  ModcA  —  i(-- p-f*P*) 
=p -f-pt»  was  nach  der  Vorbemerkung  zulässig  ist;  so  ergibt 
sieb,  wenn  nur  in  der  Ein&n  Primzahl  p-\-pi  der  reelle 
Theil  paar  ist^ 


(7) 


OfTfffO»  «Wrfj^'-ffif-C^'l/»  lijf+pir  *«*fiff»J 
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Ebenso  erhält  man,  ivenn  nur  in  der  anderen  Primzahl 
q  -^-qi  A«r  reelle  Theii  paar  ist, 

(8)  i^tyUi  +  vi^  nwdp +p'ij = (f 4-p'«)^  »^ä W+¥) 

and  wenn  in  beiden  PrinaahJen  die  reellen  Theilc  paar 
sindy 

(9)  {'\)'^Liq'hiy^^^ 

V.  Was  den  Fall  betrifft,  wo  die  Norm  der  Einen  oder 
der  apderen  der  in  Redp  stehenden  Primzahlen  =2  ist;  so 
kann  offenbar  nur  Eine  jener  Primzahlen  diese  Norm  besitzen. 
Denn  wäre  die  Norm  einer  jeden  3=2;  so  unlerschteden  sie 
sich  lediglich  durch  eine  Potenz  von  t  von  einander,  was  der 
allgemeinen  Bedingung  ad  J.  nicht  gemäss  sein  würde. 

Ist  also  nur  die  Efne  Primzahl  p -{-^'t  ==  1 -J- i  oder  das 
NegaCive  davon;  so  weiss  man  aus  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen Nr.  IV.,  dass  jede  beliebige  Potenz  irgend  einer  Zahl 
I-^qif  in  welcher  l+i  nicht  aufgeht,  den  Rest  1  nach  dem 
iodel  l.:t  j  besitzt.    Man  bat  also  allgemein 

(10)  q-\-qi=\mod{±i 

Umgekehrt  ergeben  sich  die  Reste  der  Potenzen  von  l^t 
nach  dem  Model  q^q'i  zuvorderst  für  den  Fall,  wo  dieser 
Model  wirklich  koviplßx  ist»  ans  GK  (14)  des  vorliergdbenden 
Paragraphen,    Danach  hat  man,  wenn  q  iiapaar  und  q  paAr  iati: 

(41)  (1±0'  modq'i'qi  =  {q±:q)*  VkQd9 

Hierill  sind  liafai  ond  rechts  gleichafektg  die  oberen  oder  diia 

unteren  Zeichen  cd  nehmen,   und  auf  der  rechten  Seite  ändert 

sich  Nicht«,  wenn  ^der  reelle  Tbeii  von  i  ■:^i  sieh  in  —  1  ver« 

wandelt. 

Die  vorstehende  Formel  lässt  sich  noch  weiter  vereinfachen, 
wenn  man  beachtet^  dass 

ist.  Da  q-\-qi  nicht  durch  i  :jz^  theiibar  sein  soll;  so  muss 
von  den  beiden  fahlen  q  und  q  slels  die  Eine  paar,  die  andere 
unpaar,  und  q:i:q  slels  unpaar  sein.  Selzt  man  nun  q:^q' 
=  bcd. . .,  worin  ft,  c,  d* ..  lanler  Primzahlen  bezeichnen,  welche 
sänimtlich  unpaar  sind;  so  hat  man 

28  =  {q± qy  +  {hcd . . .){lcd , . .) 

Hiernach  ist  2»  ein  quadratischer  Rest  nach  jeder  der  Zal^len 
hy  Cf  J.«.'  Demnach  ist  sowol  die  Zahl  2,  als  auch  die  Zahl 
8  gleichzeitig  entweder  ein  quadratischer  Rest  oder  ^iin  qua- 
dratischer Nichtrest  nach  i,  nach  c,  nadi  du.  s.  w.  Setzt 
man  also  *  / 
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2*  =i—l)^modb]  ao  ist  auch  #*  ^i^l)^moih 

Nach  §.  148,  XIII.  hat  man  wegen  der  links  stehenden 
Kongruenzen  für  ß,  y,  8...  die  in  den  Ausdrücken  fr  =  48^1, 
c=iY^i^  d^s:iAS^\  u.  8.  w.  erscheinenden  Werlhe  zu 
nehmen. 

Was  die  rechts  stehenden  Kongruenzen  betriflt;  so  ist,  da 
die  reelle  Primzahl  #  =  y*-|-y*  die  Form  4m-f-l  besitzt,  nach 
dem  Reziprozitätsgesetze  (§.  148)  auch  umgekehrt 

6«  =(— l)?morf« 

üzi 
c  '  ^( — lyf  mods 

u.  8.  w. 

also  wenn  man  alle  diese  Kongruenzen  mnltiplizirt,  und  beachtet, 
dass  bcd...  =  g'^q  ist, 

iq±q)*  =(— l)P+Y+8+..,„0rfs 

Setzt  man  nun  den  absoluten  Werth  von  9  ib  9  ^^  ^^  db  ^ » 
so   bat    man,   da    auch   9±9  =(4ß±*)(^V±  0(48±t)... 

=  4(2m±ß±y±8±...)±l  ist,  n  =  2m±ß±y±8  +  ..., 
worin  vor  den  Zahlen  ß,  y,  8 . . .  und  1  ganz  beliebige  Zeichea 

stehen  können.  Hieraus  ist  klar,  dass  die  beid^i  Zahlen  n  nod 
(ß-|.y-j-. 8 -}-...)  stets  gleichzeitig  paar  oder  gieiqbzeitig  un- 
paar  sind.  Demnach  kann  man  statt' der  vorstehenden  Kon- 
gruenz auch  schreiben 

(12)  (q±qy^  =  (^iymod8 
Hiernach  hat  man  statt  (11)  die  Beziehung 

8-1 

(13)  (1+0*  =(— l)'morf9  +  jf 

und  es  ist,  wenn  links  der  Werth  1  -}->  giU»  d^^  absolute  Werth 
von  y-j-jf' =  4n Jrl,  und  wenn  links  der  Werth  1 — «gilt, 
der  absolute  Werth  von  q  —  y  =  4n  ^^^  1  zu  setzen. 

Ist  der  Model  =q-^qi^  also  dessen  reeller  Theil  paar 
und  dessen  imaginärer  unpaar;  so  bat  man  nach  61.  (17)  des 
vorhergehenden  Paragraphen 

(14)  (l±«V  modq-^'qi^^iq^^q)*  mods 
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und  es  fiadet  sieh  statt  (13) 

(15)  (1±0'  ={—iyfnodq-^qi 

Hierin  ist,  wenn  links  der  Werlh  1  -j-  >  gilt,  der  absokte  Werth 
von  q  —  jf'  =  4n  Jh  1 ,  und  wenn  links  der  Werlh  1  —  t  gilt, 
der  absolute  Werlh  von  jf-f-y  =4n+i  zu  seUen,  Die  Ver- 
wandlung des  reellen  Theiles  von  1  fi  in  —  1  auf  der  linken 
Seile  ändert  die  rechte  Seite  nicht. 

Für  den  Fall,  wo  der  Model  q-^-qi  reell  =q,  also  sein 
absoluter  Werlh  von  der  Form  4«  —  1  ist,  ergibt  zunächst  die 
Formel  (25)  des  vorhergehenden  Paragraphen 

(l±i)*  =2  *  modq 
und  alsdann  die  Formel  (15)  und  (16)  des  §.  148 

(16)  (\±ij^=(^iymodq 

Apcb  hierin  kann  der  reelle  Theil  von.  1  nb  >  i°  —  ^  ver- 
wandelt werden. 

Man  sieht,  dass  die  Formel  (16)  als  ein  spezieller  Fall 
der  Formel  (13)  angesehen  werden  kann,  wenn  man  in  dieser 
q  =sQ  setzt. 

VI.  Endlich  bemerken  wir  für  den  Fall,  wo  p+p'«  =  +  * 
sein  sollte^  dass  wenn  man  die  Norm  der  anderen  Primzahl 
jf-f-jf't,  also  q*^q'*  =  in-\^i  setzl, 

(17)  (^i)~^(-\)n^odq  +  qi 

sein  wird,  gleichviel  ob  der  Model  komplex  ist  oder  nicht. 

Wäre  der  Model  y-|-j('t=l +1;  so  ist  jede  Polenz  von 
-f- 1  sowol  ^  1 ,  als  auch  ^  —  I . 


§.  214.  M^er  VmndamentaM9aia  ßkr  die  Themse  der  quadratUchen 

Meste  für  kotmplexe  Mahlen* 

I.  Aus  dem  Reziprozitätsgeselze  des  vorhergehenden  Para- 
graphen Nr.  I.,  II.,  III.,  wovon  die  dortige  Formel  (3)  der  all- 
gemeine Repräsentant  isl^  ergibt  sich  mit  Hülfe  des  §.  211,  II. 
sofort  die  Erweiterung  des  Gausses  ch«n  Fundamen  tal- 
salz es,  welcher  in  §.  149  für  reelle  Zahlen  erläutert  ist. 

Wenn  nämlich  p-f^P^  ^^^  VH"?'  zwei  vollkommene 
and  nicht  bloss  durch  den  Faktor  t,  t*  oder  i'  von 
einander  verschiedene  Primzahlen  von  unpaare^n 
Normen  sind^  und  in  welchen  die  reellen  Theile  p 
und  q  unpaar  sind  (wobei  die  imaginären  Theile  anich  den 
Werth  Mll  besitzen  können);  00  )st  die  erste  ein  qnadra- 
ti»elier  Rest  oder  NiehtresI  nach  der  zweiten»  wenn 


die  zweite  resp.  ein   qaadratigcker  Rest  o40ir  Nicl|i(-« 
rest  nach  der  ersten  ist.    Man  bat  also 

(0      (p+p'0%+f'O  WM«  (f +f  OÄ(f»+pO  ist 

Aus  der  Formel  (6)  des  vorhergebenden  Paragraphen  ergibt 
sich  Tür  den  spezieHen  Fall,  wo  beide  Prhnsahlen  reell,  also 
absolut  genommen,  von  det  Form  4ft-|-3  sind,  dass  jede 
Primzahl  p  quadratischer  Rest  nach  jeder  Primzahl 
q  ist. 

If.  Wenn  in  Einer  der  obigen  Primzahlen  oder  in  beidei^ 
der  reelle  Tbeil  paar  ist;  so  ergeben  die  Formeln  (7)  und 
(9)  des  vorhergebenden  Paragraphen  leicht  die  gesuchten  Be- 
ziehungen. Diese  und  das  eben  gefundene  Resultat  sind  in  der 
folgenden  TabeHe  zusammengestellt.  £s  bedeuten  darin  p  und 
q  un paare,  dagegen  p  und  q  paare  Zahlen.  Wo  in  <)et\ 
Spalten  fiir  die  Normen >*=jp'-f"P*  ^^'^  s  =  q*-\-q*  die  ein-? 
fachen  Bochstahen  r  und  s  selbst  gesetzt  aind^  ist  es  gfeich- 
^ültig^  ob  diese  Normen  die  Form  Sit-f-l  oder  8ii<f*5  haben. 


/\A'^/vv^'vv\A'^/v\/vv^/vvv\'^/^'vv\/v^/^A/vvvvvvv^/v^/v^/^^ 

Pas  Stattfinden  der  Einen  der  beiden  rechts  neberi  einander 
slebenilen^  Beziehungen  bedingt  immer  noUiwendig  die  aa4^6* 
Man  kann  übrigens  in  diesen  Beziehungen  in  jeder  Horizontal- 
reihe das  Symbol  72  in  iV  und  gleichzeitig  das  Symbpl  iV  in  ü 
verwandeln. 

III.  Dass  man  in  einer  Beziehung  wie  QRP  oder  QNP 
den  Model  P  nach  Belieben  mit  — 1  und  auch  mit  :i:i 
maltipliziren  kann,  ohne  dasa  sieb  jene  Beziehung  äoderty 
leuchtet  ein. 

Bbeoso  kann  man  Q  nit  rr- 1  oMiHipKvren.. 

Mdtiplizirt  man  jedoch  ^  mit  :t^i  so  kat  Die4  «mrtiibMV» 
keinen  Binflnas  anf  jenoBtaekHOg,  maan  di«  Norm  •  Aea  Mld^to 
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P,  also  r^fibp^^^p'*  Y#n  ^er  Pmita  ^i+l  i^-  Sobald  jedoch 
diese  Norm  r  von  der  Form  Bkn-^-^  'st;  ändert  sich  jene  Be*- 
mid  es  ist  N  «tatt  R  oder  R  statt  iV  zu  setzen. 


IfV.    £s  ist  leicht  za  zeigen,  dass 

wenn  q  +  qiRp^p'i  ist,  auch  q-^qiRp-fi 

sein  wird;  gleichviel  ob  die  reellen  Theile  paar  oder  nnpaar 
sind.     Hierin  kann  auch  fi  slalt  R  gesetzt  werden. 

MuKiplizirt  man  in  der  letzteren  Beziehung  q  —  qi  und 
p — p'i  mit  t;  so  ergibt  sich  folgender  Satz. 

Wenn  die  Norm  r  des  Models  f-^-fi  die  Form  8m4~l 
hat,  folgt  aus  der  Beziehung 

g-}-jf'tÄp-}-p't    auch    (f -f-}«Äp'-hp« 
fiat  dagegen  r  die  Form  8m -^-S;  so  folgt  aus 

hä  den  letstoren  Bitaiekunge«  kann  auch  R  mit  N  »od  gleieb- 
zeitig  iV.flih  A.  vertauscht  werden. 

V.  Wenn  Eine  der  beiden  Primz^falep  die  N#rm 
2  hat;  so  erkennt  man  sofort  aus  der  Formel  (10)  des  vor- 
hergehenden Paragraphen,  dass  jede  Primzahl  q-^-qi  quadra- 
tischer Rest  nach  1  Hht  ist,  dass  man  also 

(3)  (?+«0fi(i±O. 

hat. 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Formel  (13>)  des  vorhergehenden 
Paragraphen,  welche  aad^  die  dortige  Formel  (16)  wiit  ein- 
^chliessty  äasjs  wenfi  in  der  Primzahl  f-f-f «  der  reelle  TMl 

f  nnpaar,  dagegen^  paar  (auch ^^0)  ist»  (l^bO  ^  ^1  mo4q-\-qi 
sein  wird,  wenn  n  eine  paare  Zahl  ist.  Das  Le^tztere  eiiqigaet 
sich,  wenn  in  dem  abs.6liiten  Wertbe  '4ft;:J3l  von  !q-\-q,  vßs^. 
q  —  q^  die  Grösse  n  paar  i«t,  wenn  also  diesor  Werth  der  Form 
Sn^bl»  d«  h«  entweder  der  Form  8»-j-i  oder  der  Form  8n-|-7 
entspricht.     Demnach  hat  man 

•(*).  (^dlO^Cf+f  0»  wenn  absolut  ijiy  =i=8«-|-i  oder  8fi-("'^  'st, 
.(5)  (l±i)%+»''»)       *  »        5±y=8ii-f  3     »      8H-»   » 

worin  igleichzeilig  die  oberen  oder  cKe  antereh  Zeichen  gelten. 

Ist  dagegen,  der  ireellt)  Th^il  des  Klodels  paar;  so  hat 
'hian  nath  der  Formel  (t5)  ders  vortiergehend'en  ^aj*agrs(phei) 

(6)  (*±«)%'+?0>  we«in  absolut  j:fy==8n+l  oder  8«-f-'rist, 
O)  (1±0W+*«^       >t^  »         q+q^%n^i     »      8«+5   » 

^oria  dbetifatti  igteickieilig  file  oberen  oder^^ie  'ttnrter en  >fieichen 
gellen«  ... 
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VI.    Eodlicli  bemierken  wir  noob,  dass  mta  »tote 

(8)  ±1Ä?+?'»- 

hat.  Dagegen  ist  nach  der  Formel  (17)  des  vorhergehenden 
Paragraphen,  wenn  die  Norm  von  j-f-jf't,  also  j*-j-^'*  =  « 
gesetzt  wird, 

(9)  +iJiq  +  qh  wenn  #=r8n+l 

(10)  ±iNi+V       »      «  =  8n4"5 

In  diesen  Formeln  ist  es  gleichgültig,  ob  der  reelle  Theil 
des  Models  paar  oder  unpaar  ist. 

§.  215.    tHe  ^uadraÜMchen  Mette  nach  autammengeMetaien 

Modeln. 

A.   Wenn  q-^-qi  von  unpaarer  Norm  und  relativ  prioi 

za  D^I/i  ist. 

I.  Für  die  Anflösnng  der  unbestimmten  Glächungen  vom 
zweiten  Grade,  $.202,  ist  es  von  Wichtigkeit,  leicht  darüber 
entscheiden  zu  können,  ob  es  Zahlen  von  der  Form  D-^IJfi 
—  {x-^xiy  gebe,  welche  durch  q-\-qi  theilbar  seien  oder 
nicht,  d.  h.  ob  die  Kongruenz 

(1 )  27  -|-  /y  t  ^  (a:  -|-  xiy  tnod  q  -j-  qi 

möglich  oder  unmöglich^  oder  ob  D-^Ifi  ein  quadratischer 
Rest  oder  Nichtrest  nach  q'\-qi  sei. 

Die  je  nach  der  Zusammensetzung  des  Models  q-^-q^  ^^^^ 
ergebenden  Resultate  sind  denen  in  §.  150  analog  und  soH^i 
im  Folgenden  voi^etragen  werden. 

Vorweg  bemerken  wir  jedoch,  dass  in  allen  Formeln  dieses 
Paragraphen  der  Model  q-^-qh  unbeschadet  des  Resultats,  mit 
jeder  beliebigen  Potenz  von  i  multiplizirt  werden  kann. 

Wenn  5'-}-y't  eine  in  D-^Üi  nicht  aufgehende 
vollkommene  Primzahl  von  unpaarer  Norm  ist;  so 
wird  nach  $.211  der  Bestand  der  Kongruenz  (1)  be- 
dingt durch  den  Bestand  der  Kongruenz 

(2)  (Z>  +  i?'i)*^'*'^'''"*^  =  1  modq'\'qi 

II.  Wenn  q-^-qi  eine  Potenz  einer  in  D-^Di  nicht 
aufgehenden  Primzahl  von  unpaarer  Norm,  also 
i5:s3(r4~rt)"  ist;  so  ist  D'\^iy\  dann,  aber  auch  nur  dann 
ein  quadratischer  Rest  nach  q-^q^^  wenn  es  ein 
solcher  nach  dem  Primfaktor  r-^ri  ist,  wenn  man 
also  hat 

(3)  {D + DiY^"''^"'^''^  =  1  «wrfr + r  i 

Der  Berweis  ist  wie  in  §•  15fl,  II.  z«  flbrai,  ifrfen  man 
beachtet,  dass  2a=:(l-|-f)V  ist. 
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HI.  Wenn  q-^qi  das  Produkt  mehrerer  in  D-^I/i 
nicht  aufgehender  verschiedener  Primzahlen  von  un- 
paaren  Normen  oder  auch  das  Produkt  von  Potenzen 
solcher  Primzahlen,  also  =(r4-ri)"'(«-l-«'i)". . .  ist;  so 
ist  D-j-Z^t  dann,  aber  auch  nur  dann  ein  quadrati- 
scher Rest  nach  94~f '>  wenn  es  ein  solcher  nach  jedem 
einzelnen  der  Primfaktoren  r-]-ri,  s-^-si...  ist,  wenn 
man  also  hat 

(4)  (D+iriy^''"^''*'*^  =  1  modr^ri 

(5)  (/>-|-Zyty^'*"^'"'*^=  1  mods-i-si 

etc. 
Der  Beweis  ist  wie  in  §.  150,  III.  zu  führen. 

B.    Wenn  q-^-qi  eine  Potenz  von  l-f"*»  aber  relativ 

prim  zu. 2^4* -'^^  '*'• 

IV.  Wenn  q-j-qis^i-^i;  so  ist  jeder  Werlh  von 
D-^-D'if  auch  wenn  derselbe  nicht  relativ  prim  zu 
q-^-qi  ist,  quadratischer  Rest  nach  q-^q'i.  Es  ist  also 
allgemein 

(6)  D'\-iyi={x-\-xtymodi'\-i 

Denn  ist  D-^-lIi  durch  l-f"'  theilbar;   so  ist^  wenn  v^vi 
beliebig  gewählt  und 

gesetzt  wird,  y-f-y't  durch  1-t-i  theilbar,  also  ==(\-\-i){tD'\'tD{), 
mithin 

/)  +  2yi  =  [(l+t)(v  +  i?'t)P  +  (l+t)(M)+tt?'0    d.i. 

D  +  I/i  =  [(1  +  i)(v  4-  »«■)]•  f^od  l  + 1 

Ist  dagegen  D-^D'i  nicht  durch  i-^-i  theilbar,  also  von 

der  Form  (i+t)(**'T"^*)  +  ^»  ^^^  n*«"*  ^^^ 

(i+0(*'+rO+i=«[(i+t)(t^+i>'i)+i?+y+y» 

so  wird  offenbar  ebenfalls  ff-^yi  durch   i-^-i  theilbar  oder 
s=s(l '\-^i)(u>'\-wi)  sein,  woraus  derselbe  obige  Schluss  folgt. 

V.  Wenn  q-\-qi=(i-\-iy  =  2i  ist;  so  sind  unter 
allen  tu  q-^-qi  relativ  primen  Werthen  von  D-\-iyi, 
welche  offenbar  entweder  die  Form  2r-f- 1  +2ri  oder 
die  Form  2r-f-(2r +l)t  haben,  die  ersteren  quadra- 
tische Reste,  die  letzteren  dagegen  quadratische 
Nichtreste  nach  q-\-qu 

Denn  bat  D-\'Di  die  Form  2r-\'l"\-2riy  und  setzt  man 

2r+l+2rt  =  [2(t?  +  üt)  +  l]«+jf+y't 

worin  V'^pi   wiilkttrlich    ist;    so   ist  y-^yi  von   der  Form 
210-f  2tp't  «=  2(i#  +  wi)  =  (l  +  0 V  —  ^)f  ako 


2r-f.  t  J^  2r'<«  [2j(r^^ »'!)-+  If  ^  (1  +t)*(«/-  ^ ^)  •  ^-  i- 
2>J|-/yi=(2(ff-f-t/i)4-»?mDrf(l+f)* 

Hai  dagegen  J'  +  ^«  *e  Form  2r-4-(2r -f^K  »i"^  wäre 
es  möglich,  dass  V-\'iyi^^{x'\'Xiymod{\'\'iy  sei;  so 
miissle  in  der  Glieichang 

2r  +  (2r'  +  l)i  =  (a?  +  (r'i)*+y+yi' 
das  Glied  y-\-y%  Auvch  Ct-4-t)'  theilbar,  also  toJIkom^en  i^aar 
sein.  Dies  ist  anmöglich;  denn  wäre  es  der  Fall;  so  kann 
offenbar  ^Hh^^^  mi^i  dar<^  ^~l~*  theitbar  sein,  weil  die  linke 
Seite  D^Ui  es  nicht  ist.  Es  ist  also  Xr{-xi  entweder  un- 
vollkommen paar  oder  tin vollkommen  nnpaar,  mithin  {x-^-xiy 
unvollkommen  unpaar,  d.i.  =2c-l-l -[~2<''<*  Demnach  ist 
y+y'f  =  2f  — IT  — 1-f  (2r  —  2©-j-l)i 

.        ^         *=:2tl>+l*f  (2<«/-f-t>' 

also  vollkommen  unpaar,  mithin  nfciht  -dtirdh  (1  -f~  tV  =  2t  Iheil- 
bar.  Es  kann  also  keine  ZaU  ven  4er  Form  D-^-Si^^^r 
-^(2r  4*l)t  ein  quadratischer  Rest  nach  (l-f-*)'  *e>o. 

VI.  Wenn  jf-|-^'f  =  (l -f  <)«  =  2(1 -|-t)t  ist;  so  s4nü 
nnter  allen  zu  q'\-qi  relativ  primen  Werthen  von 
Z^-j-IXt,  welche  offenbar  entweder  die  Form  2r-j-l+2r't 
oder  diiO  Form  2r-f*(2r  >4~0<  hab^n,  zuvörderst  di-e 
letzteren  sämmtlich  quadratische  Niobtreata  iia«h 
q-^-qU  wie  schon  aas  dem  vorbergeheoden  Siatze  arbeitet,  indem 
dieselben  danach  keine  quadratische«  Aeste  nach  O'^h^'  ^s^in 
können. 

Von  den  erstereji  Zahlen  der  Form    2r-j-l-h2ri 

aber  sind   nur  die   in   den  Formen    4r-}'l-^4rt   und 

4r-|-3  4'(^'^4~^)'  enthaltenen  quadratische  Hetste^  da- 

'gtegen  die  in  flen  F«r«nen  4r-f-l +<*t''4*2)f  <i*id  4r-f-3 

-f-4rt  enthaltenen  quadratische  Niöblresite  natA  f-fV^* 

\Deiln  sobstitoiirt  man  in  4er  Gletdumg    .  ,         . 

2> + 1^1  s^  («  ^.  tr' t)* -f  r + y« 

worin  nach  der  «bigen  Bemerkung  {w-^xtf  nur  «lijs  Gchhh 
2V'\'i^2v'i  haben  kann,  für  B-\-]yi  nach  aod  nach  jede 
einzelne   der  genannten  Formen  und  beachtet^  dass  y-f-y>i= 

(1-|-0*(""4"^02(1 +0('"hO)  *•''*  *®"t  «o  findet  man,  dass 
Dies  nur  in  folgenden  beiden  Fällen  denkbar  ist.     Nämlich  w^nn 

man  Z>-^2>'i  =  4r-f-i +  4^'«  l^t,  indem  dann 

y-|-y't  =  itr-f-  4tr'f*=  4(tr-|- tp'O^^  —  ^l  -f-i)*(f^-|r  «!?<<) 
'Wind,    oder  iwenn    man    j^ -f  ITl  »  4r4-d-f  (4f  4^2^'   bat, 
indem  danii 

.   ^-t|-,:i=4i«Hf^2+(W+2>=i^i4^)^i^4^'+^ 

wird.    Im  ersleren  .dieser  «ben  [beaietduidleii  beiden  >nii$gVdhen 


Fälle  ist  also  y+y'i  nicht  bloss  durch  y+ j^t«(i -^-i)*,  son- 
dern auch  durch  (t-4~0^  iheilbar;  im  letzteren  jedoch  nur 
durch  q-{'qi^^{\  -{^iy  und  «ichl  durch  (l-j-«)*»  indem  .der 
Faklor  w-^w  -^-i-^-iw  —  w)i  durchaus  entweder  die  Form 
2/  +  (2<'  +  l)t  oder  die  Form  2Y+l+2f'i  besitzt,  also  den 
Faktor  \-{'i  nicht  enthält. 

VII.  Wenn  ^-|-y'i  =  (l  4-1)*=  — 4  ist;  so  leuchtet 
zutörderst  ein,  dass  alle  Werthe  D'{'D'i^  welche 
nicht  quadratische  Ileste  nach  (l-j^z)^  sein  können, 
Dies  auch  nicht  nach  (l-|-i)^  zu  sein  vermögen.  Es 
kommen  also  nur  noch  die  Werthe  von  D-\-Di  in  Be- 
tracht;  welche  die  Form  4r-f-l-t-4ri  und  4r-f-3-j-(4r'-f-2)s 
besitzen.  Hiervon  sind  die  ersteren  quadratische 
Reste^  die  letzteren  dagegen  quadratische  Nichtreste 
nach  q-\-qu 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  leuchtet  aus  der  Schlussbe- 
jnerkung  des  vorhergehenden  Satzes  ein. 

Vllf.  Wenn  q-\-qi^=^{\-\-iy 0\\A  n^4  ist;  so  kom- 
men nur  noch  diejenigen  Werthe  von  D-^-D'i  in  Be- 
Irachty  welche  nach  dem  vorhergehenden  Satze  qua- 
dratische Reste  nach  (l-f-i)*  sind,  also  die  Werthe 
von  der  Form  ^r-\-\  -\-^ri.  Hiervon  sind  die  in  den 
Formen  8r-|-  1  -^Sri  und  8r -f- 5 -[- (8r -f- 4)*  enthaltenen 
Werthe  quadratische  Reste,  alle  übrigen  aber  qua- 
dratische Nichtresle  nach  q-^qu 

Zuerst  beweisen  wir  diesen  Satz  für  n=5,  also  für 
q-\'qi  =  [\'\-iy  =  '-^{\.-^t).     Setzt  man  zu  diesem  Ende 

jD -|- D'i  =  4r -j-  ^  -|-4r'i==c(j7-|-a7'e)*-(-y-[-y« 
und  beachtet,   dass  {x-\-xiy  als  Quadrat  einer  unvollkommen 
paaren    oder   unpaaren  Zahl   stets    unvollkommen   unpaar  und 
zwar  resp.  von  der  Form 

[2ö  4-  (2t?'  +  1)«]'  =  4ü^  —  4t;'*  —  4ü  -  1  4-  (8t?r  +  4ü)i 
oder  von  der  Form 

[2i?  4- 1  +  2ü  t]*  =  4ü*  —  4»  *  -|-  4e?  +  1  4-  {ßvv  -\-  iv)i 
ist;  so  erhält  man  bei  Zugrundelegung  der  ersten  Form 

y  4"  yi  =  4r  —  4t?*  4"  4^'*  4"  ^^'  ~l"  ^  -|-  (4r  —  Svtf  —  4i?)» 
und  bei  Zugrundelegung  der  zweiten  Form 

y4-y«  =  4r —  4ü*4"'*^'*  —  4t?4-(4r  —  8t?!?'  —  4t?')t 

Der  erste  Werth  von  y-^yi  ist  nicht  durch  4,  also  auch 
nicht  durch  (1 4-«)'  =  *- 4(1 4-«)  theilbar,  und  ist  demnach 
ausser  Acht  zu  lassen. 

Dantt  aber  der  zweite  Werth  durch  4(14-0  Iheilbar 
werde^  mass 

SehelUer's  oabcsUmmt«  Analytik.  44 
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4 

noch  darch  1-}"*  tbeilbar,  also  entweder  vollkonimen  paar 
oder  vollkommen  unpaar  sein.  Da  unter  allen  Umständen 
r'4'f  und  2vv  paare  Zahlen  sind;  so  kommt  es  nur  darauf 
an,  ob 

vollkommen  paar  oder  vollkommen  unpaar  werden  kann.  Dies 
ist  allerdings  möglich,  jedoch  nur  dann,  wenn  r  und  r  entweder 
gleichzeitig  paar  oder  gleichzeitig  unpaar  sind,  also  nur  dann, 
wenn  D-^D'i  entweder  die  Form  8r-f-^ -|-8''«  oder  die  Form 

8r  +  5  +  (8f^  +  4)t  hat. 

Hierdurch  ist  der  obige  Satz  für  n=5  erwiesen. 

Was  den  allgemeinen  Fall  n>>5  betrifft;  so  sei  für  irgend 
einen  Werth  n,  welcher  >>4  ist, 

Z>  +  Dt  =  (a:  +  xiY  tnod  ( 1  -f  i)»    also 

i>4-/yt-(^4-^'0'=(p+«''o(i+0" 

Ist  nun  w-^ toi  eine  beliebige  ganze  Zahl;  so  hat  man    ^ 

D  +  iXi  —  [a:  +  iv'i  +  (tr  +  wi){l  + 1)-']* 
=  D  +  Ui  —  (ar  +  xiy  +  (tt?  +  wi){x  +  xi)i{\  + 1)» 

4-(ir+tt?'t)*(i4-t)*»-* 

=  (t4- P'iX  1  +i)-+(ir+tr'0(ar+a?'i)t(  1  +t)"+(tt?+M^'i)*(  1  -ft)«»-* 

=  [i?  +  u't  +  (tc  -f  tt?'i)(ar  +  a?'i)t  +  (te?  4-  «^'0*0  +  «T'^C^  +  0" 

Weil  aber  x-^xi  relativ  prim  zu  l-{~*  i^l^  ^^  kann  die 
Willkürliche  w-^-w'i  stets  so  bestimmt  werden,  dass  v-\-v'i-\- 
{w-\^wi){x-^xi)i  ein  Vielfaches  von  l-|-i,  also  ={u-\-ui){\-\-i) 
wird,  indem  Dies  nur  die  Auflösung  der  stets  möglichen  dio- 
phanlischen  Gleichung  vom  ersten  Grade 

(w  +  ui)(\  +  i)  —  (w  +  tt?'t)>  +  ar't)t  =  c  +  r< 

Tür  die  beiden  Unbekannten  u-\-ui  und  u?-|-tt?'t  erfordert. 
Für  einen  solchen  Werlh  von  w-\'Wi  wird  aber  die  rechte 
Seite  der  vorstehenden  Gleichung 

=  [(w + «0(1  +  0  +  (w? + «^'0*(i  +  0"-*](i  +  0" 

und  wenn  n>>4  ist^  kann  man  in  der  vorderen  Klammer  noch- 
mals  den  Faktor  \'\-i  absondern,  wodurch  jener  Ausdruck 

=  [u + ui  +  (tt?  +  V)i)\\  +  i)»-»]{  l  + 1)"+' 
wird. 

Hierdurch  ist  gezejgt,  dass  wenn  i)-[~2>'i  quadratischer 
Best  nach  (l^-O"  und  n]>4  ist^  es  auch  stets  quadratischer 
Rest  nach  (1  -|- 1)°+^  sein  wird.    Demnach  sind  die  vorhin  be^ 
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leicbneton  Werthe  von  D -}-!/%,  welche  quadratische  Reste 
nach  (l*-|-i)*  sind,  auch  quadratische  Reste  nach  jeder  höheren 
Potenz  von  t  -j-  f. 

C.  Wenn  q-^-qi  die  Potenz  einer  in  D-^Üi  anfgehcn- 

den  Primzahl  ist. 

IX.  Wenn  y  +  y'i  in  D-^-D'i  aufgeht;  so  ist  D-^-m 
stets  ein  quadratischer  Rest  nach  q-^qi,  welchen 
Werth  auch  die  letztere  Zahl  haben  möge. 

X.  Wenn  q-\-qi  in  D'{'Üi  nicht  aufgeht,  aber  die 
Potenz  einer  in  D-^-D'i  aufgehenden  Primzahl  r-|-rt 
(welche  auch  =l-|-t  sein  kann)  darstellt,  wenn  man 
also  j  +  gi==:(r  +  rt)»  und  Z)  + J7i  =  (r  +  ri)"(E  +  £'i)  hat, 
worin  m>-ft  ist,  und  der  Faktor  £-f-£'t  die  Primzahl 
r-f-rt  nicht  weiter  enthält;  so  ist  D-^-Ui  ein  qua- 
dratischer Nichtrest  nach  9*-f-f '  wenn  n  einen  un- 
paaren  Werth  bat. 

XI.  Hat  dagegen  für  die  vorstehende  Voraus- 
setzung n  einen  paaren  Werth;  so  ist  D-\'Di  ein 
quadratischer  Rest  oder  Nichtrest  nach  q-^q^y  j^' 
nachdem  £-{-£'t  ein  quadratischer  Rest  oder  Nicht- 
rest nach  r-|-rt  ist« 

Die  vorstehenden  Sätze  sind  wie  in  §.  150,  C.  zu  beweisen, 

D.  Allgemeinster  Fall,  wo  q-^qi  in  beliebiger  Weise 

zusammengesetzt  ist. 

XII.  Ist  endlich  q-^-qi  das  Produkt  aus  Potenzen 
beliebiger  Primzahlen,  also  =  (r -f- r f)"'(« -f" *'0° •  •  •  5  ^^ 
ist  hier,  wie  in  §.  150,  X.,  D-^Ui  dann  und  auch  nur 
dann  quadratischer  Rest  nach  q-\-qi,  wenn  es  ein 
solcher  nach  jeder  der  Zahlen  {r-^-riJ^,  {s-\-siY ... 
ist,  auf  welche  Eigenschaft  Z7-{-J7i  nach  den  vorstehenden 
Sätzen  stets  geprüft  werden  kann. 

XIII.  Endlich  gelten  auch  hier  die  Sät^e  des  §.  150  sub 
XI.  bis  XIII. 


§.  216.    Au94€^mKng  der  übriaen  Geseiae  de9  9eck8ien  utft- 
9ekmUie9  omf  die  KwmfUexen  Muhien. 

I.  Was  die  übrigen  im  sechsten  Abschnitte  für  reelle 
Zahlen  ermittelten  Gesetze  betrifft;  so  lassen  sich  die  meisten 
derselben  mit  Leichtigkeit  auch  für  komplexe  Zahlen  erweitern. 
Man  hat  dann^  wo  dort  schlechthin  von  Primzahlen  die  Rede 
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war^  jetet  ToUkomnieoo  Primzahlen  za  ver«tebeo;  SiaU 
der  dortigen  Zahlen,  welche  relativ  priip  zu  einer  gef  e-- 
benen  Zahl  q  und  kleiner  als  dieselbe  sind,  bat  man 
jetzt  diejenigen  Zahlen  zu  nehmen,  welche  relativ  prim  zu 
q-^qi  sind  und  in  einem  der  mehr  erwähnten  Qua-» 
drate  liegen,  dessen  Seite  durch  die  (reelle  oder  kom- 
plexe) Zahl  q-^qi  dargestellt  wird.  Ausserdem  ist  an 
den  Stellen,  wo  dort  die  paare  Primzahl  2  von  den  unpßa- 
ren  Primzahlen  unterschieden  werden  musste,  jetzt  die  Prim- 
zahl 1-)-«  mit  paarer  Norm  von  den  Primzahlen  mit  un- 
paarer  Norm  zu  unterscheiden. 

II.  Hiernach  erkennt  man  zuvörderst»  dass  auch  für  kom- 
plexe Zahlen  die  Gesetze  des  §.151  hinsichtlich  der  Faktoren 
Gültigkeit  behallen,  aus  denen  quadratische  Reste  oder  Nichl- 
resle  zusammengesetzt  sind. 

II!.  Ferner  gelten  die  Sätze  des  §.  1 52  von  IV.  bis  VII. 
über  die  Artzahl  der  Wurzeln  einer  reinen  quadratischen 
Kongruenz  für  die  Fälle,  wo  der  Model  von  unpaarer  Norm 
und  relativ  prim  zu  D  ist.  Die  Bestimmung  dieser  Anzahl  für 
die  übrigen  Fälle  müssen  wir,  um  dieses  Werk  nicht  zu  sehr 
auszudehnen,  dem  Leser  überlassen. 

IV.  Die  Untersuchung  des  §.  153  über  die  lineare  Form 
der  Primfaktoren  von  D  —  x*  lässt  sich  aach  auf  komplexe 
Zahlen  ausdehnen.  Das  Prinzip  bleibt  dem  früheren  gleich, 
die  Speztalisirnngen  würden  jedoch  hier  zu  weit  führen, 

V.  Die  in  §.  154  sub  I.  und  III.  bis  VII.  mitgelheilten 
Sätze  über  die  Eigenschaften  der  Zahlen  von  der  Form  a;^  —  Dy^ 
gelten  auch  für  komplexe  Zahlen. 

Was  jedoch  die  reduzirten  quadratischen  Formen 
in  komplexen  Zahlen  betrifft;  so  sind  die  Regeln  für  deren 
Darstellung  aus  §.  201  und  205  zu  entnehmen.  Wenn  nämlich 
P^  den  absoluten  Werlh  des  halben  mittleren  Koeffizien- 
ten (welcher  bekanntlich  immer  als  vollständig  paar  voraus- 
gesetzt wird)  Qj,,  Qa^i  die  absoluten  Werlhe  der  beiden  äusse- 
ren Koeffizienten  und  D  den  absoluten  Werth  der  D«-* 
ter  min  ante  der  quadratischen  Form  bezeichnen;  so  kann 
man  für  den  Fall;   dass  die  Determinante  kein  Quadrat  ist, 

nach  §.201  sMa  bewirken,  dass  P*  sowol  ^QnY-^,  als  auch 

^  A-i  r  x»  f^^^^  dass  jP„^  VD  und  dass  entweder  Qa  oder 
Q^^<iD  und  nur  wenn  ß=^l  ki^  =s=Z?  wird^ 
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Fir  den  Kall  aber,  dass  die  JOeterminafniie  ein  Qoadral 
i*  ist,   IftMl  aick  Mch  $.206   steU  Pn^d,   Qn^Q  oad  Qt^i 

<  K2ii  machen. 

Darch  diese  allffetneineren  Beziehungen,  wodurch  auch 
der  Unterschied  zwischen  positiven  und  negativen  Determinanten 
aufgehoben  wird,  ändern  sich  für  komplexe  Zahlen  in  mehr- 
facher Weise  die  speziellen  Kesultate  in  §.  154  sab  Vlll. 
bis  XV. 

VI.  Hierauf  kann  man  nach  den  Prinzipien  des  §.  155 
die  lineare  Form  der  durch  quadratische  Formen  dargestellten 
Primzahlen  bestimmen. 

Die  Spezialisirung  dieser  Aufgabe  wird  übrigens  bei  Zu- 
lassung komplexer  Zahlen  die  Resultate  des  §.  156  wesentlich 
ändern. 

So  verliert  z.  ß.  der  von  F  e  r  m  a  t  für  reelle  Zahlen  ge« 
fundeno  Satz  in  §.  156,  I,  wonach  jede  Primzahl  von  der  Form 
4n-j-l  sich  auf  einzige  Weise,  jede  Primzahl  von  der  Form 
4n-[-3  aber  gar  nicht  in  zwei  Quadrate  zerlegen  lasse^  bei 
der  Zuziehung  von  komplexen  Zahlen  nicht  bloss  seine  Be- 
deutung, weil  bekanntlich  reelle  Zahlen  von  der  Form  4n-|-l 
gar  keine  vollkommenen  Primzahlen  sind,  sondern  auch  seine 
Gültigkeit,  indem  sich  jede  reelle  Primzahl  von  der  Form 
4n-j-l  Auf  mehrfache  Weise  in  zwei  Quadrate  zerlegen 
lässt  (z.  B.  1 3  =  3'  -f-  2*  =  7'  -(-  (6t)*),  und  ausserdem  jede  reelle 
Primzahl  von  der  Form  4ii-f-3  sehr  wohl  als  Summe  zweier 
Quadrate  darstellbar  ist  (z.  B.  7  =  4*  +  (3i)«). 

Man  hat  vielmehr  folgende  allgemeine  Salze.  Jede  un- 
vollständig unpaare  Primzahl  ist  in  der  Form  x*-\-y^y  nicht 
aber  in  der  Form  (a7'-|-y')t  enthalten^  und  zwar  nur  auf  eine 
einzige  Weise,  wenn  man  die  negativen  Wertbe  von  üc  und  y 
als  gleichbedeutend  mit  den  positiven  ansieht.  Jede  unvoll- 
ständig paare  Primzahl  ist  in  der  Form  (^'-j-y^)t,  nicht  aber 
in  der  Form  x^-\-y^  enthalten,  und  zwar  nur  auf  eine  einzige 
Weise.  Eine  vollständig  unpaare  Primzahl  oder  Eine  von  der 
paaren  Norm  2,  also  Hh:(^4"0  ^^®^  lt(^ — 0  '^^  weder  in 
der  Form  a?*-f"y',  noch  in  der  Form  (:2?'-f-y*)i  darstellbar. 
Das  Letztere  gilt  überhaupt  von  jeder  vollkommen  unpaaren 
Zahl;  und  was  die  übrigen  zusammengesetzten  Zahlen  betrifft; 
so  gestatten  sie  mit  Ausnahme  der  Zahl  +  2  oder  +  ^^  welche 
nur  einzig  in  der  Form  a?*-["y*  resp.  (a?'-f"y*)i  darstellbar  ist, 
stets  eine  mehrfache  Darstellung  in  der  Form  or'-j-y*  oder 
(j7*-|~y')t  oder  in  beiden  zugleich. 

Hiernach  ist  es  ein  ausschliessliches  Merkmal 
der  vollkommenen  Primzahlen   von   nnpaarer  Norm 
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•  nd  der  Zählen  vom  absolaten  Werlhe  2,  dass  sie 
sich  aof  eine  einzige  Weise  in  der  F^rn  d?*-f~y'»  resp. 
(d^'-f^y*)*  darstellen  lassen. 

MI.  Schliesslich  bemerken  wir^  dass  es  keine  Schwierig- 
keilen hat,  die  Belracbtungen  der  §§.  157  bis  159  über  die 
Kongruenzen  höherer  Grade  auch  für  komplexe  Zahlen 
zu  erweitern. 
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4.6.10.16J7.t9.3l. 
23.26.ä3.35. 36.39. 
47.49.54.55.56.60. 
65 

2.7.11.12.13.18.20. 
28.31.32.34.41.44. 
46.48.50.51.57.61. 
63 
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Indizes    dei*  Zalilen 
2.  3.  5.  7.11.     13.17.19.23.29.     31.37.41.43,47. 
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•  •  •     •    « 
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5.  8.  9;  7.11; 


ia.ll.  7.  9.13.     12. 


17.  5.  2.12.  6.     13.  8. 


«  ■ 


•  • 


■  « 


8.20.15.21.  3.     12.17.  S 


11.27.18,20.23.       2,  7.15,24,    . 


12.13.20.  4.29.     23.  1.22.21.27. 


11.34.  1.28,  6,     13,  S.25.21.15.    27. 


26.15.22.39.  3.-    31.33.  9.36.  7.     28.32. 


39.17.  5.  7.  6.     40.16.29.20.25.     32.35.18. 


30.18.17.38.27.       3.42.29.39.43.       5.24.25.37. 


25.  9.31.38.46.     28.42.41.39.  6.     45.22.33.30.8. 
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Mo-  Ba- 


^1  "^   2.  3/fc.Wl.  t^tHvW.OT 
53.59.61.67.71.  73.79.83.89, 


Indizes  der  Zahle 
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.37.41.43.47 


S9  10  25.32.34.44,45.  23.14.22.27.  4.   7.41.  2.13.53, 


61  n 


28. 

47.42.14.^3.45.  OT.4S.22.39.25.  13.33.18.41.40. 
61.17. 


67  12 


71  62 


79 


73   5 


29 


83 


89 


97 


50 


30 


10 


29.  9.39.  7.61. 
3.54.  5. 

58.18.14.33.43. 
59.29.37.11. 

8.  6.  1.33.55. 
53.  5.58.50.44. 

50.71.34.19.70. 
7.17.75.54.33. 

3.52.81.24.72. 
13.20.34.53.17: 

72.87.18.  7.  4. 
10.45.19.32.26. 

86.  2.11.53.82. 
14.«U2-.S(.tS. 


23.  8.26.20.22.  43.44.1 9.«3.6«. 


27.  7.38.  5.  4.  13.30.55.44.17. 


59.21.62.46.35.  11.64.  4.51.31.. 


74.  ^.10;W.  i;  7'6.23.21. 47.55. 
'4 

67.  4.59.16.36.  32.60.38.49.69. 
■43.47. 


65^.53.81.29. 
68.46.27. 

83.19.27.79.47. 
10.41.91. 18. 


57.7*r.67. 59.34. 


26.41.71.44.60. 
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